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PRESENTACION

Vina del Mar, Noviembre de 2006.

Como un modo de favorecer el desarrollo de la profesionalizacion docente desde el
analisis de estrategias e innovaciones en el aula, se presenta la realizacion de
talleres. Estos son cursillos practicos dirigidos por un especialista en la que los
participantes desarrollan propuestas didacticas, actividades de aula y recursos

didacticos, entre otros.

Para tal objetivo, en esta ocasion, se presentan diez talleres, tres de ellos propuestos
por expertos de Francia, Espafa y Argentina y otros siete por especialistas
nacionales provenientes de Valdivia, Concepcion, San Felipe, Vifia del Mar y
Region Metropolitana, con una oferta variada que invitan a debatir en torno a una
actividad de exploracion y construccion en geometria, con o sin uso de recursos
tecnoldgicos, estrategias de calculo, actividades de aprendizaje de funciones y el
estudio de la situacion del alumno al término del proceso educativo, aprendiendo en

forma auténoma a lo largo de la vida.

La Sociedad Chilena de Educacion Matematica agradece a los autores de los talleres
que en estas XIII Jornadas nacionales aportaran con su experiencia a la concrecion
de una matematica para la vida y al gusto por esta actividad, condiciones del
quehacer en el aula, para su real contribucion al desarrollo humano e integral de la

nacion.

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica



12 XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica

Introduccién:

A pesar de que en un principio, bastantes profesores de matematica fueron reacios a la
utilizacion de la calculadora en la clase, en estos momentos es ya una herramienta practica
aceptada por la casi totalidad de los mismos. Asi, algunos temas concretos, como pueden ser
la utilizacién de las tablas de logaritmos o las tablas trigonométricas, que requerian una gran
cantidad de tiempo en clase, para un trabajo puramente mecanico, han encontrado en la
calculadora cientifica una herramienta de trabajo que permite emplear el tiempo dedicado a
la ensefanza del manejo de tablas, en encontrar estrategias y métodos de resolucion de la
actividad correspondiente y a la interpretacion de los resultados obtenidos.

Actualmente, la aparicion de las calculadoras graficas, dan otro paso hacia delante y de
nuevo nos hacen replantearnos el papel del profesor en la clase de matematicas y a su vez,
hacen que el tiempo dedicado a las tareas puramente mecdnicas (obtencion de tablas de
valores de una funcion dada, por sencilla que sea; calculo de limites en el infinito, calculo de
derivadas, problemas de optimizacion, etc.), sea menor y menos importante que lo ha sido
hasta ahora.

Objetivo:

El presente taller tiene por finalidad analizar, de manera practica y con la ayuda del entorno
grafico de la TI-84 Plus algunas actividades de aprendizaje de las funciones y el uso del
calculo para resolver situaciones problematicas.

Segln las investigaciones de Janvier C. (1978), el concepto de funciéon se materializa a
través de cuatro representaciones distintas que, idealmente, contienen la misma informacion
y que, sin embargo, ponen de manifiesto aspectos y propiedades de las funciones no
necesariamente idénticos.

Considerando la idea de funcion como expresion de una dependencia entre variables, las
cuatro representaciones que sefiala Janvier son:

Grifica: tiene relacion esencialmente con potencialidades conceptualizadoras de
la visualizacion y por tanto con el mundo de las formas en la geometria y la
topologia.

Tabular: pone de manifiesto los aspectos cuantitativos o numéricos.

Analitica: es la codificacion simbolica que nos permite trabajar en algebra.

Verbal: de caracter cualitativo, la mas proxima a las destrezas mas basicas. Pero,
desde otro punto de vista, la mas compleja ya que articula todas las demas y
actia con ellas como clave interpretativa o piedra angular que las sostiene y da
sentido.

Las calculadoras graficas, en esta forma de ver el aprendizaje de las funciones, ayudan a los

estudiantes en la compresion de estas formas de representacion y facilita el paso de unas a
otras, es decir, traducir es entender.

Talleres Nacionales
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Las cuatro posibles representaciones de las funciones se valen de codigos diferentes para
transcribir la relacion existente entre dos variables causalmente dependientes. Janvier asocia
el aprendizaje de las funciones al desarrollo de la capacidad, la habilidad y la destreza de
recodificar la informacion de unas representaciones funcionales a otras.

La ayuda que las calculadoras graficas proporcionan puede ser de varios tipos:

- Realizar exploraciones previas para comprender mejor el problema.

- Confirmar y comprobar estudios o conjeturas previas.

- Alcanzar soluciones intuidas o de las que no estamos plenamente convencidos.

- Conocer nuevos métodos que complementen a otros ya conocidos o disponer de
métodos alternativos cuando los tradicionales no estan a nuestro alcance.

- Adquirir mas experiencia por la posibilidad de estudiar mayor cantidad de casos
practicos.

Descripcion:

Este taller tiene un caracter, principalmente, activo-participativo por parte de los asistentes.
En el se desarrollaran y analizaran con espiritu critico una serie de actividades de
aprendizajes, orientadas al trabajo por parte de los estudiantes en forma individual o en
compaifiia con el apoyo del docente, cuyo desarrollo potencia el logro de aprendizajes y el
desarrollo de las capacidades establecidas en los programas de la asignatura de matematica
por parte de sus alumnos.

Actividades:

Se realizaran actividades en los siguientes temas:

1. Resolucion de ecuaciones utilizaremos métodos graficos para la resolucién de
ecuaciones y veremos la forma en que cambia la perspectiva del trabajo de la
clase.

2. Estudio de familias de funciones se dedica al estudio de los cambios que
producimos en la grafica cuando variamos los parametros de una funcion.
Estudiaremos rectas, parabolas, funciones racionales y trigonométricas.

3. Estudio de las propiedades de una funcién se hace un recorrido por los distintos
topicos de la representacion grafica de funciones y la mejor forma de sacar
provecho a la calculadora grafica en su tratamiento, prestando especial atencion a
las relaciones entre los conceptos involucrados (Limite, continuidad, derivada e
integral).

4. Funciones definidas a trozos realizaremos un estudio de aquellas situaciones en
las que no se puede utilizar el “=" al plantear una expresion que represente el
enunciado o la funcion resultante no tiene la misma expresion algebraica en todo
su dominio.

5. Problemas de optimizacion de funciones analiza varias situaciones clasicas de
optimizacion y su tratamiento desde un punto de vista numérico, grafico y
analitico.

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica
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Actividades:

(1) Como representar funciones con la calculadora TI-84 Plus Silver Edition

Encendida la calculadora con la tecla ON, se presenta la pantalla principal y si algo quedo
escrito de un trabajo anterior, se podra borrar con la tecla [CLEAR] y si es necesario borrar
un caracter hay que pulsar [DEL], después de situarse sobre ¢él.

Para representar funciones se utilizaran, fundamentalmente las siguientes teclas: las cinco
teclas superiores, fuera del teclado general, con los rétulos: [Y=], [WINDOW], [ZOOM],
[TRACE] y [GRAPH]; las cuatro teclas dispuestas en circulo y que con las flechas indican
las distintas direcciones en las que se puede mover el cursor; la tecla que lleva impresas las
letras [X,[] ,[] y n]; las teclas numéricas y las que indican las distintas operaciones.

La primera de las teclas superiores, rotulada como [Y=], permite acceder a un mena de 10
funciones: yi, ¥2,...-Yo, Yo:

TEFR Grafe Grafs TEFR Grafe Grafs
-1 =N =Ny=
wNe= Ne=
wNz= “NE=
wNy= wNe=
wWe= =Wa=
“NE= o=
wNe= - o=0

Se puede escribir la primera funcion: y, = 2x — 4, mediante las teclas: 2,x,-,4 y pulsando

la tecla GRAPH, se obtiene la grafica de la funcion, después de que en la parte superior de
la pantalla se vea un pequefio segmento dotado de movimiento.

TEREL GFafz GFAFS
=N BZE—-4
wMe=
wMr=
~My=
wMo=
“ME=
M=

Si se vuelve a pulsar [Y=], se puede escribir y, = X P_x-6 , desplazandose hasta y, y
teniendo en cuenta que el cuadrado viene representado por 2 y mediante [GRAPH]:

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica
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Aparecen representadas ambas funciones, pues la funcidn y; seguia seleccionada por estar
sobreimpresionado en negro el signo igual; si sélo se desea la grafica de y,, volviendo sobre
el signo = de y; se pulsaria ENTER y se volveria a representar.

TEE Grafz GFafz
S )
wNeERE—-E-G
~Mz=M
wy=
~Me=
wME=
wWe=

Las siguientes funciones son escritas en [ Y=], seleccionadas y luego representadas:

TELE Grafz GFaFs
Ny =2E—-4
“Nr=HE—m—
SMrEETE-IRE+2
=N y=
=Ne=
“NE=
wNe=

TELE Grafz GraFs
Ny =2E—-d
W= E ==
Mgt I-FHI+2
=N yB3E
wNe=
=NE=
wNe=

Talleres Nacionales
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Flokl Flakz Flat:
=Ny =2E—d
“MeEptd-E-6
SMrmEtI-IE2+2
“My=3E
=NeBsinoEa

“ME=

wNe=

Flakl Flakz Flat:
WMy =2n—d
M=o Z-E-6
WMrmEtE-3E0 2+ 2
mNy=F
“Me=siptHE
wMEBet e

wMe=

Flakl Flakz Flak:
WMt Z2-E—-6
WMrmE o T=TE 2+ 2
~My=3E0E
wMe=sipiEa
wME=ECED
hE;liH“3+1}HiH“2

Flatl Flatz Flak:
wME=E L E
xgg=iH“3+1}ftH“2
“NMalTCR2=2E)

~Mo=

Flakl Flakz Flak:
“My =3
wNe=sintHa
“NE=e ™ ED
RE§=iH“3+1hHiH“2

sMp=loEe2=-252
=MaBlnc2—Ha

N
—

i

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica
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Flokl Flakz Flat:
wNe=sintHa
“NE=ECED
RE§=iH“3+1}HiH“2

el oE~2=2KE
saslpi2—HD
SNMoBZEACEFLD

'

Flotl Flatz Flots
WNe=siniHa
wNE=ECED
x;;=iH“3+1}HiH“2

WMpEloEge2=-250
wWa=lpo2-Ha
SMpB2EASCE+EL

'

Cada funcion aparece escrita en la columna de la izquierda y su correspondiente
representacion grafica a la derecha. Para escribir nuevas funciones habra que ir borrando las
escritas, puesto que es 10 el maximo de funciones que pueden figurar simultdneamente. Al
representar algunas funciones puede ocurrir que la grafica no aparezca, debido a la amplitud

de los ejes; por ejemplo, si representamos la funcion y =12 + x*:

Aparentemente la funcidon no ha sido representada, pero lo que ha ocurrido es que la grafica
esta fuera de la pantalla y para arreglarlo habra que cambiar los intervalos de representacion.

Flakl Flakz Flak:
MR Z2+ET2
wMemHtZ-E-6
WMrmEtI-3E02+2
R
wMe=sintEa
wME=EtCE
sMesCE 341 2 082

Presionando la tecla [WINDOW], aparece

WIHDOL
mmin=-18
mmax=18
necl=1
VYmin=-3
Ymax=18
Yol=1

mres=1

WIHDOL
mmin=-18
mmax=18
necl=1
Ymin=-18
Ymax=16
Yol=1
mres=1

Talleres Nacionales
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y la segunda pantalla es el resultado de cambiar los valores: Ymin=-10 por —5; Ymax=10
por 18 y que al representar la funcion quedaria:

SN

- . / 2
Para representar una semicircunferencia: y = /25— x

Flotl Flotz Flot:
N2t
T -

VS e T £
~Ny=3E
=Ne==ifntKa
“NME=e™lED
sMe=UE I+l a2

Se observa que la representacion no es una semicircunferencia, por tener distintas unidades
en los ejes y para establecer igual unidad, se selecciona [ZOOM] 5:ZCuadrado [ENTER]

?]EI& MEMORY

Ol =1}

Zifoom Ik

i Zoom Out ffﬁxx

d4: F0ecimal
ZoEuare

: 25t andard
FLZTrig

Funciones con valores absolutos.- Pulsando la tecla [2nd] CATALOG [0] se accede a un
conjunto de funciones, la primera de las cuales es abs( que seleccionada y pulsando ENTER
aparecera escrita en la funcion y; y se completa ésta:

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica
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Flatl Flatz Flat: CATALOG [A]
=Ny =124E2 kFabsy
wNe=lrZ25—Ri and
~NzBabhs (H-20 angleard
~Ny=3E AHOVAC
“Ne=siniHa HAns
=NE=ET 0K ugrent. |
M=l E I+ AN Axes0ff

Y su representacion grafica, después de cambiar Zoom-5 a Zoom-6(ZEstandar)

S

Otras funciones representadas con uno o mas valores absolutos, quedarian:

yzp—h—m+x—l

Flakl Flakz Flak:
=M=lZ2+ 52
wMe=l025-¥I)
=Nr=aghs(H-2)
=NMyBabs{2—abs(x8-
12a+H-1
=Ne==ifntKa
“NME=e™lED

y=x*-2x-5-3

Flatl Flotz Flat:

M=l2+ET2

=M=l 025-¥E)

~N3=ahs(K-2) F
~Ny=ghs (Z2-abs CH- WVE W
1ra+H-1

h%EEaEEﬂHE—EH—S}

Talleres Nacionales
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yzlﬂﬂ+2

Flatl Flatz Flatz

wMrz=ahs(E-20

wMy=ghs(2—abs (8-

1aa+H-1

x§5=ab5iH3—2H—5}
;?EElniabsiH}h+2

La representacion grafica de funciones definidas por intervalos
X Si x<-2

como: f(x)=9—x—-4 si —-2<x<lI

2x+1 i x=>1

se escribiria en la TI-84 Plus mediante 3 funciones, separadas de sus respectivos dominios:

Flotl Flatz Flots
rff Me=lhtabsosaa+2

Rt LAY =Y,

J ] - Dl By
sl
WMaBCEHEFL 2 CHEL D
ittt

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica
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H]
WAL IR
‘-EH:-
wes

La representacion grafica obtenida ha conectado una funcion con otra, esto se evita pulsando
la tecla [MODE] y cambiando la opcion CONNETED por DOT

1 [} =CI  ENG <
1 0ilzz4yERrFHY ¥ A

[l DEGREE rd
FAR FOL SERQ

CONNECTED %ﬂ!

SEQUENTIAL

[[I8  a+bi  FeTEL -

@14} HORIZ G-T b

La funcién
-3 g xi-1
Fixi=4d e & -1<x<2
ER- x22

Talleres Nacionales
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Flakl Flatz Flat:
SMAER-EE A CES -1
SN RO E -]
ACELAD
SMEEICEEZD E
“NMy=ghs{2—abs{H- 5
1aa+s-1
“Me=ghs(EE-2E-5)

(2) Calculadoras Gréficas: Un Reto Para Resolver Ecuaciones

Uno de los problemas mas antiguos del algebra no lineal es el de hallar las raices de una
ecuacion o de un sistema de ecuaciones no lineales. La innumerable lista de métodos
disponibles nos hace imaginar la importancia que este problema ha tenido a lo largo de la
historia.

Ahora, con la calculadora grafica, vamos a repasar parte de estos métodos que aparentan
haber sido creados para llevarlos a la practica con una calculadora grafica o un computador.

El problema es resolver la ecuacion: cos(x) —x =0

Desde luego que muchos alumnos no podrian resolver esta ecuacion no lineal, sin embargo
tienen herramientas para resolver el problema.

El analisis matematico que estos alumnos estudian, les proporciona herramientas para
asegurar la existencia de un cero en el intervalo [0,2] e incluso su unicidad. Efectivamente,

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica
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si estudiamos los signos de la funcion f (x) = cos(x) — x en los extremos del intervalo
[0,2] tenemos: f(0) =cos(0)—0=1>0y f(2)=cos(2)—-2<0
Ademés la funcion f(X) = c0oS(X) — X es continua por ser diferencia de dos funciones

continuas. Por lo tanto gracias al Teorema de Bolzano podemos asegurar la existencia de al
menos un cero.
Método 1: Grafico — Como interseccion de dos graficas

a) Dibujar la grafica de la funcion f(x) = cos(x)

b) Dibujar la grafica de la funcion f(x) =X

¢) Hallar el punto de interseccion de las dos graficas.
Para ver mejor la interseccion de las graficas hacer un ZOOM de caja (Zbox) y en el menu
de CALCULATE (2nd TRACE) S:intersect .
Después de unos segundos en la parte inferior de la pantalla nos aparece la palabra

Intersection y debajo las coordenadas del punto x = 0.73908513 ¢ y =0.739085113.

Flakl Flakz Flak:
N1 Bcos (R
=Nz B
R |
wNy=
=Ne=
B Intekseckion
=Mr= ¥=z.7Og0944 [v=-1.zonzzz | H=.7300BEL: y=7300BE1:

Meétodo 2: Grafico con el eje OX
a) Dibujar la gréafica de la funcion f(x) =cos(x)—x
b) Hallar el punto de corte con el eje OX

Solucién: Introducimos la funcién Y1 =cos(x)—x aprovechando lo escrito.

Borramos la segunda funcion. Nos colocamos sobre el trazo de la grafica. Pulsamos los
cursos hasta situarnos sobre el punto donde cambia de signo la funcién y su coordenada
“y” sea mas pequeiia.

Realizamos un ZOOM In y después del [TRACE] nos movemos con los cursores hasta
encontrar el punto donde la “y” cambia de signo. Repetimos el mismo proceso para

obtener una mejor aproximacion. [ZOOM] [2] [ENTER] [TRACE].

M=Casiil-H T=casiil-H M=casiil-H

n=.B510628> IY=-.191HB0Z n=.744aH0BE Y=-.008%766 n=.7Z80B51: Y=7.ZZEOE-D

Talleres Nacionales
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Método 3: TABLA
a) Utilizando la funciéon TABLE de la calculadora

Obtendremos valores de la funcion Y, = COS(X)—X tomando como punto de

partida x = 0.7 y como incremento de x V = 0.01

Con [2nd][WINDOWT] (TBLSET) ingresamos a la ventana de Configuracion Tabla y
realizamos la modificaciones. Con [2nd][GRAPH] (TABLE) obtenemos los valores de
la funcién. Pulsamos los cursores hasta situarnos sobre el punto donde cambia de signo
la ordenada.

La funcion cambia de signo TEELE SETUF ™ T

entre los  valores de TblStart=. 7 N T

x=0.73 y x=0.74 aThl=.81 71 A4EZE
Y POl T hdrnt.! I A=k prai—

tanto el teorema de Bolzano Depend: P Azl . P%EE

nos asegura la existencia de T e -.01Bz

un cero en ese intervalo. ] R

W= TS

Volvemos a cambiar el punto de partida u el incremento de X .

[2nd][WINDOW] (TBLSET) 0.73 [ENTER] x = 0.739 [2nd][GRAPH] (TABLE)...
y continuamos.

THETE 2nl 730a AR
art=. -, -
Thl=, BERAEEE1E 22308 | 286
Indent: & A=k Fincea
Derend: [§MAs Ask 73808 | “1E-H
C308 | -ZE-B
72808 | “4E-B
A= 7 A9E8513

Método 4: CALCULO DE LA RAIZ
a) Utilizando la funcion ZERO de la calculadora
Calculamos el cero de la funcién mediante la opcion ZERO de CALC [2nd][TRACE)]

:F;]!g{]!ﬂ]g T=cosHI-4 T=cosHI-4
tualue X
Zero
fminimum . E
42 maximum
E=éht§FSEGt
e b Lafk Bound? Ridhk Bound?
Folfoxadd Hzin ¥=i He1 UEOZEL7 [v=-1.408017
1= Casiii-H
4 Hﬂ—ﬁxxxh_E hnhq___‘mx
ol .‘H\”
Quess? e ] e ]
#=14A9z617 [v=-1.408017 W= 7zooEciz [v=o W= FzO0EE1E [y=0

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica
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Método 5: CALCULO DE LA SOLUCION
a) Utilizando la funcion Solver... de la calculadora [MATH] [0:Solver...]
Su sintaxis es: eqn:0=(expresion, variable, valor inicial, {inferior, superior})

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica

EQUATION S0
e H=cos (s
rara Tl 230

Método 6: METODO DE LA CONVERGENCIA
a) M¢étodo convergencia de la iteracion del punto fijo mediante sucesiones

Veremos como podemos representar graficamente la sucesion que representa las

aproximaciones del método de Iteracion del punto fijo.

Elegimos [ZOOM] 6:Zstandard para ponernos en una situacion inicial. Elegimos la

opcion Seq de [MODE]. En [2nd][ZOOM] elegimos la opcion Web.

Web calcula U,y

V.| (variables independientes) en el eje horizontal y U,y V, (variables dependientes)

7

n n—

U

como funciones de

1Y Vn—l-

en el eje vertical, representando también la linea ¥ = x

Sci Eng LW Wi L | Flabl Flotz Flots
A125456 7589 nMlin=
Degres i aBoosiuycn—12
uhc. Far Fol a )
EERTETR R [t wieilin2BL. 7
SEE IR Simul gy LabelOn| [~wima=s
CEY ath. retElL of viallini=
e Horiz G-T S =

WIHDOW
nfin=1

sMax=18
Flot5tart=1
Flotstep=1
amin=-18

wmax=18
JE=scl=1

u=Casiul=110

el b |
n=./380B51: Y= FZO0HE1E -

Representa U, | y

También se dibujan las lineas que unen los valores de la sucesion, pero con este ZOOM
no logramos apreciarlo. Para solucionarlo hacemos varios ZOOM in (2: Zoom in) hasta
conseguir una aproximacion que nos permita ver la convergencia de la sucesion. Como
la convergencia por este método es un poco lenta, necesitamos 41 iteraciones para

llegar al nimero x = (0.73908513.
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Método 7: METODO DE NEWTON
Usaremos el método de Newton que obtiene sucesivas aproximaciones mediante la formula:

Xnr1 = X _M
J(x,)

Volvemos al modo de funcién [MODE] Func y [2nd] [MODE] (QUIT) para llegar a la
pantalla de edicion.

Introducimos en X el punto de partida 0.7 — x [.][7][STO —> ] [X,T,0,n] [ENTER]
Abhora introducimos la formula de Newton con la siguiente secuencia:

[X,T,0,n] [-][VARS] — Y-VARS 1:Function..[ENTER] 1:Y; [+][MATH] 84 nDeriv(
[ENTER] [VARS] —Y-VARS I:Function..[ENTER] 1:Y,[,][X,T,0,n][,] [X,T,0,n][ )]
[ENTER] [STO =] [X,T,0,n] (X =Y, /nDeriv(¥,, X,X) = X))

La ventaja ahora es que con cada pulsacion de la tecla [ENTER] obtenemos sucesivas
aproximaciones.

. P as=Y1An0eriviy' . 8
) .r L

=1 n0eriviy . 8 . rddIESEAS

2 MR . raEES 1664

. rA4 ZE50E4 raIASS1 332

L rAAAES 1332

« TEIESS1EE2

Evidentemente el método de Newton es mucho mas rapido que el de Convergencia, ya
que en la 3™ iteracion ha alcanzado la aproximacion maxima en este caso.

Conclusiones

Quizas pueden parecer excesivos todos los métodos o variantes planteados, pero cada
uno nos ha mostrado algo nuevo sobre las posibilidades de la calculadora o nos
permitira comparar la rapidez de convergencia de cada método o nos hara reflexionar
sobre la componente grafica de nuestro problema.

Pero lo que si que es cierto es que con estas calculadoras, los métodos graficos que
estaban casi desechados por su falta de precision o por la dificultad que entrafiaban su
realizacion de una forma correcta, vuelven a cobrar protagonismo, aun mas por que su
ejecucion conlleva una mejor comprension de las percusiones graficas que el problema
tiene, es decir se ve claramente que un cero de una funcion es la interseccion de la
grafica con el eje OX, o que una ecuacion no es mas que la biisqueda de la interseccion
de dos funciones.

Es evidente que las calculadoras nos han liberado de la realizacion de innumerables
calculos mecanicos, los cuales nos distraen de la mejor compresion del problema y nos
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ha permitido centrarnos en los aspectos tedricos que son fundamentales para la
resolucion y entendimiento de la naturaleza del ejercicio.
Nos gustaria terminar con una frase que nos permita reflexionar sobre lo expuesto:
“No usemos la matematica para apoyarnos, como lo hacen los borrachos con las farolas,
sino mas bien para iluminarnos”

No estaria mal en nuestro caso cambiar la palabra matematica por el de
calculadora grafica.

Nota: Extraido del articulo “Calculadoras Graficas: Un Reto para Resolver Ecuaciones”, de
Francisco Gonzalez Martinez y Floreal Gracia Alcaine.

(3) ESTUDIO DE FAMILIAS DE FUNCIONES

En este apartado vamos a analizar el comportamiento de algunas de las funciones mas
usuales en la educacién secundaria: las polindmicas, las racionales y las trigonométricas. En
todas ellas es muy importante que los estudiantes sean capaces de relacionar la expresion
analitica con la forma de la grafica, sabiendo explicar la relacion existente entre los
parametros de la formula y su efecto grafico al ser representadas.

Al utilizar la calculadora grafica TI-84 Plus en este trabajo, la identificacion entre los
parametros y la grafica puede desarrollarse en toda su amplitud, ya que el dinamismo que se
puede imprimir a la edicion de la funcion asi lo permite.

La actividad del estudiante se convierte en una potente investigacion en la que a partir de la
funcion mas elemental del modelo, podemos obtener otras mas complejas por medio de
traslaciones (horizontales o verticales) y por dilataciones (estrechamientos o
ensanchamientos horizontales o verticales).

Las traslaciones respecto de la gréfica de la funcién y = f'(x)se ponen inmediatamente de
manifiesto desde las primeras representaciones funcionales, respondiendo a las graficas de
las funciones y = f(x+a) e y=a+ f(x).

Las dilataciones se apreciaran con mayor claridad en el estudio de las funciones
trigonométricas, asociando sin mucha dificultad la homotecia (dilatacion vertical) a la

funcién y = a - f(x) y la dilatacién horizontal a: y = f(a - x).

Al estudiar las funciones lineal y cuadratica veremos ademas la relacion entre los ceros de la
funcion y los cortes con el eje de abscisas. También en las funciones racionales, por medio
del estudio de limites, podremos analizar las asintotas horizontales o verticales.

El trabajo en clase debe fomentar el caracter investigador, por lo que la propuesta que
podemos hacer a los alumnos es del tipo: Analiza qué cambios producen los parametros a y
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b en las funciones y = ax +b (Idénticamente para funciones cuadrdticas, racionales o

trigonométricas).

Funciones polinémicas
Funciones lineales

Estudiaremos el efecto de los pardmetros a y b en la funcién lineal y = ax + b, para lo que
comenzaremos representando la funciéon y = X con objeto de apreciar que en la ventana
estandar de representacion (—10 < x <10,-10 <y <10), la grafica tiene un aspecto

diferente del usual debido a la forma rectangular de la pantalla de la calculadora. Las escalas
son diferentes en ambos ejes y, por lo tanto, la grafica aparece con menor inclinacion
respecto al eje de abscisas, de lo que ocurriria en una pantalla cuadrada (podriamos
modificarla a un ajuste cuadrado seleccionando la opcion ZCuadrado del ment [ZOOM]).

Editamos la funcion Y =X

Flatl Flatz Flak: =4
=N B
“Na=
wha=
“Ny=
=Ne=
=NE=
=Ne= ] V=i

Representamos ahora Y=X+2, Y =X-2

Yi=H+z ‘J/ T=h-2

=0 v=z Bzl V=2

Se aprecia un desplazamiento de dos unidades, hacia arriba o hacia abajo, aunque también
podemos verlo como un desplazamiento de dos unidades, hacia la derecha o la izquierda,
siendo los cortes con el eje de ordenadas en los puntos (0,2) y (0,-2) respectivamente. En
realidad se trata de una traslacion vertical u horizontal de dos unidades respecto de y = X .

Vamos a representar ¥ = 2x, Y = 3x,y = 4x simultineamente:
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Y=z & Como se ve en el grafico, el cursor esta recorriendo
la primera funcion y =2x. Siendo ésta la de
menor inclinacidon (pendiente) de las tres.

H=3.1914894 I¥Y=6.ZB297B7

Representamos ahora ¥ =2x+3y y =2x+ 6 comparandolas con y = 2x :

T Se aprecia que ¥ =2x+3 es una traslacion

vertical de tres unidades, y que ¥ =2x+ 6 es una

traslacion horizontal de 3 unidades. Sin embargo,

en ambos casos, también podria considerarse al

contrario, la primera una traslaciéon horizontal de 1,5

=i =i unidades y la segunda una traslacion vertical de 6
unidades.

Con la funcién lineal siempre se daréd esta dualidad de interpretacion correspondiente a las

funciones ¥y = f(x+a) e y= f(x)+a. La traslacion vertical es, no obstante, méas

sencilla de interpretar. Ademds, es necesario tener en cuenta que el objetivo del estudio de
funciones lineales es la asociacion del coeficiente de ax con la inclinacion de la recta (la
pendiente), y el pardmetro b con el punto en el que corta la recta al eje de ordenadas
(ordenada en el origen).

Estos conceptos de pendiente y ordenada en el origen suelen quedar claros por
medio de los ejemplos anteriores, aunque, si es necesario, podemos utilizar la edicion de
funciones con listas, con lo que las funciones se representan simultdneamente para los
diferentes valores de las listas. Lo podemos ver introduciendo en la edicion de la funciéon Y,
la lista {2,4,6}, como coeficiente del término de primer grado para un valor fijo del término
independiente:

Flatl Plotz Flak: Mz LEaETH L
“MM1BLZ2. 463 H+]
“Me=
=M=
wMy=
Me=
“ME=
M= u=i =1

Con ello se aprecia claramente que la ordenada en el origen es la misma para las tres rectas,
teniendo mayor pendiente la de mayor coeficiente, 6 en nuestro caso.
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Editamos ahora una lista de cuatro elementos para el término independiente:

Flobl Flakz Floks WA=EH L Eaaz T
;;1 BaH+i-2.8. 2.4

M=
ME=
Ay =
sMe=
MNE= H=n y=-z

Funciones cuadraticas

2 , . .
Comenzaremos por ¥ = X~ representandola en la ventana estandar para, posteriormente,

. . , .- . 2
analizar los cambios de los pardmetros @,b,c en la familia funcional y = a(x - b) +c

I I HOIC =iz
“min=-1A
“max=18
necl=1
Ymin=-1A
Ymax=18
VYezl=1
Hres=1 H=i =iy

Representamos y = (x — 1)2 ey= (x + 1)2 :

Se aprecian traslaciones horizontales de dos unidades.

Y1=ii-11=

nw=. BE97E7e IY=Z.24B1z1z2

Eny=x"+ley=x"-1: '|'2=Hi-1\\

n=1.9za170e |V=2.FYE7EEL
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Podemos ver una traslacion vertical de una unidad, dependiendo del signo del término

independiente, respecto de la grafica original ) = x’.

. 2 2 =Hz
Si comparamos ahora Y =X con y=2x" e =

1

2 .
y=5x observamos, por la posicion del cursor en

—xz, que la transformacion sufrida es una mayor
Y

abertura de las ramas de la pardbola en )y = Exz y mas

cerrada (crece mas rapidamente) en ) = 2x%. Podemos llamar dilatacién vertical de factor
2 a esta ultima.

En ambos casos hemos considerado las funciones como la homotecia ¥ = af(x), en el

primer caso para @ =2 y en el segundo para a = 5 También podriamos tomar casos

1
particulares de y = f(ax) para a = \/E y a= ﬁ y, por lo tanto, analizarlos como

dilataciones horizontales.

=z

Si en vez de un coeficiente positivo introducimos uno

. . 2 .
negativo tendremos que la funcion y =-—2x" serd la

simétrica respecto al eje de abscisas de y = 2x7.

H=g.2829787 IY=E.6rHSE7E

Un elemento que se puede estudiar al representar y = x> +1 es que la grafica no corta al

eje de abscisas, que ) = (x - 1)2 corta una sola vez al eje de abscisas y que ) = x* -1

corta en dos puntos (en X = 1A x =—1). Esta es una buena oportunidad para revisar la
relacion de los cortes con los ejes con las soluciones de la ecuacion de segundo grado:

ax* +bx+c=0

Ninguna solucion real Una solucion doble x = x; Dos soluciones X =x; y X=X,
Ningun corte con el eje | Un unico punto de corte en el | Dos puntos de corte en esos
de abscisas punto de abscisa x; mismos puntos X; y Xp
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El estudio de las funciones cuadraticas también se podria haber planteado desde el analisis
de las variaciones que generan los parametros «,b,c de la familia funcional

y= ax® +bx+c . Es ésta una buena oportunidad para que, por medios algebraicos, se
compruebe la relacion entre los dos enfoques, demostrando que es posible establecer la

., 2
relacién ax” +bx+c =a(x—b) +c.

Al igual que hicimos para las funciones polindmicas de primer grado, también podemos
introducir listas en la expresion analitica de las funciones de segundo grado para ver
simultaneamente los cambios que se producen en las graficas. Primero introduciremos una

lista en el lugar de @, después de b y por ltimo de C .

Flotl Flaki Flots I WA IE e R
;'1-"1?5{1 2 22 33 CH+1D

M=
M r=
My=
“Me=
ME= =i v=-1

Flotl Flokz Floks WA=ZOH+EL AR 3TE-2
;H’£EE':H+{1=2=3}:' '\ j

wMe=

NV W'
V=1

Ne=
“NE= H=i

Flokl Flokz Flokz haEcin LA ls REEkH

WIEICR+2E-L1.2
1 5
M=
wMa=
“Ny=
#=in =11

“Ne=
“NE=
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)
O(x)

Comenzaremos por la funcién racional mas sencilla, la hipérbola equilatera

Funciones racionales y=

Y = —, para analizar las siguientes transformaciones:
X

y=1) y=f(x+a) y=a+/(x) | y=af(x) | y=f(ax)

S T O N R RS
Y X (x = 3) Y X Y X Y 3x

La representaciéon de y = — es:
X

WMDY
i

Yacl=1
Ares=1

1

Veamos a la vez la representacion de las graficas de y= f(x—3)=——,

(x=3)
1 3 . .
y=3+ f(x)=3+— e y=3: f(x) =— para poder reafirmar lo visto en las funciones
X X

polindmicas de primero y segundo grado. ;Se tratara de una traslacion horizontal, vertical y
una dilatacién vertical respectivamente?

P1=Z+ (100 '\_\_\_\_\_ T1=3"H k

W=n W= =i Y=

T1=1/0H=30

=i
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La respuesta es totalmente clara en los dos primeros casos de traslacion horizontal o vertical.
La ultima transformacion exige una representacion conjunta de las dos funciones, la original

Y@=ty y=3fx) =2
X X

Y1=1/% Ye=EM Il'l

e

h=1.27eE0E?

V=.rEFEIIEE

n=1i.zrefkoLy

¥=g.zk

Ahora si que apreciamos la dilatacion vertical (se trata de una homotecia de razon 3).

1
Veamos ahora que en el ltimo caso y = f (ax) (con el ejemplo de y = 3—) se trata de
X

una dilatacion horizontal:

=14 YE=1/020

5

n=.Bx191488

5

n=.Br181488

¥=1.B8 ¥=.6cBEEGGET

Podemos, ademas, analizar brevemente las modificaciones que sufren las asintotas en los
cuatro tipos de funciones estudiadas. La traslacion horizontal traslada la asintota vertical y
mantiene la asintota horizontal. La traslacion vertical traslada la asintota horizontal y
mantiene la vertical. Los dos tipos de dilataciones no cambian las asintotas.

Haremos ahora el mismo estudio para una funcidn racional con polinomios de primer grado

X
en numerador y denominador, por ejemplo y = ﬁ
X+

y=rf(x)

y=fx+a)

y=a+f(x)

y=af (x)

y = flax)

_ X
YT D

_(x+3)

S (x—4)

=3+
7 (x+1)

_3x
YT D)

3x

7T Grt )
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Esta funcion presenta como diferencias fundamentales

1 FA=HA L)
respecto de ) = — el hecho de presentar el salto en
X

y, sobre todo, que

x=-1, al igual que y=

(x+1)
cuando la funcioén toma valores muy grandes tanto positivos
como negativos, es decir, cuando X — 100, la funcidn tiende a uno (y no a cero como le
ocurria a las anteriores funciones). Por lo tanto su asintota horizontal es larecta y =1.

H=n V=0

Representaremos las dos funciones generadas por traslacion respecto de ella,

(x+3) x
+H =" 34 =3+ .
f(x+3) Gt d) y 3+ f(x) ot D)
Yi=CR+2 ) (Y Ti=Z+0S 1)
[————

_'_-—F_

n=n ¥=.rE H=6.5E3181C IY=%. BE7E0EE

En el caso de la primera representacion, la traslacion horizontal, la asintota vertical se ha
trasladado también horizontalmente pasando a ser la recta x = —4 . La asintota horizontal
se mantiene inalterada en la recta ) =1. La segunda representacion, la traslacion vertical,

nos permite apreciar que la asintota vertical se mantiene inalterada en la rectax = —1
mientras que la asintota horizontal se desplaza 3 posiciones al igual que toda la funcioén,

pasando aser y =4.

Ahora representaremos las dilataciones comparandolas en cada caso con la funcion tomada
) X

como prototipo | Yy =———

(x+1)

Ye=zHAH+LD YE=EHAEH+1)

WEE.EIHONEE IY=2. 072 EEY H=-EP4YERL IV=2 FEEZRED
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En este caso podemos constatar visualmente que en la primera representacion, la dilatacion
vertical, la asintota vertical se mantiene inalterada en X = —1, mientras que la asintota
horizontal se modifica con el mismo factor que toda la grafica pasando a ser larecta y = 3.
En la segunda representacion, la dilatacion horizontal, la asintota vertical se modifica

pasando a ser la recta X = g , mientras que la horizontal se mantieneen y =1.

Vamos a resaltar estas ultimas afirmaciones, sobre todo en lo
referente a las asintotas horizontales (determinadas por el T?ELE =ETUP

analisis de la funciéon para valores de la variable aTb?E?EEEE
independiente que tienden a infinito), por medio del analisis IndFnt.:
numérico de las tablas que nos proporciona la TI-84 Plus. [PeFend:

Comenzaremos primero definiendo las caracteristicas de la
tabla por medio del ment desplegado al pulsar
[2nd][WINDOW]:

Con posterioridad, al pulsar [2nd] [GRAPH] podremos ver la tabla de wvalores.
by x+3 X
Compararemos por parejas ¥, =———— con Y, = u -
(x+1) (x+4) (x+1)
3x 3x
Y4 = YS e
(x+1 (Bx+1)

H 'y VM * 9 Yz
1] e [ k]
igon | mgo | oEm inog | @og | toog
gopp | JBg@c | (@Esc goog | BEgc | :loogc
zogp | Bo@gp | (BE@gp Thon | [BRRge | go@R
qoan | @EEpE | BAEFE qogn | .B@@Fc | 3ioEEp
Eqnp | (0g@g” | (oamg cofn gag_ | .ooag
G000 | .BE9Qz | .9@EE: gnon | \BBAE: | :.00@@
“=H #=0

Las afirmaciones anteriores respecto a las asintotas horizontales tienen su constatacion
numérica

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica



38

El estudio de las funciones racionales puede plantearse de partida como una investigacion en
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la que los alumnos deben cambiar los parametros a, b,cy den y =

cambios que se producen en las correspondientes graficas.

(4) Funciones trigonométricas ( y = a + bsen(cx+d))

Comencemos

por

y = sen(x)para—2n < x <2

representar

la

funcion

base

Previamente nos aseguramos de que en [MODE] esté
definida la medida de los angulos en radianes.

Veamos la transformaciéon y = sen(x +d) para d=n/2,

d=ny d=-n/4:

ax+b )
y analizar los
cxX +
Y=sinit)
=0 Y=

P=sinl sy

YE=sinli+m)

YE=5in(i-T 4l

n=n

=1

H=n

=0

H=n

¥=-.7071068

Se trata de una traslacion horizontal hacia la izquierda en los dos primeros casos y

hacia la derecha en el tercero.

y=a+sen(x),paraa=+2ra=-1.

Y=z +5inlid) Y= -1+5iniHl)
n=n Y=z n=n =-1
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Se aprecia claramente que estamos ante una traslacion vertical, en el primer caso positiva de
2 unidades y en el segundo negativa de 1 unidad.

1
y = sen(cx) ,para c =4,c = E’C =-1
Ti=5iniyEd YZ=siniHs2) YE=5ing -
AW LAY AL LAl
[EATAVET ATAVAVEY
H=n =0 =0 V=0 =0 V=i

Se trata en los dos primeros casos de dilataciones horizontales que, en el caso de las
funciones trigonométricas, significa una reduccién o ampliaciéon del periodo. En el primer
caso el periodo se reduce a /2 y en el segundo se amplia a 4n .

Para el caso de que ¢ tome valores negativos se trata de la funcién simétrica respecto al eje
OX de la correspondiente con el mismo valor positivo.

[
2

y = bsen(x) para b=4,b =
M=Y5inHl

AWA
A VL L e

Se trata de dilataciones verticales en los dos primeros casos que, en el caso de funciones
trigonométricas, representan cambios en la amplitud o recorrido de la funciéon. En el
primero, el recorrido se “estira desde” 4 <y <4y, en el segundo, se estrecha entre -1/3 <y
< 1/3. En el tercero (cuando b es negativo) estamos ante una simetria respecto del eje OY de
la correspondiente funcion con el mismo valor positivo.

=013 5inH) ¥ 5inlH) l

(5) ESTUDIO DE LAS PROPIEDADES DE UNA FUNCION
En esta parte del taller se pretende estudiar las propiedades de una funciéon utilizando
exclusivamente el entorno grafico. Esto permite poder analizar el comportamiento de las
funciones en el momento que el profesorado lo considere oportuno, sin necesidad de que los
estudiantes tengan conocimientos previos de calculo diferencial.
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Junto al estudio mas clasico de la obtencion de maximos, minimos, crecimiento, etc.,
observaremos que este contexto nos permite acercarnos a algunos conceptos, como el de la
derivada, que de otra forma no podriamos hacer.

DOMINIO, CORTES CON LOS EJES, MONOTONIA, ASINTOTAS Y EXTREMOS DE
UNA FUNCION

5.1 Dominio de una funcién
Podemos estudiar el concepto de dominio de una funcidén observando el comportamiento de
la funcion en la grafica o en la tabla de valores. Veamos el proceso estudiando el dominio de

2 +2x+1

x-3
Primero introducimos la funcién en el editor de funciones y elegimos el [ZOOM] adecuado
para representar su grafica.

la siguiente funcién. y =

Si colocamos la opcion [MODE] en Unida, la calculadora une todos los puntos de la
grafica. Esta caracteristica hace que el dibujo que vemos en la pantalla sugiera una asintota
vertical, aunque en realidad lo que estamos observando es la unién de dos puntos
consecutivos. En la opcion [TRACE] y pulsando — se observa que la funcién no esta
definida. Hay que indicar que para poder dibujar la grafica la calculadora toma 94 puntos
del dominio, que coinciden con los pixeles que tiene de ancho la pantalla, y calcula su
imagen. En Unida, une estos puntos para dibujar la grafica.

En la imagen de la funcion se observa una recta que, aunque no sea una asintota, la

Flobl Flokz Plot: [ [
W ECHEZEEREL SO

~NE= usz s

tomaremos como tal, y representara el punto donde la funcién no esta definida.

TEEETE | [T
ar“' — -
aTb1=1 2 5
Indrnt.: ) il
DeFend: g 18
& 16.333
7 is
#=1
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Podemos observar qué ocurre en la tabla de valores. En este caso habra que ajustar
TBLSET al problema, pulsando las teclas [2nd][WINDOW].

El valor de TbIStart representa el primer valor de la x que aparecera en la tabla. ATbl
representa el incremento con el que calcularemos los valores de la “ x ™.

En el caso de la tabla, los estudiantes deben tratar de explicar el significado de la palabra
ERROR.

Podemos estudiar diferentes familias de funciones observando el comportamiento de cada
una de ellas para llegar a una regla general. Veamos un ejemplo en la siguiente tabla con
algunas funciones racionales:

Funcion No esta definida en Dominio
X
Y x+1
X
Y x—2
_ X
e
_ X
Y sy
2x
Y=————""—"7=
(x=3)(x+4)
3x
Y=
(x+4)(x-3)
_ 6x° +2x
Y x> +4x+3
o 2x+2
x*+2x+8

Se trataria en cada caso de ir rellenando la tabla en funcion de la informacion aportada por la
grafica y la tabla de valores.

XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica



42 XIII Jornadas Nacionales de Educacion Matematica

En el caso de funciones racionales en cuya descomposicion factorial se aprecien factores
comunes al numerador y al denominador, la calculadora puede ocultar valores donde la

funcién no estd definida. Veamos un ejemplo:

o N X +3x+2
Calcular el dominio de la funciéon y = 2—2
X —X—

La grafica sugiere que la funcion tnicamente no
estd definida en x=2, pero si descomponemos

factorialmente el numerador y el denominador
observaremos que tampoco est definidaen x = —1
X H3x+2  (x+2)(x+1)
CoxXP-x-2 (x=2)(x+1)

Veamoslo con las pantallas:

L L Ll it

n=n ¥=-1

P1=CRT+ R+ 22 TR =20

Bl L dc L Pl i

"=z V= n=-1

Sin embargo, en otras ocasiones, la calculadora nos permite detectar errores que se cometen

en clase, por la incorrecta interpretacion de las propiedades de algunas funciones.

Veamos el caso de las funciones: y = In(x?), y = 2In(x)

Las propiedades de la funcion logaritmica nos sugieren que las dos funciones son iguales,
por lo tanto tienen el mismo dominio. La realidad es que la segunda funcién no esta definida
para valores negativos y, por lo tanto, no serdn la misma funciéon. Esto se observa

perfectamente al dibujar las graficas.

La funcién y = ln(xz) aparece definida en todos los puntos, menos en el

C€ro.

La funciéon y =21In(x) no estd definida para los valores negativos y el

CECro.
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Y1=IntHE) EER T = 49 Ve
I z.197z | ERROR
,/-"’f f,_——— -z 13862 | ERROR
-1 i EEROF
0 ERROR | ERROR
3 1 il i
: i.386% | 1.3863
3 #1972 | ziar:
w=p W= u=in = a=-3
(5.2) Miaximos

Vamos a estudiarlo con un problema:

La demanda de un cierto bien es de D(p)=5000pe”” " unidades al mes, cuando el precio de
mercado es de p miles de euros la unidad. Hallar el precio que hace mdximo el gasto de los
consumidores.

Escribiremos la funcidn en el editor de funciones.

El primer problema que nos encontramos es el estudio de las dimensiones de la pantalla, que
pueden modificarse desde [WINDOW]. El problema y el ensayo y error haran que
encontremos las dimensiones adecuadas.

Flobl Flokz FlokT WIHDOON YA=E000HE ™ -0L0zH)

=N BSEEEHe"™C -8, @ Amin=a

2R Ahax=7388

~e=1 wscl=1

M= “min=A

wMy= Ymax=1108a8a "

sWe= Yecol=1

“NE= Ares=1 (LT p— TR T

Para obtener un maximo utilizamos el ment [2nd] CALC 4:méaximo, en el que nos pide un
punto de la curva que esté a la izquierda del maximo (Left Bound?), otro a la derecha del
maximo (Right Bound? ), y una aproximacion (Guess?) entre los dos anteriores, y que
conviene que sea lo mas cercana posible al maximo que buscamos.

Hay un méaximo en x=50
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?}]!!{]!}ng WA= 0.2 H)
tualue

2izero

Simindmum

2 [UERS AR

E:&ntgrsect
e Left Eound?

VoS HoZE EZIALE LY=PEEL0.08Y 4

'|'=_=EIJI:IIZIH-2""IZ “0L0ZEHY

Ridht Eound?
H=BZ.97EFEE &V=PHIZL.0ZE »

YA=E000E e =0 0zhy
k 1

Maxipiun

NUESST
WEY? BP2EY mm'f=01BAY.192 0 H=En ¥=01959.H5 =

Existe la opcion de calcular el maximo automaticamente desde el meni [MATH]. Pulsamos
desde la pantalla principal [MATH], opcién 7:fMax, con la instruccion fmax (funcion,

variable, valor inferior de la “x” en el que empezara la
maquina a buscar, valor superior).

Veamos en nuestro caso (la funcion y; hay que buscarla en
[VARS] Y-VAR 1: 1):

Una vez tenemos el valor de la abscisa obtendremos el
valor de la ordenada.
Minimos

El proceso es el mismo que para obtener el maximo.

120000

fMaxit'1. 5.8, 1562

SH. BEEEE1S
Y1 {Ans )
91959, 86829

Veamoslo con la funcion C(x) = 0,48x + ———— + 1500, que representa el costo e
X

produccioén de “x” piezas de una fabrica. Buscamos el valor de “x” que minimiza el costo

LI MO0 YIS0 HBR+1Z 0000 He LS00
mmin=486 :

Hmax=cEn :

wecl=1 :

Ymin=1271 :

Ymax=1989 :

Yaiol=1 :

Hres=1 H=41. MBS FE _Y=1OR0.0707 .
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F1=0 B 12 00 L6 TS0 MBTLEOI e IR0 P10 HBE L0000 K160

FRidht Evund? Left Eound Gugss?
¥=E1z. PBE96 _Y=1980.1526 . #=4B0.BE106 V21980 366 W=E1z.7EE96 _¥=1980.1526 .

El minimo costolo tenemos cuando
x =500

Para obtener el minimo con el mend [MATH] hariamos

igual que con el méximo: fMin (Y 1,x,0,600). -
iU

=500 ¥=1980

En este punto hay que destacar que la maquina calcula
maximos/minimos relativos, en funcion de los valores que
nosotros le indicamos al poner un valor a la izquierda y a la derecha. Esto facilita en algin
caso la solucion de problemas con maximos absolutos, que no se detectan facilmente con el
analisis.

Veamos un ejemplo:

Se divide un hilo de alambre de longitud 100 en dos trozos. Con uno de ellos se forma un
triangulo equildtero y con el segundo un cuadrado. Determinar las longitudes de esos
trozos para que la suma de las areas del triangulo y del cuadrado sea maxima.

Si x es el trozo de alambre que dedicamos para formar el tridngulo, la ecuacion de la suma
de las dos areas es:

A=011x*>-12,5x + 625

Su derivada por lo tanto es:

A =0,22x-12,5
Si A’=0 entonces x=56,82, dado que estamos buscando un area, es probable que el
alumnado piense que en este valor se encuentra el maximo, sin hallar la segunda derivada,
cosa que es erronea, dado que la segunda derivada es positiva, lo que indica que en ese valor
hay un minimo. ;Cémo podemos solucionar el problema?

Veamos la solucion desde el entorno grafico:
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Flotl Flotz Flekz 1 THOI Yi=0.11Kz-1Z EH+62E
~MiBA.11HE-12. 5% Emin=A

+525 Amax=1aa

~Me= necl=|]

Mr= Ymin=A

My = Ymax=o[a

M= Yecl=1

MNE= Hres=1 H=En y=z?E

Se observa el minimo que obtenemos con la derivada, a la vez que aparece el maximo en el
extremo inferior del dominio.

F]!g{j!}]lg P=0.4182-12 CH+E2E =041 82-12. CH+E2E
tualye
2izero
S5 minirm
EHrazimum
i intersect
68 dadx Left Eound® Fidht Eound?y
GRS 9T *=H #=5
yi=0.118z-12 CH+EZE Wi C@AD
525
Yao1EE
475
GUEssT :
=0 T

El maximo se obtiene en x = 0, en este caso la calculadora halla el maximo relativo dentro
del intervalo [0,5]. También desde la pantalla principal se puede observar que el maximo no
se alcanza en el otro extremo del dominio.

Talleres Nacionales



Funciones y Calculo en la TI-84 PLUS 47

(5.3) Cortes con el eje OX

La obtencion de los ceros de la funcion, es decir, los puntos de corte con el eje OX se han
visto con detalle en el capitulo 2. Recordemos en las pantallas como seria el estudio en la
funcion:

y=2x"+3x>—12x+5

;F;]!g{j!}]lg Yi=zH F+3HE-128- Yi=ZH E+EHE-124-E
tualue N( k |!

Zero
H=E.15252?'1

Sminirmum
dImaximum [
-

B

E=éht§PEEGt
e R £ Likk Eound? Kidht Bound?
PR T T s W= -3 404ZEC [Y=-B.zECE0: $=- BEing:

?1=2Hﬂ3+3ﬂfﬁ7H-s N/

QUEss? 2k
HW==2.9787 23 IV=4.E0ZEET: w=-2151945 I¥=-1E-1icz

Hay un cero en x=-3,151945. De igual forma se pueden encontrar los otros ceros:
x=-0,3886845 y x=2,0406294.

No hay que olvidar que para facilitar el trabajo se puede utilizar el ZOOM BOX.

Corte con el eje OY
Podemos encontrar el corte con el eje OY de varias formas. Veamos una de ellas, utilizando
la funcién Y que ya tenemos introducida en el editor de funciones.

Desde la pantalla principal pulsaremos [VARS] Y- EARL:N -5
VAR 1: I: y aparecerd en la pantalla principal Y, al [ |
introducir el cero que es el valor que queremos evaluar.
Al pulsar 0 la maquina nos dara el valor buscado.

Desde el meni TABLE también podremos
acceder con las opciones adecuadas a la solucion del
problema.
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THELE SETUP :>=: IR
Tblstart=601 = 4
alhl=1 -E it

Indrnt,: ot g

DeFend: i -1z

Fomm
A=3

También en la pantalla grafica TRACE pulsando X=0 y [ENTER].

Yi=gH 34302 -12K-E Yi=gH " z+3Hz-12K-C

ke L

(5.4) Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Los intervalos se pueden observar directamente en la grafica, o en combinaciéon del menu
TABLE y el [ZOOM], con [2nd][GRAPH]. Previamente se debe haber ajustado el menu
TBLSET.

N =
We——m1

n=c L

La grafica indicard los valores donde la funcion es creciente o decreciente, y la tabla
confirmara los datos. Veamos el caso del ejemplo que estamos trabajando:

=ZH F+IRT-1EH-E THELE SETUP " Yy
Thlstart=-3 = r
I&Lblil sk -z %5
ndFnt s . = . -
Derpend: A=k t{h :Ez
{ i
Hzn y=-g M=

5]

Modificando ATbI podemos aproximarnos tanto como queramos al punto donde la funcién
cambia.
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THELE SETUF L Ly
Thlstart=.7 7 1124
albl=.1 ‘B -11.66

Irdrnit.s g f11.91

DerFetd: i1 i

Al 1
#=1.3

Crecimiento (-,-2) y (1,0) Decrecimiento (-2,1)

(5.5) Asintotas
Como se ha sefialado al principio de este capitulo, si la calculadora tiene activada la opcidén

Unida del meni [MODE], unird cada punto con el siguiente. Se puede utilizar esta
propiedad para buscar las asintotas verticales. Para las asintotas horizontales y oblicuas
habra que estudiar los limites correspondientes, algebraica o graficamente.

T=1/002-1) =1, TneH) L
H=n V=-1 H=0 D:

(5.6) RECTA TANGENTE Y FUNCION INVERSA

La calculadora grafica posee un comando que nos permite dibujar directamente la recta
tangente a la curva de una funcién en un punto dado, para ello en el meni DRAW
seleccionamos la opcion Tangente(. Si lo hacemos desde la misma pantalla grafica, bastara
con situarnos sobre el punto que nos interesa y pulsar [ENTE]; si deseamos un punto de
abscisa exacta, nos conviene llamar al comando Tangente desde la pantalla principal y
especificar entre paréntesis la funcion y el valor de la abscisa.

. . < 2 . . .
Veamoslo con una sencilla funcién como: ¥y = x° —9 . La introducimos en el editor de

funciones con el [ZOOM] adecuado:

ClrDraw
2ilined
E:Unr%zan%al

thertica

EanEIEnt': \\“«Hﬁ

i Oraw -

7lShader et o ly=-g

Tangent o110 POIMTS 5TO Yi=Hz-9 /
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Pero si deseamos conectar varios conceptos: relacionar la derivada en un punto con la recta
tangente y mostrar la recta tangente como limite de las rectas secantes, podemos introducir
en el editor de funciones la funcidn de las rectas secantes por un punto A y varios proximos
a ¢l que determinamos por un incremento L; que podemos variar al ser L; una lista que se
puede definir. L, se edita directamente desde el teclado.

Yo=((Y1(A+L)-Y 1(A))/L)(X-A)+Y (A)

Y| se puede escribir en pantalla desde el menii VARS, Y-VARS, FUNCTION.

1+A i E}otEiH?-:-té'-: Flokz
R | -
{2=3=4}+Lj{ “HEBRC Y (AL p-Y \

234X [HCAY AL 2 CE-Ra Y
| 1tAE

~Na=

~My=

whe= LTRAGENT)

Cambiando los valores en [TABLE] obtendremos un dibujo méas claro, y de nuevo en x=1
con CALCULATE podemos obtener el valor de la derivada y dibujar otra vez la tangente, y
comprobar que el valor (2) de la pendiente de la recta tangente es igual a la derivada en el
punto:

m?;J;#H . TANGENTE
- —_—l

x n=1
duridi=e w=gh+-1in

Por ultimo destacar la posibilidad de dibujar la funcién inversa de una funcién dada en la
opcion § del mentt DRAW; veamos la “funcion” inversa de la funcion estudiada Y.

Orawlnwe Y10

e
=
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(5.7) LIMITES Y CONTINUIDAD

Estudio del limite

El limite se puede estudiar desde la observacion directa de la grafica utilizando la opcién
[TRACE] y el cursor para moverse por la grafica. También podemos estudiarlo desde la
tabla y la pantalla principal. Veamos un ejemplo:

Estudiar el llm 1

2
-l X _1

Con la opcion [TRACE] se puede observar el comportamiento de la funcién al
aproximarnos por la derecha o por la izquierda a 1.

Flakl Flatz Flak: =1 iHz-1)
x$1EIE{H3—1} JA

Y=

M= II"-\_
“My=
~Me=
“ME=
Moo= ¥z.BEin6zE: [v=-z.627z5H

Veamos el comportamiento con la opcion TABLE, modificando el TBLSET:

THELE SETUF - 4y
Thlstart=.97 KEFE| -15.9;
aThl=. 81 K] -ZL.2t
Indrnt.: i S
DeFend: 101 ye Feq
10z eypnE
103 164z

H=.97

T e e
art=. Jagar | -1g67
el T o | HE |
10004 ;Eggi
E% 16EE.N

w=1. 8883

Continuando con la modificacion del TBLSET podemos observar perfectamente el
comportamiento de la funcién al aproximarnos a X =1 por la derecha y por la izquierda.
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Desde la pantalla principal también se puede obtener con la

maquina el valor de la funcién al acercarnos a 1 por la W ':‘3'99-9333333%@
derecha y por la izquierda. Utilizaremos para ello, desde la Wil BEEEEEEET
pantalla principal, la secuencia [VARS] Y-VAR 1: 1: y SEEEAREEE

aparecera en la pantalla principal Y;. Introduciremos el valor
que queramos evaluar y pulsaremos [ENTER].

Los métodos numéricos y graficos no sustituyen los
algebraicos, pero si que aportan un refuerzo importante para la consolidacion del concepto.

Estudio de la continuidad
El estudio de la continuidad en un punto se limita al estudio del limite en ese punto, y a la

existencia o no de la funcidn en el punto que es objeto de estudio. Veamos algunos detalles
al respecto.

La funciéon y = 1n(x2 — 4) no es continua donde la funciéon no esta definida. Veamoslo
desde la gréfica, utilizando [GRAPH], y desde la opcion TABLE.

Flokl Flakz Flak: Y1=TniHz-4) Y1=IniHz=4]
w$151ntH3—4}
=

WA= e b s b
'\'\-\,I'l'lq= T T L] T

wMe=
~MNeE=
wMe= W=-z.191y89 Iv=1iBzzzzu? W=-.Bci0gz@ Y=

La grafica no aparece en un tramo, ;qué significado tiene?

Veamoslo desde la tabla de valores:

THELE SETUF “ M9
Thlstart=-2.3 3 ZE4EY
I&Lbli.l :gi :%SE
ndrFnt: ars i
DeFend: ﬁa EE%
nih ERFOF
w=-1.7

En clase se puede analizar el motivo por el que aparece la palabra ERROR.

Talleres Nacionales



Funciones y Calculo en la TI-84 PLUS 53

En otros casos, el grafico (como es el caso que abajo estudiamos) induce claramente a un
error, dado que la grafica que dibuja la calculadora parece estar definida en todos los puntos.
Como la funcién no esta definida en el cero tendremos que estudiar especialmente como se
comporta en un entorno de este punto.

Estudiar la continuidad (también podriamos decir el limite) de la funcion
T
y =xsen—
X

en el punto x=0

Para mayor comodidad cambiaremos la unidad de medida de &ngulos en radianes, en el
menu [MODE].

Flokl Flotz Flots Y=HERCTARD L R
S BEsindn-H0l ECEE| :.comi
SHES _—‘-\-\...L _,r'_'_'—_ :E E
nila= it ] ERROF;
i Lo
wYMe=

WNE= K Z.59m1
o= ¥=.4zEEx91 [y=z701517z #w=-3

Se observa en una primera aproximacion que la funcion parece continua en todos los puntos.
Con el menu TABLE podemos ver que en el cero no esta definida.

Estudiemos graficamente el comportamiento de la funcion en cero utilizando el ZOOM In
varias veces, o cambiando con la opcién Zoom Box.

Uttt [ I=HEiniTT )
__h\\v. .U/F__ \un_. b
H=n V= H=n W=
=Hsinimd i TA=REinCTT AR

=0 ¥z
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Viendo las gréaficas, se puede observar que la funcion converge a cero, tanto por la derecha
como por la izquierda, pero no esta definida para ese valor. Observamos desde la grafica que
la funcioén tiene una discontinuidad evitable en x=0.

El estudio del limite es practicamente automatico con la grafica, mientras que la inexistencia
de la funcion en algun valor, puede resultar dificil de detectar.

(6) Problema de Aplicacion

Tome una hoja de cartéon de
medidas 20 cm. por 25 cm.
y recorte cuadrados de

X cm. por X cm. en dos
esquinas. Recorte :
rectangulos de X cm. por e .
12.5 cm. en las otras dos
esquinas. Pliegue el papel : :
de carton para formar una A i
caja con tapa. ;Para qué
valor de X se obtiene el

maximo volumen V' (x)de

la caja?. Utilice tablas y
graficos para hallar la solucion.

Solucion: Realizaremos un esquema (dibujo) de la situacion a maximizar.
Del diagrama obtenemos las siguientes relaciones:

a+2x=20y 2b+2x =25, sidespejamos ay b respectivamente obtenemos:
a=20-2x; b=125-x.

Con esta informacion expresamos el volumen de la caja de la siguiente manera:

V=f(x)=x-(20-2x)-(12.5-x).

Analizaremos una tabla para observar el cambio de it ik

volumen con los respectivos cortes: ti- g.;.?

c x]

, . 3 zag

De lo cual determinamos que el valor mdximo se encuentra E ;gg

entre 3 y 4 cm. Podemos modificar el incremento de la tabla B 31z
para un valor mds preciso. “=R

La solucion
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COMFIG THELA COMFIG TAELHA COMFIG TAELHA
InicThl=1 InicThl=3 nicThl=3.6
aTabla=1 aTabla=.10 A1

IndrntifEE FPred| |Indent:[iXs Pre=3 = Fred

Derpend: A Fred| [Derend: [FE8s Fred Freg

« » bl '

se encuentra entre 3.6 y 3.7, para buscar, “tantear” un T TR
numero mas aproximado haremos un incremento de 0.01. X yin.zx

.85 Hin.2y

>.b8 H4in2t
Con lo cual podemos concluir que si hacemos un corte de %EE :
3.68 cm obtenemos un volumen maximo para nuestra caja. EX:] Yi0.zE
(Es necesario una aproximacion tan exacta? ;Podremos Yi=41d, Ze4864

cortar con una tijera en 3.68 cm?

Veamos ahora el grafico de la situacion. Cuidado, debemos ajustar la escala, segln la

situacion problematica.

VEMTAMA
mmin=N.
mmax=11
mescal=1
Ymin=8
Ymax=415
Yescal=.1
Hres=1

x

Haxims X
n=2.80 . 'Y=H10.26

(,Qué podemos concluir de la grafica? ;Qué sucede en el valor 10 cm?

Unos Ejemplos para Uds.

v La Caja de Carton: De una ldmina de carton cuadrada, de 24 cm. de lado, queremos
fabricar una caja sin tapa. Podemos hacerla recortando cuadrados en las esquinas y
doblando por los lados. Si queremos que la caja tenga el maximo volumen posible,

(De qué tamafio seran los cuadraditos que se corten?

v' Rectangulos: Toma una hoja de papel cuadriculado y recorta todos los rectdngulos
que puedas de area 36 unidades cuadradas (tomando como unidad uno de los
cuadritos) y que tengan longitudes enteras de sus lados.

a) (Cuantos rectangulos puedes recortar?. Considera tanto el de base 4 como el de 9.
b) Anota en una tabla la base, la altura y el perimetro de cada uno. ;Encuentras alguna
relacion entre la base y la altura?
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¢) Pega todos los rectangulos obtenidos en una hoja de papel, uno sobre otro, de manera
que la base quede en una misma linea horizontal, la altura en una misma linea vertical y
el vértice inferior izquierdo en el mismo punto. Une mediante segmentos los vértices
superior derecho de los rectangulos.

d) Representa graficamente la relaciona base - perimetro.

v" El rectangulo més barato: Nos interesa encontrar el “el rectangulo mas barato”, es
decir el de menor perimetro entre todos aquellos que tiene la misma area.

1

x* +6x+10
dominio es IR y su recorrido 10,1].

2-3x

x° +3x+3
a) Su dominio y recorrido.b) Su interseccion con el eje X y con el eje Y. c)
Las coordenadas de sus maximo(s) y minimo(s).

v Graficar: y = ; X € IR . Comprobar, graficamente, que su

v Dada la funcion real y = , determinar, usando su grafica:

Conclusiones

Trabajando con esta metodologia se logra no solo adquirir competencias en el campo de la
matematica, sino también en el trabajo grupal de los estudiantes. La discusion de las
soluciones y la eleccion del mejor método de investigacion seran un significativo aporte al
aprendizaje del respeto a las opiniones ajenas y el reconocimiento del error propio y el
acierto ajeno como también el respeto al que se equivoca.

Un instrumento como la calculadora grafica provee un rico ambiente para la resolucion de
problemas complejos, y puede ser pensado como una herramienta cognitiva o bien como un
agente didactico. La representacion de un mismo objeto matematico en distintos sistemas de
representacion semidticos y la conexidn entre los mismos permite que el encuentro entre el
sujeto y el medio sea fructifero, y que el sujeto se apropie del conocimiento de una manera
mas efectiva.

Aunque la tecnologia no es la solucion a los problemas de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, hay indicios de que ella se convertira paulatinamente en un agente catalizador
del proceso de cambio en la educacion matematica.
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