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RESUMEN

Este articulo presenta el analisis de una tarea orientada a describir la integral definida como area bajo la
curva, apoyada en el uso de GeoGebra. El marco tedrico corresponde al modelo Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge (MTSK). Se llevéd a cabo un estudio de caso con enfoque cualitativo descriptivo,
organizado en tres fases —planteamiento, andlisis y reflexion—, en el contexto de una tarea desarrollada
durante el afo 2023 con estudiantes de Pedagogia en Matematica en la asignatura Didactica del Célculo
de la Universidad de Tarapaca (Chile). Los resultados evidencian las producciones de los futuros docen-
tes en cada fase: activacion del conocimiento disciplinar, analisis e interpretacion de procedimientos y
reconstruccion del significado de la integral definida desde su fenomenologia. Se concluye que el uso
del modelo analitico MTSK facilito el estudio de la tarea en la formacion inicial docente, involucrando ca-
tegorias del conocimiento de los temas (KoT) para describir la integral definida como area bajo la curva,
y promoviendo la articulacién entre registros de representacion pictérica mediante el uso de tecnologia.
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ABSTRACT

This article presents the analysis of a task designed to describe the definite integral as the area under
the curve, supported by the use of GeoGebra. The theoretical framework adopted is the Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) model. A descriptive qualitative case study was conducted,
organized into three phases—design, analysis, and reflection—in the context of a task carried out in 2023
with preservice mathematics teachers enrolled in the Didactics of Calculus course at the University of Ta-
rapaca (Chile). The findings highlight the students’ productions in each phase: activation of disciplinary
knowledge, analysis and interpretation of procedures, and reconstruction of the meaning of the definite
integral from its phenomenology. It is concluded that the use of the MTSK analytical model facilitated the
study of the task within teacher education, involving categories of Knowledge of Topics (KoT) to describe
the definite integral as the area under the curve, and fostering the articulation between pictorial represen-
tations supported by technology.
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1. INTRODUCCION

La integral definida es un concepto importante
para los estudiantes de las disciplinas cientificas,
dado que estd presente en distintos contextos
donde sera necesario resolver problemas que
requieren su conocimiento, comprension y aplica-
cion. Por lo tanto, “es necesario identificar las difi-
cultades que los estudiantes encuentran al apren-
derlo para disefiar actividades de ensefanza que
logren en el estudiante un aprendizaje mas sélido”
(Camacho et al., 2008, p. 34).

La literatura especializada en Educacion Mate-
matica recoge investigaciones centradas en las
dificultades en la comprension de la integral de-
finida por parte de estudiantes universitarios. Por
ejemplo, se han identificado limitaciones por parte
de los estudiantes para interpretar la integral de-
finida como area bajo la curva (Bezuidenhout &
Olivier, 2000), para representar la integral definida
de diferentes formas (Dreyfus et al., 2021; Serhan,
2015), e incluso referidas a la comprension de la
definicion de integral definida y la interpretacion
de problemas de célculo de areas en contextos
mas amplios (Rasslan & Tall, 2002).

Sari et al. (2019) sefialan que algunos estudiantes
tienen una comprension no idénea de la definicion
de la integral definida, dado que se desvian del
concepto formal y garantizan la existencia de la
integral definida sin una razon logica. En otros
casos, los estudiantes comprenden algunos con-
ceptos asociados a la integral definida, pero a pe-
sar de ello, son incapaces de usarlos para definir
dicha integral, probablemente porque el trabajo
basado en “conceptos comunes de area bajo
una curva y antiderivada son insuficientes para la
comprension integral” (Lehmann, 2024, p. 1).

Otras dificultades se ponen de manifiesto en el
momento de interpretar la integral definida desde
una perspectiva grafica (Dominguez et al., 2019),
o al mostrar falta de coordinacion entre los proce-
sos de particiéon, sumas y limites con sus respec-
tivas representaciones tanto algebraica, gréfica y
numérica (Tatar & Zengin, 2016), lo que ocasiona
un obstaculo en el conocimiento de la integral de-
finida.

Cuando cuestionamos a los estudiantes sobre las
razones que les dificultan la resolucién de proble-
mas que involucren el célculo integral, lo justifican
desde el empleo de los libros de texto como ma-
terial casi Unico por parte de los docentes (Qui-
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roz et al., 2022). Y es que una de las claves es
la interpretacion grafica de la integral definida, de
la que se ha recogido su importancia y trascen-
dencia en la representacion en los libros de texto
(Jones, 2018) y con ello, la necesidad de generar
actividades que partan de problemas contextuali-
zados donde se exprese el rol que juegan las su-
mas de Riemann en este proceso (Serhan, 2015)
0 se haga uso de la descomposicion de las regio-
nes irregulares en figuras regulares (rectangulos),
con el fin de tener una aproximacion lo bastante
cercana al valor del area de la region delimitada
(Pefia et al., 2019). Sin embargo, estos libros de
texto brindan oportunidades limitantes para que
el estudiante pueda visualizar la integral defini-
da desde la suma de pequefias partes (Hong &
Kwaka, 2024).

Otras investigaciones mas recientes sobre el ana-
lisis del curriculo del calculo en educacion media
y superior sefialan que los disefios curriculares
estan fuertemente arraigados en las experiencias,
las creencias y los puntos de vista de los respon-
sables del disefio curricular, mas que en el desa-
rrollo de nociones fundamentales del célculo. Por
ejemplo Bustos y Ramos (2022) afirman que tras
el cambio curricular chileno, los profesores se ven
enfrentados a la ensefianza de temas que habian
tratado en su forma inicial, pero que no habian
tenido oportunidad de impartirlos en la ensefian-
za media. Asi, la actividad pedagdgica actual no
tiene muchas posibilidades para una aplicacion
con el apoyo de la tecnologia informatica en Chi-
le como recurso de ensefianza, por |0 que puede
ser mas complejo el hecho de adaptar el conte-
nido de la educacion a las necesidades de una
sociedad en rapido desarrollo, sabiendo que la
tecnologia se ha convertido en infraestructural en
relacion al descubrimiento matematico y a las in-
teracciones en el escenario de aprendizaje (Kaput
et al., 2020), y que supone de manera especifica
rapidez en la resolucion de diversos problemas
que involucren la aplicacion de la integral definida
como el area bajo la curva (Duris, 2020).

Las necesidades de la formacion inicial para los
profesores en matematica estan descritas en los
Estandares Orientadores para Carreras de Peda-
gogia en Educacion Media en Chile (EOCP). Un
documento oficial dirigido a las Facultades y Es-
cuelas de Educacioén del pais ofrece “una orien-
tacion acerca de los conocimientos y habilidades
necesarias que deberia manejar de pedagogia
para ensefiar estas disciplinas, sobre la base
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del criterio de expertos” (MINEDUC, 2021, p. 8).
Los estandares disciplinarios correspondientes
al area de Matematica se organizan en seis Su-
bareas: a) Numeros y algebra, b) Geometria, c)
Probabilidades y estadistica, d) Limites, derivadas
e integrales, e) Pensamiento computacional y pro-
gramacion y f) Habilidades y actitudes matemati-
cas. En la subarea d) nos insta necesidad de que
los futuros profesores de matematicas chilenos se
preparen para “modelar fendmenos que requieren
conocimientos de limites, derivadas e integrales y
de los otros estandares como, por ejemplo, feno-
menos que requieran del uso de probabilidades,
calculo de integrales y tecnologia” (MINEDUC,
2021, p. 23).

El presente estudio tiene como propdsito analizar,
a partir del modelo Mathematics Teacher’'s Spe-
cialised Knowledge (MTSK; Carrillo et al., 2018),
los conocimientos que reflejan las producciones
generadas por un grupo de estudiantes de pe-
dagogia matematica, considerados como futuros
docentes, al abordar una tarea centrada en los
contenidos intra-conceptuales involucrados en la
descripcion de la integral definida como area bajo
la curva. La pregunta de investigacion que guiara
nuestro trabajo para dar respuesta al objetivo es:
¢ Coémo construyen y desarrollan su comprension
de la nocién de integral definida los docentes en
formacion?.

2. MARCO TEORICO

El MTSK es un modelo analitico del conocimien-
to especializado del profesor de matematicas de
tipo descriptivo. EI modelo permite analizar el co-
nocimiento del profesor desde un punto de vista
global, considerando tanto el dominio matematico
como el dominio didactico especifico, donde se
destacan las diferentes dimensiones en las que el
profesor utiliza el contenido matematico. Se confi-
gura como una “como herramienta tedrica y anali-
tica con la cual ofrecer una serie de evidencias e
indicios del conocimiento didactico del contenido”
(Escudero et al., 2021, p.192) del profesor durante
Su préactica pedagdgica.

El MTSK esta conformado por dos dominios re-
lacionados con el Conocimiento Matematico MK
(Mathematical Knowledge) y el Conocimiento Di-
déctico del Contenido PCK (Pedagogical Content
Knowledge), y uno mas de Creencias (Beliefs) vin-
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culado con los dos anteriores. Los dos primeros
se desglosan en tres subdominios cada uno de
ellos. EI MK contempla el conocimiento que tie-
ne el profesor de las matematicas como disciplina
cientifica, mientras que el andlisis del conocimien-
to de aspectos relacionados con el contenido ma-
tematico como objeto de ensefianza-aprendizaje
se realiza a través del PCK. Podemos ver en su
representacion sintética (Figura 1) como el MTSK
considera las concepciones que tiene el profe-
sor acerca de las matematicas, su ensefianza y
aprendizaje, a las que se denomina creencias y
se encuentran en el centro del modelo, delimitada
con lineas punteadas para reflejar que ellas per-
mean a cada uno de los subdominios de este, y
que es pertinente el estudio de las relaciones en-
tre dichas creencias y los conocimientos por for-
mar parte, respectivamente, de la estructura afec-
tiva y cognitiva del profesor (Sanchez et al., 2025).

El MTSK facilita un inventario de categorias de
analisis de este conocimiento especializado, ex-
clusivo del docente para el desarrollo de su la-
bor. Este modelo, lejos de pretender realizar una
evaluacion, se enmarca de alguna manera en un
modo constructivista de observacion de la tarea
del docente de matematicas (Arteaga-Martinez &
Arnal-Palacian, 2022), que se caracteriza como
aquel que el profesor necesita y utiliza para expli-
car el contenido (Hitt, 2003).



Figura 1. Subdominios del modelo MTSK

Nota. Extraido de Sosa et al. (2016, p. 154)

Las conexiones intraconceptuales son el foco de
este trabajo, asf nos centraremos en el subdomi-
nio “conocimiento de los temas” (KoT), por lo que
se siguen las pautas de uso del modelo focalizan-
do la atencién en “el tipo de problema a los que
se puede aplicar el contenido, con sus contextos
y significados asociados; las propiedades y sus
principios subyacentes, las definiciones y proce-
dimientos, incluyendo las conexiones dentro del
mismo tema” (Carrillo et al, 2018, p. 7). La catego-
ria “definiciones y propiedades” se concibe como
una unidad integrada, debido a la dificultad de es-
tablecer con precisién la frontera entre las defini-
ciones y las propiedades (Lifidan et al., 2014). En el
caso de las definiciones, se alude al conocimiento
que posee el profesorado sobre definiciones par-
ciales o alternativas, asi como sobre las diversas
formas en que estas pueden expresarse, ya sea
de manera oral, escrita, mediante lenguaje natural
0 a través del lenguaje matematico. Por su parte,
las propiedades y sus fundamentos remiten al sa-
ber docente acerca de las propiedades atribuidas
a un tema, objeto matematico o procedimiento, las
cuales aportan significado y sentido a dichos con-
tenidos. Carrillo et al. (2014) hacen referencia a
que el profesor le da sentido a este tipo de conoci-
mientos, desde la necesidad de contar con un co-
nocimiento disciplinar profundo (en nuestro caso
del célculo integral y sus aplicaciones), ademas
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de conocer el contenido matematico que se de-
sea ensefar, junto con sus significados, propieda-
des y procedimientos de manera fundamentada
(Carrillo et al., 2018). Se incluye asi el conocimien-
to del docente de los fendmenos que puedan dar
lugar a la creacion del concepto y la aplicacion en
un contexto.

De acuerdo a la investigacion previa con este
modelo, podemos considerar dentro de este sub-
dominio KoT “el conocimiento del profesor sobre
distintas formas de representar el contenido ma-
tematico” (Vasco & Climent, 2018, p. 138), consi-
derando el conocimiento de las diferentes formas
(numeérica, analitica grafica, verbal, entre otras)
en las que se puede representar un concepto
matematico. En relacién con la investigacion que
recoge la importancia de los registros de repre-
sentacion referidos a nuestro objeto de estudio,
Delice y Sevimli (2010) analizan los beneficios del
uso de diferentes representaciones para la reso-
lucion de problemas de la integral definida. Por
otro lado, la utilizaciéon de herramientas digitales
como GeoGebra en la ensefianza de la integral
definida se ha reportado favorable, en particular
para la comprension del area bajo la curva y la
relacion entre integral definida y las sumas de Rie-
mann (Bricio-Barrios et al., 2020).

De acuerdo con el enfoque de nuestra investiga-
cion, planteamos un anédlisis desde el KoT en re-
lacién con el contenido del concepto de “integral
definida” en un espacio de formacién de futuros
docentes, en un entorno formativo donde “lo que
significa ensefiar, lo que significa aprender, € in-
cluso lo que significa que algo sea matematico,
comienzan a formar una identidad de quiénes son
como profesor, y qué es lo que ensefian como
asignatura” (Liliedahl et al., 2009, p. 29).

3. METODOLOGIA

Para disefiar la investigacion se utiliza el estu-
dio de caso, ya que nos facilita dar respuesta de
manera ordenada al qué, como y por qué anali-
zar este escenario formativo en su contexto (Yin,
2018). El estudio de caso ayuda a analizar, apo-
yandonos en un modelo como el MTSK, una tarea
guiada realizada en distintas fases.

Los participantes fueron siete estudiantes de
cuarto afio de Pedagogia en Matematica (E1, E2,
..., E7) que integraban la totalidad del grupo de
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la asignatura Didactica del Célculo en la Universidad de Tarapaca (Chile), durante el afio académico
2023/24. La participacion fue voluntaria. Las actividades se prepararon especificamente para este tra-
bajo de investigacion, y todos los participantes habian cursado de manera previa una asignatura de
contenido denominada “Célculo integral”.

El grupo de estudiantes realizd una tarea guiada en el tiempo formativo en la universidad cuyo objetivo
era describir la integral definida como area bajo la curva, donde se les facilita informacion acerca del
conocimiento matematico de este concepto, desde el proceso de célculo de areas. El proceso metodo-
l6gico se organizoé en tres fases: planteamiento, analisis y reflexion.

El disefio de la tarea se fundamenta en la propuesta de Lifian et al. (2014) donde establecen la obser-
vacion e interpretacion de los participantes en una realidad en su entorno, interactuando con el objeto
matematico y conllevando a una reconstruccion del significado, en nuestro caso desde las categorias
del KoT (Figura 2), de una manera similar a como hacen Pérez-Montilla y Cardefioso (2020) con futuros
profesores cuando realizan una tarea centrada en el concepto de limite.

Este estudio fue aprobado por el comité de ética de la Universidad de Tarapaca, bajo el codigo c25-
2024,

Figura 2. Diserio del proceso metodoldgico a partir del planteamiento del KoT

Nota. Elaboracion propia

Cabe sefialar que este trabajo no incluye una de las categorias KoT, la fenomenologia desde la aplica-
cion a problemas reales, dado que pese a que si que se trabajoé durante la experiencia y que se inicia en
la fase de reflexion, el andlisis de las tareas implicadas hubiese constituido por si solo otra investigacion.

La fase planteamiento buscé la activacion de conocimientos que los estudiantes habian trabajado el
curso anterior de célculo integral. En consecuencia, se plantea que los estudiantes son reacios a utilizar
su compresion sobre lo que es una suma de Riemann para interpretar lo que hace una integral (Wagner,
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2017), con lo que se da inicio con la definicidon de conceptos tales como particion de un intervalo, sumas
de Riemann, finalizando con integral definida, para posteriormente plantear los fundamentos y propie-
dades matematicas involucradas.

Después los estudiantes trabajaron en grupo con un problema (Figura 3) que involucraba el descubri-
miento a partir del limite de una serie de rectangulos inscritos y circunscritos el area debajo una curva.
Se considerarén asi algunos de los significados de la integral definida. La eleccion de este problema
recae en el conocimiento que debe tener un profesor del curriculum, adoptando una postura critica y
reflexiva de los objetivos de aprendizaje al nivel de ensefianza y desarrollo conceptual (Carrillo et al.,
2014).

Figura 3. Problema realizado por los futuros docentes como cierre de la fase de planteamiento

Nota. UCE (2021, p. 151)

Consideramos asi dentro del MTSK, Unicamente algunas categorias KoT (definiciones, propiedades y
sus fundamentos), ya que la experiencia del futuro profesor de matematicas debe partir del conocimien-
to de la materia que ensefara, en nuestro caso el objeto matematico es integral definida, a un nivel de
profundidad, organizacion y estructura mas alla de lo que los estudiantes aprenderan (Lifian et al., 2014).
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Posteriormente, en la fase de analisis se presentaron los procedimientos necesarios para la utilizacion
de la integral definida en el célculo de areas de regiones planas desde el problema realizado a partir de
preguntas (Tabla 1), que orientan a la justificacion al conocimiento matematico formuladas como subca-
tegorias KoT (Carrillo et al., 2018).

Tabla 1. Preguntas orientadas al andlisis de KoT (procedimientos)

Pregunta Respuesta

¢ Coémo se hace? Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [a,b], ubicado en el primer cuadrante.
La region limitada por la funcion, el eje X con las rectas x=a y x=b. El intervalo [a,b]
es particionado en n partes de igual longitud, posteriormente a cada extremo de es-
tos subintervalos se le asocia la imagen a través de la funcion y=f(x), esto conlleva
a que el area de region limitada pueda aproximarse por la suma de las areas de los
n rectangulos generados.

¢ Cuando puede hacerse? | Cuando la funcién es continua en un intervalo entonces es integrable. Esto es, si
una funcion f es continua en un intervalo [a,b] su integral definida en [a,b] existe.

¢Por qué se hace asi? Para precisar la nocién de area de una region con frontera curva, para aquello se
define de forma rigurosamente el &rea que esté debajo de la grafica de una funcién
y=f(x) continua como la integral definida.

Nota. Elaboracion propia

Las preguntas recogidas en la Tabla 1 actian como base para que los futuros profesores realicen una
tarea que describe la integral definida como area bajo la curva, la tarea se desarrollé por medio de cin-
co procedimientos ejecutados a lo largo de tres etapas (Tabla 2). Las etapas 1y 2 distribuidas en dos
sesiones cada una se consideraron dentro de la fase de andlisis. La etapa 3 fue considerada en la fase
de reflexion. Cada etapa tuvo una duracion de 90 minutos.
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Tabla 2. Resumen de los procedimientos en cada una de las etapas para la realizacion de la tarea

Fase de Analisis

Etapa 1

Fase de Reflexion

Etapa 3

Descripcion
de la integral
definida como
area bajo la
curva.

P1: Elegir una funcion y=f(x),
definida en un intervalo ce-
rrado [a,b] perteneciente al
primer cuadrante. Construir
la gréafica de la funcién esco-
gida debe estar limitada por
el eje X y las rectas verticales
x=ay x=b.

P2: Aproximar el valor del
area de la superficie limitada
para una particion de n=10.

P3: Determinar el valor de la
superficie limitada a través
del uso del Teorema Funda-
mental del Célculo (TFC).

P4: Determinar el valor de la
superficie limitada a través
del uso del software Geoge-
bra. Utilizar las particiones
realizadas en P2.

P5: Representar de manera
concreta-pictérica el grafico
realizado en P4 en una super-
ficie de 40x40 cm (en cartén
piedra).

Nota. Elaboracion propia

Para la realizacion de la tarea se utilizaron los re-
gistros de representacion algebraico, grafico y
concreto-pictorico en la elaboracion de los proce-
dimientos. En la etapa 1, los estudiantes comen-
zaron con el desarrollo del procedimiento P1, que
consiste en proponer una funcion y=f(x) definida
en un intervalo cerrado [a,b] localizada en el pri-
mer cuadrante; esto facilitd contar con una rela-
cion a escala con los reales positivos y la medi-
cion de la unidad de centimetro, necesaria para
la representacion concreto-pictérica de la tarea.
En la etapa 2, en el procedimiento P2 se realiza 10
particiones de igual medida al intervalo [a,b], para
aproximar el valor del area de la superficie limitada
por medio de rectangulos inferiores y superiores.
Con el valor estimado de la aproximacion del area
se procede con P3, con el Teorema Fundamental
del Calculo (TFC) para calcular el valor exacto del
area debajo de la curva. Para la interpretacion del
problema realizado la consigna que se les dio fue
cuestionarles sobre el interés que puede tener el
uso del cambio de registro para la comprension
de la integral definida. En la fase de reflexion, los
futuros profesores aplicaron lo aprendido en las
fases anteriores haciendo uso de fenomenologia
y aplicaciones del concepto de integral definida
para describir el area bajo la curva, esta catego-
ria engloba los conceptos, procesos y procedi-
mientos analizados desde dos perspectivas. Asi,
desde el planteamiento de andlisis con el MTSK,
la etapa 1 detectaria evidencias de los elementos
del contenido movilizado, mientras que la etapa 2
incluye “un detonante para relacionar los conoci-

mientos puestos en juego en clase (KoT, definicio-
nes, propiedades y sus fundamentos), generando
el caso de nuestra tarea” (Barrera et al., 2019, p.
114).

En la etapa 3 se realizo el procedimiento P5 con-
sistente en representar de forma figural la grafica
realizada en P4, tomando como unidad de medida
el centimetro. Para P5 el modelo de érea bajo la
curva se encuentra en relacion con la representa-
cién concreto-pictérico de la misma. Asi, la utiliza-
cion de material fue necesaria para su ejecucion.
Los materiales facilitados para que los estudian-
tes utilizasen fueron: unidades de carton piedra,
regla de 30 cm, tijera, lapices de colores, lana,
cartulinas de color y pegamento. El disefio de la
representacion quedo a libre elecciéon de cada es-
tudiante, siempre que se adapte a las medidas del
carton piedra con dimension 40x40 cm.

Para finalizar la tarea, los futuros profesores res-
pondieron a preguntas que involucraban el con-
tenido en que estaban trabajando, el nivel educa-
tivo (ensefianza media) donde tiene cabida esta
tarea, los conocimientos previos necesarios para
la elaboracion de la tarea y qué posibles cambios
se podrian realizar a la tarea para facilitar la com-
prension del concepto de integral definida (Tabla
3).

Estas cuestiones buscan la reflexion del grupo de
futuros docentes ante la tarea realizada, como un
paso previo a una fase posterior (no objeto de este
trabajo) que trabajara la fenomenologia y sus apli-
caciones.
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Tabla 3. Preguntas para la fase de reflexion

1. ¢Qué contenido matematico estamos trabajando?

2. ¢Por qué se estudia ese contenido?

3. ¢Qué cambios deberian introducirse en la tarea para incrementar la calidad del proceso de
aprendizaje de la integral definida?

Nota. Elaboracion propia

4. ANALISIS E INTERPRETACION DE RE-
SULTADOS

Para el analisis y aporte de resultados se recogen
evidencias de las producciones de los futuros do-
centes en cada una de las fases de realizacion de
la tarea, donde se espera que los resultados ten-
gan un caracter reflexivo, que nos permita entrar
en la discusion del conocimiento disciplinar que
se tiene con respecto al objeto matemaético inte-
gral definida y su relacion con el concepto de area
bajo la curva. Utilizaremos aquellas evidencias de
las tareas que muestran aspectos concretos, para
dar respuesta a la pregunta de investigacion plan-
teada. Se cuenta con el consentimiento informado
de todos los participantes.

Para garantizar la fiabilidad en el analisis de las
producciones, se empled una metodologia ba-
sada en la triangulacion de investigadores. Tres
especialistas realizaron un andlisis inicial de ma-
nera individual e independiente, lo que permitié
recoger diversas interpretaciones y minimizar ses-
gos personales. Posteriormente, se llevé a cabo
una puesta en comun de los resultados obtenidos
por cada investigador, con el objetivo de discu-
tir y consensuar los hallazgos, fortaleciendo asi la
validez del analisis mediante una reflexion critica
compartida. Este enfoque es coherente con los
principios que avalan el analisis tematico cualitati-
vo (Nowell et al., 2017).

Dentro de la fase de planteamiento, los estudian-
tes E2 y E4 (Figura 4) desarrollan los apartados a)
y b) del problema de UCE (2021, p. 151) donde
se muestra la aproximacion inferior y superior del
area marcada, para posteriormente realizar una
conjetura de lo realizado en el apartado b). En
este caso, las fases a) y b) se relacionan con KoT
definiciones, mientras que c¢) podriamos enmar-
carlo en KoT propiedades, y d) KoT fundamentos.
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Figura 4. Desarrollo de a) y b) por parte de E2 y E4

Nota. UCE (2021, p. 151)

En este caso, podemos ver la exactitud y pertinencia de relacion entre las definiciones (como parte del
KoT) de la integral bajo la curva en sentido geométrico o de manera analitica como suma de Riemann.
En todos los casos, los estudiantes realizan los apartados a), ¢) y d) de manera similar, dado que se
realiza un desarrollo algebraico teniendo la particularidad de que los procesos son estructurados, des-
tacando la relacion que existe entre la aproximacion de un area a través de rectangulos y la aplicacion
de la integral definida en el Teorema Fundamental del Célculo, considerando como parte del KoT las
propiedades y teoremas relevantes, en este caso considerando las propiedades de la funcién. Para el
caso de b) resulta conveniente analizar la argumentacion de los estudiantes al conjeturar lo realizado,
en la Figura 5 se muestra la argumentacion de E3 y E5, que infieren que el valor de area del rectangulo
A1 inferior es igual a la del area superior posterior A2, ademas de describir que la altura de cada rec-
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tangulo se encuentra asociado a la imagen del punto en la particién del intervalo. De manera andloga la
estudiante E7 muestra la relacion entre los valores de las areas de los rectangulos inferiores y superiores
a través del gréfico.

Figura 5. Argumentacion de b), realizado por E3-E5 (i) y E7 (ii) respectivamente

(i) (i)

Dentro de la fase de analisis, la eleccion de la funcién es un aspecto a destacar porque condicionara
los procedimientos (KoT). Los estudiantes eligen funciones que involucran aspectos trigopnométricos
(57%), raices (28.8%) y logaritmos (14.3%), casos que delimitan la eleccion del estudiante sin promover
la interpretacion mas alla del céalculo, sin ahondar en contextos donde la integral tiene sentido (KoT fe-
némenos y aplicaciones). El desarrollo para todos los casos se realiza en un registro algebraico, donde
se establece la descripcion utilizada y su representacion se pone en manifiesto la respuesta de E1 y EG6,
por el sentido al definir una funcion trigonométrica f(x)=40 sin®(x/12) en el intervalo [0,1211] y una funcioén
raiz f(x)=3+v/(4x+8) en intervalo [0,40] respectivamente. En la Figura 6 (i) se muestra los procedimientos
P1, P2 y P3 realizados por E1 en relaciéon la etapa 1y 2 respectivamente. De manera analoga la Figura
6 (ii) muestra los procedimientos de EB6.
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Figura 6. Procedimiento de P1, P2 y P3 en registro algebraico por parte de E1 (i) y E6 (ii)

(i) (i)

Nota. Elaboracién de E1 y E6.

Profundizando en la elaboracion de E1, se tiene que en P1 se define la funcién f(x)=40 sin (%) en el

intervalo [0,1211], generando que la base de cada rectangulo sea de 3.77 unidades aproximadamente.
Posteriormente en P2 se determina que la suma de las areas de los rectangulos inferiores es de 797.92
unidades y para las areas superiores de 1105.72 unidades, luego utilizando el TFC se obtiene que el va-
lor del &rea bajo la curva es 960 unidades cuadradas. En el procedimiento P4 correspondiente a la etapa
2, como se muestra en la Figura 7, E1 elabora el grafico en GeoGebra del area bajo la curva y=40 sin (ﬁ)
utilizando la informacion de los procedimientos P1, P2 y P3. Este uso de la tecnologia para representar
el concepto puede considerarse una subcategoria dentro del KoT.
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Figura 7. Desarrollo de P4 en GeoGebra por parte de E1

Nota. Elaboracion de E1 y E6.

En la fase de andlisis, se pretendia que interpretasen lo realizado en la fase de planteamiento, para tal
caso se facilitd una consigna para guiar el trabajo de los estudiantes en forma de pregunta que invo-
lucraba la importancia de hacer uso de registros de representacion (KoT registros): ¢Qué interés tiene
el uso del cambio de registro para la comprension de la integral definida?, en respuesta a lo anterior,
destacamos las respuestas de los futuros profesores E4, E5y E7.

E4: “Lograr determinar en un caso como la integral es utilizada para determinar el valor de las areas
delimitadas por una grafica dentro de un intervalo [a, b] y el eje horizontal, por medio de rectangulos
superiores € inferiores”.

E5: “Realizar una comparacion de areas, entre la obtenida mediante la aplicacion de integral definida
y mediante la suma de Riemann”.

E7: “En mostrar cémo vamos aproximandonos mejor al area exacta bajo los conocimientos béasicos
gue ya traemos de matematicas y asf ir modelando la definicion de integral definida”.

En la fase de reflexion, los futuros profesores reconstruyen el significado de integral definida desde lo
aprendido en la tarea durante la etapa 3. Nuestro objetivo desde el analisis KoT se refiere a los registros
de representacion utilizados y las conversiones dentro de los mismos. E1 representa de manera concre-
ta-pictorica el grafico realizado en Geogebra utilizando un cartén piedra de dimensiones 40x40 cm, mar-
cando cada unidad (1 cm) en los ejes con marcador negro, la conversion que cada unidad en el gréfico
es una unidad de centimetro en el modelo (Figura 8i), con esto se acota la posibilidad de que el grafico
quede en el primer cuadrante, no excediendo en 40 unidades de eje horizontal y 40 unidades de eje ver-
tical. Posteriormente haciendo medidas con una regla establece los rectangulos superiores € inferiores,
coloreandolos con pinturas de color azul (superior) y verde (inferior). La altura de cada rectangulo tiene
que estar en concordancia con el grafico en Geogebra, es por ello la necesidad de medir con la regla
para posterior marcar €sos puntos y con una lana de color rojo marcar la curva estimada de la funcién
f(x)=40 sink(x/12) definida en el intervalo [0, 37.7] cm. Para el caso de E6 (Figura 8 ii) utiliza cartulina de
color rosa para establecer los rectangulos inferiores y color purpura para los rectangulos superiores, se
forman diez rectangulos inscritos, cada uno con base de 4 cm. Se coloca de manera aleatoria la regla
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sobre la altura de los rectangulos inscritos, comprobando por ejemplo en el cuarto rectangulo una apro-
ximacion de 22.4 centimetros, verificando el valor de f(12)=22.44 unidades.

Figura 8. Representacion concreta-pictdrica del drea bajo la curva realizada por E1 i) y E6 i)

(i (i)

En la fase de reflexion, se realizaron una serie de preguntas que respondian a la reconstruccion del
significado de la teoria aprendida, para tener una vision del estado del conocimiento disciplinar del con-
tenido y para que asi los futuros profesores se apropien de estas actividades y puedan ser replicadas en
ensefianza media, ademas de considerar que en esta fase los participantes desarrollan conocimiento de
modelacion de situaciones reales (Fuentes, 2020).

e ;Qué contenido matematico estamos trabajando?

Seis de los siete participantes identificaron la integral definida como el contenido matematico principal
implicado en la actividad. De forma complementaria, las expresiones “area bajo la curva” y “sumatorias
de Riemann” fueron mencionadas por tres y cuatro participantes, respectivamente. Todos estos elemen-
tos corresponden a contenidos intra-conceptuales asociados a la integral definida, enmarcados en la
categoria Definiciones y propiedades del KoT.

e ;Por qué se estudia ese contenido?

La mayoria de las respuestas sefialan que este contenido debe ser estudiado debido a que el Minis-
terio de Educacion lo incluye en el programa de estudio de 3.° y 4.° medio, diferenciando entre “limite,
derivadas e integrales”. Otros argumentos apuntan a que dichos contenidos resultan necesarios para
los estudiantes que deseen ingresar a carreras de educacion superior que impliquen el uso de las mate-
maticas. Solo un participante menciond que este contenido se estudia con el propdésito de comprender
la aplicacion y definicion de la integral definida, lo cual se vincula directamente con el conocimiento del
contenido en la categoria Fendmenos y aplicaciones del KoT.

e Qué cambios deberian introducirse en la tarea para incrementar la calidad del proceso de apren-
dizaje de la integral definida?

Se debe dar relevancia necesaria la definicion de la integral definida (KoT definiciones y propiedades).
En este sentido, se subraya la importancia de abordar qué sucede cuando un limite tiende a infinito y
como se vincula el célculo del area bajo la curva con las sumas de Riemann (KoT relaciones intra-mate-
maticas). Otras intervenciones hacen mencion que el principal obstaculo que se origina al ensefiar este
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contenido es el enfoque algebraico y algoritmico,
donde no se incorpora el uso de ningun aspecto
geométrico (KoT representaciones).

Estas reflexiones permean con otras categorias
del MTSK vinculadas al conocimiento didactico
del contenido. Hemos considerado importante
hacerlas de esta manera, y recoger aquellos as-
pectos que estan vinculados con procedimientos
(KoT).

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En esta seccion discutimos sobre la produccion
de los estudiantes para posteriormente concluir
con la respuesta a la pregunta de investigacion. A
través del conocimiento de los temas se propone
una tarea que desarrolle las categorias asociadas
a este conocimiento, es asi que en el todo proce-
so de ejecucion se alinea con los procedimientos
para describir la integral definida como area bajo
la curva con preguntas como jcuando se hace?,
;cuando puede hacerse?, s por qué se hace asi?y
caracteristicas de los resultados obtenidos elabo-
rados por futuros profesores escogidos de forma
intencionada.

La fase de planteamiento actia como la instan-
cia en donde las categorias del KoT se ponen en
juego, en particular al mostrar las definiciones y
propiedades, donde se caracteriza el concepto
de integral definida, asi como el conocimiento de
las propiedades necesarias para llevar a cabo el
proceso de aproximacion de area (Vasco et al.,
2017), para posteriormente utilizar los fundamen-
tos necesarios en la obtencion del &rea bajo la
curva utilizando rectangulos, y su relacion con la
integral definida de un problema propuesto del
programa de estudio del Ministerio de Educacién
chileno, en concordancia con la actualizacion en
enseflanza de temas del calculo para secundaria
(Bustos & Ramos, 2022).

En la fase de analisis, E1 y E6 describen los pro-
cedimientos P1, P2 y P3 en relacién con lo plan-
teado en la tabla 1, destacando las condiciones
necesarias y suficientes para asociar los algorit-
mos desarrollados (Vasco et al., 2017) permitien-
do establecer comparaciones entre las formas
para aproximar el valor del area bajo la curva, los
calculos fueron realizados con calculadoras cien-
tificas, dando el protagonismo a los valores vy el
sentido que implican estos y no al procedimiento
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algebraico, en consistencia con las pautas de Ma-
teus-Nieves y Montafiez (2020) que muestran la
persistencia de ensenar la integral para estudian-
tes universitarios con una excesiva orientacion
algebraica, impidiendo la articulacion global del
significado.

Las aproximaciones realizadas por los estudiantes
en las diferentes areas tienen fundamento en las
funciones escogidas, pues ello conduce a que el
signo del valor del area sea positivo descartando
posibilidades de un valor negativo (Kontorovich,
2023), una situacion que podria provocar obsta-
culos porque ninguna de las funciones cambia de
signo en el intervalo asignado. Por otro lado, se
puede apreciar que, al momento de expresar el
area de la regioén, por medio de la definicion de
integral definida, en su representacion algebrai-
ca hace que el sumatorio solo llegue hasta n=10,
descartando la nocién de particion infinita. Para
la realizacion de P4 se utiliza GeoGebra para rea-
lizar el grafico de la funcion y limitar el area de
esta en el intervalo [a,b], su uso actla como me-
diador desde un desarrollo algebraico al grafico
y posteriormente al concreto-pictérico. Estos re-
sultados han sido reportados de manera previa
(Martinez-Miraval & Garcia-Cuéllar, 2020; Lopez-
Leyton et al., 2019), donde el uso de GeoGebra
favorece que los estudiantes generen nociones in-
tuitivas sobre la integral definida y la intervencion
mediada por la aplicacion moévil de GeoGebra en
las aulas (Ballesteros et al., 2020).

En la fase de reflexion, en la etapa 3, se elabora el
procedimiento P5, donde E1y E6 hacen represen-
tacion concreta-pictérica del area bajo la curva,
haciendo la conversiéon de unidad en GeoGebra
por centimetro en el cartén piedra, esto permite
situar la regla de forma aleatoria, generando la ac-
cion de “medir”, estableciendo valores que estén
en relacion con la altura de cada rectangulo y la
imagen del punto por medio de la funcién, con-
siderando en esta etapa el conocimiento de una
situacion asociada a los significados del tema ma-
tematico estudiado (Freudenthal, 1983).

La percepcion visual es importante para los estu-
diantes en la comprension del concepto, desde la
relacion entre los pensamientos matematicos y las
preferencias de representacion en un problema
de la integral (Sevimli & Delice, 2012). Se eviden-
cia la movilizacién de elementos y conceptos del
registro algebraico y grafico, y viceversa. Es im-
portante sefialar el rol que juegan las representa-



ciones y el uso de los registros para el aprendizaje
de un concepto, en particular el calculo del area
de una region limitada por una curva y=f(x). Do-
minguez et al. (2019) y McGee y Martinez-Planell
(2014) recomiendan fomentar la perspectiva grafi-
ca de estos conceptos de calculo. En la misma li-
nea estas representaciones del area nos permiten
identificar el intervalo donde se define la funcion y
con ello establecer la integral definida involucrada
(Kontorovich & Li, 2022).

En la fase de reflexion, donde se realiza un con-
junto de preguntas guiadas sobre la tarea, po-
demos ver que los futuros profesores coinciden
en que el tema matematico estudiado es el area
bajo la curva, integral definida y las sumas de Rie-
mann, resulta pertinente este uso de las sumas
de Riemann, al brindar la oportunidad de articular
esguemas preexistentes, tales como medidas de
areas, intervalos, funciones, sumatorias y limites
(Martinez-Miraval & Garcia-Cuéllar, 2020).

En respuesta a la pregunta de investigacion, el
desarrollo de las distintas fases del estudio evi-
dencia como el futuro profesor debe construir
progresivamente el conocimiento del tema mate-
matico que pretende ensefiar, enmarcado en el
subdominio KoT del MTSK. El proceso seguido
en la resolucion de las tareas ha implicado una
profundizacion en las categorias clave del conoci-
miento matematico (procedimientos, definiciones,
propiedades y registros de representaciéon) que
resultan fundamentales para comprender el con-
tenido desde una perspectiva didactica. La ex-
ploracién y aplicaciéon de estas categorias no solo
fortalece el conocimiento disciplinar del docente
en formacion, sino que puede orientar el disefio
de tareas para una enseflanza mas articulada con
los demés subdominios del MTSK, favoreciendo
una practica reflexiva y fundamentada.

La tarea propuesta permite al estudiante visuali-
zar y comprender la relaciéon que existe entre el
area de una figura plana irregular con el concepto
de integral definida, y como esta puede estar co-
nectada a un ambito concreto. Por otro lado, las
preguntas realizadas nos permiten que los futuros
profesores puedan argumentar de manera ma-
tematica, una actividad fundamental y compleja,
considerada una de las principales razones de
dificultades en su formacion (Nagel et al., 2018),
con ello inferimos que los futuros profesores re-
quieren del dominio conceptual de las definicio-
nes de los contenidos que ensefia, para asi poder
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aplicar propiedades y saber desarrollar procedi-
mientos relacionados (Padilla-Escorcia & Aceve-
do-Rincoén, 2022).

Podemos concluir, por tanto, que el uso del mo-
delo analitico MTSK nos facilita analizar tareas
que involucren las categorias del conocimiento
de los temas (KoT) para describir la integral de-
finida como area bajo la curva, lo cual amplia el
espectro de la aplicacion de la integral definida
en diferentes contextos, asi aportando a la dis-
cusion entre diferentes tipos de conexiones para
caracterizar el MTSK (Vasco et al., 2017). Por otro
lado, destacamos el uso de GeoGebra para el
desarrollo de la tarea, dado que permitié la mo-
vilidad de la representacion grafica y algebraica
del concepto integral definida, esto reafirma que
el uso de la tecnologia en la educacion matema-
tica puede desarrollar resultados positivos junto
a procesos manipulativos (Belbase, 2015). Como
prospectiva se plantea la inclusiéon de la categoria
KoT fenomenologia, que puede promover proble-
mas donde los estudiantes puedan aplicar estos
conceptos a situaciones de la vida real, y no sélo
a un desarrollo en el ambito matematico puro (Ne-
daei et al., 2021).
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