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RESUMEN

Esta investigacion surge a partir de los conocimientos insuficientes evidenciados por estudiantes del
curso inicial de Algebra | de Ingenieria Civil en la Universidad de Atacama. Su propésito principal es
indagar en las dificultades y errores que enfrentan al resolver ejercicios de trigonometria. Se adoptd una
metodologia cualitativa descriptiva, con validacion interna, utilizando como instrumentos dos problemas
extraidos de una evaluacion. Mediante el andlisis didactico, se examinaron los objetivos de cada proble-
ma y las respuestas textuales de los estudiantes, lo que permitié determinar el conocimiento mateméatico
requerido y las habilidades cognitivas necesarias para su resolucion. Los resultados evidencian que las
practicas docentes presentan limitaciones en el refuerzo del cambio entre registros semiéticos, aspecto
que incide en la comprension de los estudiantes. Asimismo, el analisis de las producciones escritas per-
mitio identificar deficiencias en la operatoria con fracciones algebraicas y en la resolucion de ecuaciones
trigonométricas. Finalmente, se observd que los estudiantes presentan dificultades en la transicion des-
de un algebra escolar, centrada en procedimientos, hacia un enfoque universitario que integra multiples
registros semioticos.
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ABSTRACT

This study originates from the insufficient knowledge exhibited by first-year Civil Engineering students
enrolled in Algebra | at the University of Atacama. Its main objective is to investigate the difficulties and
errors encountered by students when solving trigonometry exercises. A qualitative descriptive methodo-
logy with internal validation was adopted, using two problems from an assessment as research instru-
ments. Through didactical analysis, the goals of each problem and the students’ written responses were
examined, which made it possible to identify the required mathematical knowledge and the cognitive
skills needed for their resolution. The findings reveal that teaching practices show shortcomings in rein-
forcing the transition between semiotic registers, which limits students’ understanding. Moreover, the
analysis of students’ written productions identified deficiencies in operating with algebraic fractions and
in solving trigonometric equations. Finally, it was observed that students face difficulties in the transition
from a school-level algebra focused on procedures to a university-level approach that integrates multiple
semiotic registers.
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1. INTRODUCCION

La problematica de esta investigacion tiene que
ver con las dificultades que encuentran los estu-
diantes del primer afio del curso de Algebra |, del
plan comun de las carreras de Ingenieria Civil, de
la Universidad de Atacama de Chile. Las evalua-
ciones muestran una insuficiencia de conocimien-
tos del Algebra escolar en los diferentes temas
que aborda el programa del curso, en particular
en el dominio de la operatoria con expresiones
algebraicas y en la resolucion de ecuaciones tri-
gonométricas.

La Universidad de Atacama es una universidad
publica del Estado de Chile, su sede central se
encuentra ubicada en el norte del pais, en la ciu-
dad de Copiap6, region de Atacama. Ademas
de las Facultades de Ingenieria, Humanidades y
Educacion, Ciencias Juridicas y Sociales, Cien-
cias Naturales, Ciencias de la Salud y Facultad de
Medicina, la universidad cuenta con un Instituto
Tecnolégico y un Centro de Formacion Técnica.

La region de Atacama basa su economia en la
actividad minera, y debido a ello, las carreras de
pregrado que imparte la Universidad de Atacama
tienen en su mayoria relacion con el desarrollo de
dicha actividad. En este sentido, la Facultad de
Ingenieria dicta las carreras de pregrado en Inge-
nieria Civil en Minas, Ingenieria Civil en Metalur-
gia, Ingenieria Civil en Computacion e Informatica,
Ingenieria Civil Industrial, Geologia e Ingenieria
Comercial.

Las carreras de Ingenieria Civil, mencionadas an-
teriormente, tienen en sus dos primeros afios un
programa comun en ciencias basicas, donde el
Departamento de Matematicas de la Universidad
de Atacama es el encargado de dictar los cursos
correspondientes a su area. Este estudio concen-
tra su atencion en el curso Algebra | del plan co-
mun de Ingenieria Civil, se imparte en el primer
semestre del primer afio académico del estudian-
te. Los contenidos declarados en el programa del
Curso son concentrados en cuatro unidades, vy
que resumidamente son: sumatoria y progresio-
nes, trigonometria, geometria analitica y sistemas
de ecuaciones.

La Universidad de Atacama, aunque localizada
en una region especifica, enfrenta desafios simi-
lares a los de otras universidades con programas
de ingenieria en Latinoamérica. Estos desafios in-
cluyen la alta tasa de deserciéon en materias fun-
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damentales y las dificultades en la transicion des-
de la educacion secundaria a la universitaria en
areas STEM. En concreto, la desercion universita-
ria se refiere al fenémeno en el cual los estudian-
tes abandonan sus estudios antes de completar
Su carrera universitaria, ya sea de manera volun-
taria o forzosa. Segun estudios, la desercion en
la educacion superior chilena fluctua entre el 20%
y el 30%, con algunas variaciones dependiendo
del tipo de carrera y la institucion (Barahona et al.,
2016; Gonzalez y Uribe, 2018). Indicando, ade-
mas, que las tasas de desercion son mas altas en
areas como matematicas, ingenieria y ciencias.
A esta realidad la Universidad de Atacama no es
ajena, teniendo una tasa de desercion general del
24% vy la facultad de ingenieria de la misma uni-
versidad con una tasa de desercion del 25%.

Un estudio realizado sobre la desercion en la Uni-
versidad de Atacama (Barahona, Veres y Aliaga,
2016) manifestd que “las variables explicativas del
rendimiento académico estan relacionadas con
las notas de ingreso a la Universidad, la asisten-
cia a clasey el tipo de tipologia del establecimien-
to de procedencia”. Esta realidad es coincidente
con los factores que inciden en la retencion de
estudiantes de universidades chilenas y de Lati-
noamérica (Bedregal-Alpaca et al., 2020).

Ahora bien, centrado en la formacion especifica
de un ingeniero, no cabe duda de que las mate-
maticas son una disciplina relevante (Sancho-Vi-
nuesa et al., 2018) y aprenderlas va mas alla de
que el estudiante domine un conjunto de reglas,
algoritmos, formulas o procedimientos para resol-
ver listas de problemas rutinarios (Santos, 2011).
Este estudio se preocupa, concretamente, en el
aprendizaje de la trigonometria que se desarrolla
en el curso denominado Algebra 1. En este caso
nos centramos en la trigonometria debido a que es
considerada una herramienta esencial en diversas
ramas de la ingenieria (Colombo et al., 2017).

En relacion con esta problematica, se han reali-
zado investigaciones sobre las dificultades en
algebra, por ejemplo, Aray et al. (2020) afirman:
“La ensefianza de la trigonometria requiere de
una apropiacion conceptual y el emprendimien-
to de nuevos procesos que tomen en cuenta la
innovacion por parte del docente para mejorar la
ensefianza y el dominio de contenidos basicos.
[...] Se trata de un propdsito complejo que requie-
re de algunas cuestiones fundamentales como el
hecho de la practica constante de los recursos
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tecnolégicos actuales que existen en esta rama”.
Por otro lado, debemos considerar lo que mencio-
nan Castro y Carcamo (2023) sobre errores en
la resolucion de ecuaciones trigonométricas, ellos
citan a Riccominni (2005) quién sefiala que la en-
sefianza esta enfocada en la aplicacion de reglas
y estrategias irrelevantes debido a la ausencia de
informacién sobre patrones y errores que cometen
los estudiantes, finalmente Guerra (2009) realizd
un analisis sobre como los estudiantes entienden
las expresiones algebraicas cuando comienzan
a aprender algebra relata que una de las princi-
pales dificultades radica en la comprension y ma-
nipulacién de expresiones algebraicas. Los estu-
diantes normalmente enfrentan obstaculos en la
interpretacion de las letras y simbolos utilizados
en el algebra.

Ya enfocado especificamente en la trigonometria,
Scholz y Montiel (2017) dan cuenta de la escasez
de investigaciones que aborden el pensamiento
geométrico relacionado con el estudio de lo trigo-
nométrico, mencionando que a lo mas se resalta
la visualizacion en su ensefianza y aprendizaje,
pero en cuanto al pensamiento variacional, una
de las pocas propuestas que abordan un poco el
tema es la de Moore et al. (2012) la cual menciona
el razonamiento covariacional.

Otro estudio, sobre el tema del pensamiento ma-
tematico, sostiene que ahora podemos hablar del
desarrollo del pensamiento matematico y de la
construccion del conocimiento a través de prac-
ticas, y no solo basandonos en las secuencias
|6gicas y estructuradas que han sido tradiciona-
les en la ensefianza de los conceptos. (Beltran y
Montiel., 2016).

En general, el énfasis en la ensefianza de la tri-
gonometria se encuentra en el aprendizaje de
propiedades y operatoria algebraica, dejando
de lado otras propiedades inherentes a los con-
ceptos trigonométricos. Ahora, si consideramos
las expresiones trigonométricas, que requieren
un registro de representacion diferente al registro
de los numeros, Duval (2004) sefiala: “Veremos
que la conversién de representaciones es para el
aprendizaje, una actividad tan fundamental como
las actividades de conversion o de tratamiento.
Ya que, soélo la conversion puede favorecer la
comprension a través de la coordinacion de los
registros de representaciones en juego”. En esta
investigacion sobre ecuaciones trigonométricas
identificamos dos registros de representacion en
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juego, el registro de las expresiones algebraicas
y el registro de las funciones trigonométricas, en
cada registro semiodtico es necesario reconocer
las notaciones utilizadas en cada uno de ellos
para no confundirlas y poder coordinarlas.

En esta investigacion sobre ecuaciones trigo-
nométricas identificamos dos registros de repre-
sentacion en juego, el registro de las expresiones
algebraicas y el registro de las funciones trigo-
nomeétricas, en cada registro semiético es nece-
sario reconocer las notaciones utilizadas en cada
uno de ellos para no confundirlas y poder coordi-
narlas.

También es importante distinguir entre el marco
matematico del algebra, que incluye sus objetos
(expresiones algebraicas), propiedades y reglas
operatorias, y el marco matematico de la trigono-
metria, que abarca sus objetos (funciones trigo-
nomeétricas), notaciones, identidades trigonométri-
cas y reglas operatorias.

Para el desarrollo del estudio nos planteamos las
siguientes preguntas de investigacion:

¢ De qué naturaleza son los errores cometidos por
los estudiantes del curso de algebra | de Ingenie-
ria del plan comun de la UDA? ;Estos estudiantes
aplican a las actividades de la trigonometria las
reglas matematicas correctas?

2. MARCO TEORICO

El Marco tedrico se inscribe por una parte, tanto
en el marco del Algebra como el de la Trigono-
metria, basados en la identificacion de los objetos
de cada marco, las definiciones y propiedades
que permiten operar los objetos, considerando las
diferentes representaciones semidticas involucra-
das.

La Teoria de Registros de Representacion Semio-
tica sostiene que para entender las matematicas
es necesario ser capaz de diferenciar entre un
objeto matematico y la manera en que lo repre-
sentamos. Si no se puede hacer esta separacion,
no se alcanza una verdadera comprension de los
conceptos (Aguilar Terrones et al., 2022). Desde
la perspectiva de esta teoria, se considera como
los diferentes registros de representacion (simbo-
lico, grafico, numérico, entre otros) intervienen en
la comprension de los conceptos matematicos y
en la resolucion de ejercicios y/o problemas. Esta



teorfa permite analizar como los estudiantes in-
terpretan, transforman y conectan las representa-
ciones para construir significado y resolver tareas
matematicas.

Por otra parte, el analisis a priori de los ejercicios
propuestos para dejar en evidencia el objetivo
de cada uno, los conocimientos matematicos re-
queridos y la actividad cognitiva necesaria para
resolverlos con éxito. El analisis a priori permite
dejar explicitas tanto la respuesta esperada y las
posibles respuestas de los y las estudiantes ade-
mas de los eventuales errores que se pudieran
cometer.

Segun lo anterior, es necesario detallar con mayor
claridad algunos conceptos que seran utilizados
en esta investigacion para tener una interpreta-
cién comun de los significados y aclaraciones.

2.1 Teoria de Registros de Representacion
Semidtica

Esta teoria destaca la importancia de las repre-
sentaciones en los procesos de aprendizaje y
en la construccion del conocimiento. Segun Du-
val (1999), no se puede analizar el conocimien-
to sin considerar el concepto de representacion.
Ademas, Duval enfatiza que el papel crucial de
la semiosis —entendida como el proceso median-
te el cual se producen, interpretan y transforman
significados a través de representaciones semioti-
cas— radica no solo en el uso de un tipo especifi-
co de signos, sino en la diversidad de signos que
pueden emplearse.

Un aspecto central sefialado por Duval es la di-
ficultad que implica cambiar de una representa-
cion semidtica a otra. Este cambio, que es funda-
mental en el aprendizaje matematico, representa
un desafio significativo para muchos estudiantes
en distintos niveles educativos. De hecho, las ob-
servaciones en el aprendizaje de las matematicas
han mostrado que para algunos estudiantes esta
operacion puede resultar extremadamente dificil,
e incluso, en ciertos casos, imposible (Marchetti et
al., 2019; Bejarano Segura, 2023).

Segun esta teoria, el aprendizaje de matematicas
debe enfocarse en los cambios de representacion,
ya que esto puede ser dificil para los estudiantes.
Lo anterior, es importante en esta investigacion
porque muestra coémo los alumnos, al no recono-
cer una funcion trigonométrica, responden con la
aritmética que conocen. Esto se confirma, ya que
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Duval explica que el pensamiento matematico im-
plica transformar y convertir representaciones.

Asi, de esta manera los conceptos que utilizare-
mos son definidos por Duval (1999) como:

Tratamiento de las representaciones semioti-
cas: Este concepto menciona las transformacio-
nes que ocurren dentro de un mismo sistema de
representacion, sin cambiar el tipo de representa-
cion utilizada. Un tratamiento ocurre cuando utili-
zamos una expresion trigonométrica sin cambiar
su naturaleza simbdlica, por ejemplo: 2(sen(x)+1)
se puede escribir 2sen(x)+2. Aqui, se realiza una
transformacion algebraica dentro del mismo siste-
ma de representacion (algebraico) por lo que es
un tratamiento.

La conversion de representaciones: es la trans-
formacion de un objeto de un sistema de repre-
sentacion semidtica a otro, sin que cambie su sig-
nificado matematico. A diferencia del tratamiento,
que opera dentro del mismo sistema de represen-
tacion, la conversion implica un cambio entre sis-
temas diferentes. Por ejemplo:

* Registro de lenguaje natural: "El seno de un
angulo de 30 grados es igual a 0.5."

¢ Registro numérico: sen (30°) = %

e Registro de escritura simbdlica sen(B)=ca-
teto opuesto/ cateto adyacente, donde para
B=30° se tiene que sen (30°) = %

Guerra (2009), sobre el papel de la conversion en
la ensefianza, Duval (1999) sefiala que: “La ense-
Aanza privilegia el aprendizaje de las reglas que
conciernen la formacion de las representaciones
semidticas y las que conciernen su tratamiento. Y
esto principalmente para el registro de los discur-
s0s en lengua natural, para los registros numéri-
cos y para el registro de la escritura simbdlica”.
Esta idea muestra que los estudiantes tienen di-
ficultades porgue no se les ensefia con suficiente
importancia a cambiar entre diferentes formas de
representar un mismo concepto. En el caso de las
funciones trigonométricas, esto es clave, ya que
pueden expresarse de varias maneras.

Algunos de los motivos por los cuales no se traba-
ja la conversion de representaciones son:

e En muchos casos no existen reglas claras
para realizar la conversion o su aplicacion es
muy limitada.

e Algunas veces se cambia de representacion
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solo para simplificar el trabajo, pero luego se
sigue operando en un unico registro

e Existe la creencia de que cambiar entre re-
gistros es algo inmediato y sencillo, por lo
que dedicar tiempo a esta actividad podria
verse como una pérdida de tiempo

Fenomenos del cambio de registro: son proce-
sos cognitivos fundamentales que ocurren cuando
se realiza una conversion de un objeto matemati-
co representado en un registro semidtico a otro.
Estos fendmenos son esenciales en el aprendizaje
de las matematicas, ya que el conocimiento ma-
tematico no se puede aprender sin la mediacion
de diferentes sistemas de representacion. Estos
fendmenos se clasifican en dos grandes tipos: “la
congruencia” y la “no congruencia”.

Congruencia: Un cambio de representacion es
congruente cuando "no altera el significado del
objeto representado” Duval (1999), aunque modi-
figue la forma de representacion. En este caso, la
informacién contenida en el registro inicial se man-
tiene intacta tras la conversion a otro registro. Por
ejemplo, y=sen(x) representado como ecuacion
se puede realizar su conversién a su representa-
cién en el plano cartesiano. Las dos representa-
ciones (algebraica y grafica) expresan la misma
funcién sin pérdida de informacion

La no congruencia: En estos casos, la conver-
sion entre representaciones implica una pérdida o
simplificacién de la informacion. Por ejemplo, si el
estudiante se enfrenta a una ecuacién sen(x)=1/2
y lo transforma a un registro grafico en el plano
cartesiano como y=1/2. Aunque la ecuacion tie-
ne soluciones especificas para como x=30° 0 x=
150°, la gréfica solo muestra una linea horizontal
en y=1/2 y no proporciona directamente las solu-
ciones exactas para la ecuacion inicial. Esta con-
version pierde la precision de los valores, por lo
gue es un ejemplo de no congruencia.

En esta investigacion, lo que nos aporta la teoria
de Duval es el concepto de representacion, esto
es gque los estudiantes usan lo que ya saben sobre
ndmeros y expresiones algebraicas para aprender
cosas nuevas. Esto es especialmente importante
cuando se estudian las funciones trigonométricas,
un tema relativamente nuevo para los alumnos,
que trae consigo varias dificultades en su apren-
dizaje.

Por lo tanto, en nuestro estudio observamos las di-
ficultades del aprendizaje de un nuevo objeto que
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es una funcioén trigonométrica y sus propiedades,
estas actividades son diferentes a los marcos ma-
tematicos vistos por los estudiantes.

2.2 Consideraciones matematicas de las
funciones trigonométricas

Para este analisis, usaremos como texto guia
de conceptos el libro de Pre-calculo de James
Stewart (2016), inicialmente el autor define a las
funciones trigonométricas en la circunferencia de
radio 1 (pg. 377) mas adelante se ensefia a eva-
luar una funcién trigonométrica, se define el domi-
nio de una funcioén trigonométrica (pg. 380) poste-
riormente se ensefian los signos de las funciones
trigonométricas, propiedades de la gréfica de la
funcion trigonométrica par e impar y posterior-
mente las identidades trigonométricas (pg. 382)

En relaciéon con nuestro estudio, es posible consi-
derar los siguientes puntos: Primero, en matema-
ticas, usualmente los objetos se definen primero,
y posteriormente se desarrollan sus propiedades.
Este enfoque puede observarse en sistemas axio-
maticos y teorias formales donde las definiciones
de los conceptos fundamentales preceden a la
formulacion de teoremas y propiedades deriva-
das (Giovannini, 2014; Contreras, 2017). Segun-
do, las propiedades de las identidades tienden a
presentarse después de haber establecido otras
definiciones basicas. Esto podria deberse a que
las identidades requieren previamente una estruc-
tura o contexto definido para ser interpretadas y
aplicadas correctamente.

2.3 Relacion entre ejercicio y problema

Un ejercicio se entiende como una tarea que im-
plica la aplicacion de procedimientos o técnicas
previamente aprendidas, con una solucion direc-
ta y sin requerir una comprension profunda del
contexto. En contraste, un problema se considera
una situacion que presenta una dificultad o desa-
fio, donde la solucién no es evidente y requiere
de una reflexiéon profunda, andlisis y, a menudo,
la aplicacion de multiples estrategias. (Zaldivar y
Mayo, 2005).

En el contexto del curso de élgebra | utilizado en
esta investigacion, la utilizacion de ejercicios en
lugar de problemas en las evaluaciones parciales
se debe a que el curso tiene una finalidad de ni-
velar conocimientos para los cursos posteriores,
siendo las competencias desarrolladas y espera-



das declaradas en el programa de la asignatura
(Facultad de Ingenieria, 2021), competencias de
niveles basicos segun la taxonomia de Bloom.

3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION

El disefio metodolégico se estructurd en dos eta-
pas. La primera correspondi6 al andlisis a priori de
los ejercicios, mientras que la segunda se centr6
en el analisis de las respuestas escritas proporcio-
nadas por los estudiantes.

3.1. Analisis a priori de los ejercicios

El presente analisis se enmarca en un enfoque
cualitativo descriptivo, orientado a la validacion
interna segun el modelo de Ingenieria Didactica
propuesto por Artigue (1995). Este modelo de in-
vestigacion en educacion matematica ofrece un
esquema estructurado para abordar de manera
sistematica tanto la indagacion cientifica como la
innovacion en los procesos de ensefianzay apren-
dizaje de las matematicas. Consta de cuatro fases
principales: la concepcién de la ingenieria o pro-
puesta didactica, los andlisis preliminares, el ana-
lisis a priori de la experiencia y el analisis a pos-
teriori. La validez de la investigacion se establece
mediante la confrontaciéon entre las respuestas
esperadas, formuladas en el andlisis a priori, y las
respuestas efectivamente obtenidas en el andlisis
a posteriori. En nuestro caso, la propuesta corres-
ponde al estudio de dos ejercicios seleccionados
de una prueba del curso Algebra | del plan comun
de Ingenieria Civil de la Universidad de Atacama,
y la experiencia se concreta en la resolucion de
dichos problemas durante las clases.

3.1.1 Participantes

Los participantes de este estudio fueron 20 estu-
diantes de primer afo del plan comuan de Inge-
nierfa Civil de la Universidad de Atacama, Chile.
Estos estudiantes se inscribieron en el curso de
Algebra 1, una asignatura fundamental dentro de
su plan de estudios. El grupo incluyé una diversi-
dad de perfiles académicos y antecedentes edu-
cativos, lo que permitié analizar las dificultades
comunes y especificas que enfrentan al abordar
los contenidos del curso.
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3.1.2 Instrumento

El instrumento metodolégico utilizado en este es-
tudio estuvo compuesto por dos ejercicios selec-
cionados de la primera prueba del curso de Al-
gebra |, centrados especificamente en el tema de
trigonometria.

El ejercicio 1 tuvo como obijetivo evaluar la apli-
cacion de técnicas para resolver ecuaciones tri-
gonométricas, mientras que el ejercicio 2 busco
medir la capacidad de los estudiantes para de-
mostrar una identidad trigonométrica. En explicitar
objetivos del gjercicio, los conocimientos necesa-
rios poner en juego, la respuesta esperada o ex-
perta y las posibles respuestas que se supone a
priori darfan los estudiantes.

Ejercicio 1: Resuelva la siguiente ecuacion trigo-
nométrica, sabiendo que x [0,2]:

Objetivo: Conocer la técnica para resolver una
ecuacion trigonométrica de segundo grado con
una incognita y dos variables.

La soluciéon esperada: Notar que la ecuacion
tiene dos funciones diferentes: el cos2(x) y sen(x)
por lo tanto, es necesario dejar una sola funcion
en la ecuacion, para ello, en este caso conviene
reemplazar cos2(x) en funcion de sen(x), para de-
jar la ecuacioén en sen(x), asi obtenemos la ecua-
cioén trigonométrica:

1. Se aplicara la técnica de resolucion de una
ecuacion de segundo grado.

Se distribuye:

Se ordena la ecuacion:

2. Se obtienen dos valores sen(x)= 1/2y
sen(x)= -2, pero se descarta sen(x) = -2, por
recorrido de la funcién seno.

3. Si sen(x) es 1/2, la solucion debe estar en el
primer y segundo cuadrante segun la gréafica
de la funcién seno.

4. Entonces x es /6 o también 5m1/6

5. Finalmente, la solucion de la ecuacion trigo-
nométrica dada es 1/6 0 51/6 .
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Conocimientos necesarios para resolver el ejerci-
cio 1

1. Reconocer una ecuacion trigonométrica con
dos variables, y se debe sdélo dejar una.

2. Conocer la identidad trigonométrica de cos?(x)
3. Hacer cambio de variables pertinentes

4. Conocer reglas de operatorias (técnica) para la
resolucion de ecuaciones trigonométricas

5. Reconocer la forma de una ecuacion de 2° gra-
do

6. Resolver una ecuacion de esta forma.

7. Reconocer que las funciones trigonométricas
Nno son expresiones algebraicas

8. Resolver una ecuacion trigonométrica necesita
otro procedimiento distinto de |la operatoria alge-
braica

9. Recurrir a las identidades trigonométricas que
ponen en juego las funciones trigonométricas

10. Conocer las representaciones graficas de las
funciones trigonométricas.

Posibles errores en el gjercicio 1

En este ejercicio es posible que los alumnos no
elijan la identidad trigonométrica pertinente o no
la conozcan, otro posible error es que no recurren
al cambio de variable que convierta la ecuacion
dada en una ecuacion de segundo grado, o se
equivoquen en el procedimiento de resolucion de
una ecuacion de segundo grado.

Ejercicio 2: Demuestre la siguiente identidad:

Objetivo: Demostrar una identidad trigonométrica.
La solucién esperada

1. Hacer los siguientes reemplazos:

2. Desarrollando, se tiene:
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3. Reduciendo términos del paréntesis y simplifi-
cando por coseno, se obtiene:

Obteniéndose la igualdad con la ecuacion inicial.
Por lo tanto, queda demostrada la identidad.

Conocimientos necesarios poner en juego para
demostrar la identidad

1. Identidades trigonométricas

2. Operatoria con las fracciones y funciones trigo-
nométricas

3. Igualacion de expresiones trigonométricas.
Posibles errores del gjercicio 2

En este ejercicio puede que los estudiantes no re-
curran a las identidades trigonométricas adecua-
das, no comprendan el significado de una demos-
tracion o evidencian una carencia del dominio de
la operatoria algebraica.

4. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS
ESTUDIANTES

Esta etapa consistié en el andlisis de las respues-
tas de los estudiantes, considerando para ello sus
producciones escritas. El propdsito fue eviden-
ciar los conocimientos efectivamente movilizados,
identificar las falencias presentes, comprender la
naturaleza de las dificultades manifestadas y es-
tablecer la distancia existente entre los saberes
puestos en practica por los estudiantes y los sa-
beres matematicos requeridos para la resolucion
de las tareas propuestas.

Hemos seleccionado las respuestas de los es-
tudiantes que nos entregaron informacion sobre



dificultades en la resoluciéon de los problemas.
No consideramos los estudiantes que resolvieron
correctamente el problema ni aquellos cuyas re-
soluciones eran confusas. Los estudiantes los de-
signamos por Ai, coniigualat, ..., 20.

Figura 1. Tratamiento de una ecuacion trigonomeétrica
como una ecuacion sencilla

o v e LD R e VO S R

Nota. Respuesta del alumno A,

A, abordo la ecuacion como si se tratara de una
sencilla ecuacion algebraica, donde solo era ne-
cesario despejar. Sin embargo, A, resolvio una
funcién trigonométrica en términos de otra como si
fueran expresiones puramente algebraicas, para
luego concluir que eran diferentes (escribid 0+0).
Ademas, trata las funciones trigonométricas como
si fueran expresiones algebraicas y no se da
cuenta que las funciones trigonométricas se ope-
ran con otros procedimientos, en este caso debe
escribir una funcion trigonométrica en funcion de
la otra mediante la aplicacion de una identidad.

Larespuesta de A, se puede observar en la Figura
2.

Figura 2. El alumno no recuerda la incognita inicial al
usar un cambio de variable

Nota. Respuesta del alumno A,

A, utiliza la identidad cos® x = 1 — sen? x, y apli-
ca procedimiento necesario, es decir recurre a un
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cambio de variables para obtener la ecuacion de
segundo grado y resolverla. Sin embargo, A2 no
determina el valor de “x”, ya que olvidé el cambio
de variables que realizé. El procedimiento de A,
se repite con el alumno A,.

La respuesta del estudiante A, se observa en la
Figura 3.

Figura 3. Un caso en que no aplica el cambio de
variable
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Nota. Respuesta del alumno A,

A,, identifica que el problema tiene dos variables
gue son funciones trigonométricas y aplica una
identidad trigonométrica para reducir a una varia-
ble, pero el alumno no realiza el cambio de varia-
ble necesario para terminar de resolver este pro-
blema. Esto se observé también en el alumno A,.

Larespuesta de A, se puede observar en la Figura
4,

Figura 4. Caso en que confunde la potencia con la
multiplicacion

Nota. Respuesta del alumno A,

A, confunde el exponente 2 con el coeficiente 2,
lo que cambia totalmente el problema inicial. Este
error no fue previsto, este error solamente A, lo
cometid. No resuelve la ecuacion trigonométrica
dada.

En sintesis, los errores identificados en el proble-
ma 1 estan relacionados con el tratamiento de las
funciones trigonométricas como si fueran expre-
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siones algebraicas. En este andlisis, se observa
que las identidades trigonométricas no han sido
consideradas. Desde la perspectiva de la teoria
de los registros de representacion semidtica de
Duval, esto indica que los estudiantes no logran
distinguir entre los objetos propios del registro de
las funciones trigonométricas y los del registro al-
gebraico.

Ademas, A, no termina de resolver la ecuacion
realiza un cambio de variable, pero no vuelve a
la variable inicial. Los errores de A, también lo
repitio A,. También se evidencia que el alumno
A, utiliza correctamente la identidad cos2 x = 1 —
sen2 x evidenciando un dominio en la operatoria
algebraica pero no realiza el cambio de variable
necesario para resolver el problema planteado,
esto se observé en 2 casos.

Finalmente, se debe destacar que el alumno A,
comete un error conceptual en algebra, al confun-
dir el exponente 2 como coeficientes, este error
solo lo cometio A,.

Con relacion al ejercicio 2, la respuesta de A, se
pude observar en la Figura 5.

Figura 5. Caso de tratamiento erréneo de una funcion
trigonomeétrica

Nota. Respuesta del alumno A,

El estudiante A, comete un error en la simplifica-
cion, esto es frecuente, los estudiantes simplifican
funciones trigonométricas que aparecen en un nu-
merador y denominador de otra fraccion. Nueva-
mente se encuentra el tratamiento erréoneo de las
funciones trigonométricas, en este caso simplifi-
can las funciones como numeros, esto es

Este procedimiento lo evidencian los estudiantes
A, A, A,y A, Nuevamente encontramos la no
distincion de los objetos de cada registro. La res-
puesta de A, se puede observar en la Figura 6.
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Figura 6. Trabajo en ambito numeérico con las funciones
trigonomeétricas

Nota. Respuesta del alumno A,

El problema 2 fue el de menor logro, solo un 4 de
20 respondieron correctamente. Esta actividad de
demostracion de identidades en Trigonometria no
ha sido comprendida por los estudiantes.

En sintesis, los siguientes errores fueron detecta-
dos en el problema 2:

Se identifican errores al simplificar fracciones al-
gebraicas, lo que evidencia una falta de dominio
en la operatoria algebraica. Ademas, los estudian-
tes no comprenden el significado de demostrar
una identidad, lo que afecta su capacidad para
abordar este tipo de problemas con éxito.

Se ha constatado que, para los estudiantes par-
ticipantes, el problema de demostracion de una
identidad resulté de un grado de dificultad supe-
rior al de resolver una ecuacion trigonométrica.



5. CONCLUSIONES

Se han identificado dificultades fundamentales en
la operatoria de las fracciones algebraicas, evi-
denciando que los estudiantes no distinguen que
el operar con expresiones algebraicas requiere
el uso de propiedades diferentes a las utilizadas
en la operatoria numérica. Asimismo, no logran
distinguir que la resolucién de ecuaciones trigo-
nomeétricas requiere procedimientos y propieda-
des diferentes en la resolucion de ecuaciones al-
gebraicas.

El ejercicio 2 (demostracion de una identidad)
presentd un grado de dificultad mayor en com-
paracion con la resolucion de una ecuacion trigo-
nométrica (ejercicio 1). Los estudiantes demues-
tran que no han comprendido que operar con
expresiones algebraicas difiere significativamente
de la operatoria con numeros, ya que tienden a
aplicar propiedades de simplificacion propias de
fracciones numéricas al trabajar con fracciones
algebraicas. Esto podria deberse a que, en la in-
troduccion de las expresiones algebraicas, no se
enfatizé suficientemente el paso del marco numé-
rico-aritmético al algebraico. Como resultado, no
han entendido que las expresiones algebraicas,
al incluir letras y nimeros, constituyen objetos dis-
tintos a los numeros y que deben manipularse de
acuerdo con propiedades especificas del algebra,
muy diferentes de las propiedades aritméticas.

Las representaciones semidticas tienen una im-
portancia crucial en el proceso de ensefianza de
la matematica, ya que permiten la comprension,
la comunicacién y el desarrollo de las actividades
matematicas (Duval, 2006; D’Amore, 2006) sin
embargo, existen estudios que sefialan que, en
la ensefanza de las matematicas, en general, no
se utiliza con importancia los cambios entre dife-
rentes registros de representacion semidética. Por
ejemplo, Chico y Montes (2023) afirman que “el
uso limitado de las representaciones semiéticas
en los materiales educativos y en las practicas
pedagogicas afecta negativamente la compren-
sion y el aprendizaje de conceptos matematicos
fundamentales”. Ademas, Bejarano Segura (2023)
sefiala que "esto revela la necesidad de mejorar
la aplicacion de los procesos cognitivos de re-
presentacion en la ensefianza de la trigonometria
para lograr una comprension mas profunda de los
conceptos”.

Lo anterior sugiere que, en la ensefianza de las
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matematicas, no se aborda adecuadamente el
cambio de representacion y, en particular, en
esta investigacion se refleja lo mencionado ante-
riormente en las respuestas entregadas por los
estudiantes, siendo necesario que los docentes
sean capaces de reconocer su importancia y fo-
mentar dichas transiciones. Un ejemplo es el caso
del ejercicio 1 estudiante A2 quién transforma la
expresion trigonometria en una expresion alge-
braica, pero al entregar su resultado no vuelve
a la expresion trigonometria asumiendo que el
ejercicio estaba finalizado, siendo necesario que
el docente refuerce el articular el registro de las
expresiones algebraicas con el registro de las ex-
presiones trigonométricas. Esta practica permite
profundizar en el significado de las expresiones
algebraicas y trigonométricas, con el fin de que el
estudiante pueda dar sentido y significado a estas
expresiones.

Ademas, se observa que la transicion entre ex-
presiones algebraicas y trigonométricas también
requiere respetar operatorias algebraicas elemen-
tales. Por ejemplo, podemos observar en el estu-
diante A7 que al resolver el ejercicio 2 simplifica
una expresion en la que el numerador contiene
una suma como operacion principal. Lo anterior
evidencia que hay estudiantes que no relacionan
que las expresiones algebraicas y trigonométricas
representan variables numéricas con un cierto do-
minio especifico segun la expresion dada. Esto
también se refleja en el ejercicio 1 estudiante A6
quién pasa de una razén trigonométrica con una
potencia de 2 a una razén trigonométrica con un
angulo doble.

Este fendmeno refleja la falta de distincion entre
los objetos y las notaciones correspondientes a
los registros de representacion involucrados, lo
que parece ser la causa principal de los errores
observados, debido a un insuficiente conocimien-
to matematico y una comprension limitada de las
notaciones y sus propiedades.

El analisis de los enunciados de los ejercicios y
sus resoluciones exigen, principalmente, la me-
morizacién de férmulas (sin contar conceptos
algebraicos previos). Este tipo de situaciones no
permiten razonar, al estudiante, sobre los obje-
tos en juego ni su manipulacion lo que conlleva
un costo significativo en su aprendizaje. Practicar
este tipo de ejercicios no permite al estudiante
comprender que las expresiones algebraicas y
numeéricas representan funciones o valores. Ade-
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mas, la valoracion del conocimiento se reduce a
recordar férmulas, lo que implica que, si un estu-
diante no conoce una férmula, no podra resolver
el problema.

Por lo tanto, es necesario que los docentes revi-
sen el tipo de ejercicios que se utilizan, segun los
resultados de aprendizaje esperados. Es decir, es
necesario plantear problemas, en lugar de ejerci-
cios, que exijan al estudiante buscar caminos o
estrategias de solucion en base a sus conocimien-
tos adquiridos. Cabe sefialar que los estudiantes
son alumnos de ingenieria y requieren problemas
relacionados con contextos que presenten desa-
fios a sus capacidades y que vayan mas alla de la
aplicacion de férmulas.

A modo de conclusion, en relacion con la prime-
ra pregunta de investigacion, sobre la naturaleza
de los errores cometidos por los estudiantes en
el curso de algebra 1 del plan comun de ingenie-
ria civil de la UDA, la investigacion revela que los
estudiantes no logran distinguir entre los proce-
dimientos algebraicos y numéricos. Se identificd
que, al operar con fracciones algebraicas vy tri-
gonométricas, los estudiantes aplican incorrecta-
mente propiedades numéricas.

Respecto a la segunda pregunta, en relacién con
el uso de las reglas matematicas en las activida-
des de trigonometria, el estudio revela que los es-
tudiantes, en su mayoria, no aplican correctamen-
te los procedimientos correspondientes. Aunque
algunos conocen ciertas identidades trigonométri-
cas, no las utilizan adecuadamente o no las re-
conocen como herramientas necesarias para re-
solver los problemas planteados. En los ejercicios
de demostracion, por ejemplo, los estudiantes
tienden a simplificar incorrectamente las expresio-
nes, como si fueran fracciones numéricas, lo que
evidencia una falta de comprension de los obje-
tos y propiedades del algebra y la trigonometria.
Asimismo, se identificaron casos en que se inicia
correctamente un cambio de variable, pero no se
regresa a la variable original, dejando incompleto
el procedimiento. Estas situaciones demuestran
que las reglas matematicas de la trigonometria no
estan siendo aplicadas con propiedad, probable-
mente porgue no se ha logrado aun una apropia-
cion significativa de sus conceptos ni de las repre-
sentaciones que los sustentan.

Entendemos que la falta de énfasis, en un marco
matematico determinado al no precisar que los
objetos matematicos que lo constituyen tienen sus
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notaciones y propiedades. Por ejemplo, el marco
aritmético esta constituido basicamente por los
nameros y fracciones numéricas, con sus notacio-
nes, propiedades y operaciones propias. Al pasar
al marco algebraico los objetos ya no son nume-
ros ni fracciones numéricas, sino que los objetos
son las expresiones algebraicas compuestas que
se anotan con numeros Y letras, que se operan
de acuerdo con sus operaciones propias y muy
distintas a las del marco aritmético. Si el docente
no pone énfasis en clases en estas distinciones
los estudiantes no tomaran conciencia de ellas,
y seguiran aplicando sus conocimientos aritméti-
cos aprendidos en la escuela basica, lo que los
lleva a utilizar el tratamiento aritmético que dan a
la operatoria con expresiones algebraicas, puesto
que, no han tomado conciencia que son objetos
nuevos de otro dominio que tienen otras notacio-
nes y reglas nuevas, siendo necesario aprender a
operarlos en forma pertinente.

Se espera que con esta investigacion se pueda
continuar con estudios de casos que propongan
transiciones de representaciones que permitan al
estudiante asegurar un aprendizaje significativo
de la trigonometria.
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