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RESUMEN

El objetivo de esta investigacion es describir el ciclo de modelacion efectuado por estudiantes de educacion media en
una tarea que involucrd experimentacion y tecnologia para la construccion del concepto de funcién exponencial. La
metodologia adoptada fue de enfoque cualitativo descriptivo, utilizando como método un estudio de caso instrumental.
Se construyd una situacion de ensefianza con preguntas asociadas a las fases del ciclo de modelacion de Blum-Bo-
rromeo Ferri, las que buscaban estudiar el fenémeno de dejar caer una pelota. Lo anterior contrasta con el método
tradicional de ensefianza de la funcion exponencial, siguiendo el orden de definicion, propiedades y ejemplos. La pro-
puesta fue implementada en estudiantes de ensefianza media (16-17 afios) de un colegio de dependencia municipal
en Chile, en el momento que se comenzaba con la ensefianza de este contenido. Los resultados muestran que los
estudiantes logran construir un modelo del fenémeno e interpretarlo a partir de una progresion en sus procesos de vali-
dacion, sustentados en conocimientos y reflexiones desarrollados durante la tarea. Esto contrasta con sus validaciones
intuitivas iniciales y favorece un aprendizaje significativo, al tiempo que permite reconocer las limitaciones del modelo
construido para fundamentar afirmaciones sobre las caracteristicas del fenémeno en el mundo real.
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ABSTRACT

The aim of this study is to describe the modeling cycle carried out by secondary school students in a task that involved
experimentation and technology for the construction of the concept of the exponential function. The methodology adop-
ted was a qualitative descriptive approach, using an instrumental case study as the research method. A teaching situa-
tion was designed with questions aligned to the phases of the Blum-Borromeo Ferri modeling cycle, aimed at studying
the phenomenon of a bouncing ball. This approach contrasts with the traditional method of teaching the exponential
function, which typically follows the sequence of definition, properties, and examples. The proposal was implemented
with secondary school students (aged 16-17) from a public school in Chile at the point when this content was first intro-
duced. The results show that students can construct a model of the phenomenon and interpret it through a progression
in their validation processes, supported by knowledge and reflections developed during the task. This contrasts with
their initial intuitive validations and promotes meaningful learning, while also enabling them to recognize the limitations
of the constructed model when making claims about the characteristics of the phenomenon in the real world.
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1. INTRODUCCION

La Matematica es una ciencia que, en gran par-
te, se ha ido construyendo desde la necesidad de
dar respuestas a problemas o fenémenos del dia-
rio vivir. Es en el proceso de busqueda de estas
respuestas que conceptos, operatorias, represen-
taciones y relaciones convergen en el quehacer
matematico. Desde esta base, la Matematica se
ha establecido como una disciplina fundamental
en la formaciéon de cualquier ciudadano, de modo
que cada persona tenga la oportunidad de de-
sarrollar competencias matematicas en distintos
aspectos de su vida. La evaluacion internacional
PISA (Programme for International Student Assess-
ment) tiene como uno de sus objetivos evidenciar
lo preparados que estan los estudiantes para em-
plear la matematica en diferentes contextos de la
vida cotidiana. Lo anterior se relaciona con las ne-
cesidades de los ciudadanos de la sociedad plan-
teadas para el siglo XXI (Colvin y Edwards, 2018).
La asignatura de Matematica en las escuelas la-
tinoamericanas apunta a este aspecto, 1o que se
puede observar en planes y programas latinoame-
ricanos, en los que se declara en relacion a sus
propositos “[...] enriquecer la comprension de la
realidad, facilitar la seleccion de estrategias para
resolver problemas y contribuir al desarrollo del
pensamiento critico y auténomo de todos los es-
tudiantes, sean cuales sean sus opciones de vida
[...]” (Ministerio de Educacion de Chile, 2012, p.
86), “[...] formar ciudadanos capaces de buscar,
organizar, sistematizar y analizar informacion para
entender e interpretar el mundo que nos rodea,
desenvolverse en él, tomar decisiones pertinen-
tes, y resolver problemas en distintas situaciones
usando, de manera flexible, estrategias y conoci-
mientos matematicos” (Ministerio de Educacion
de Peru, 2016, p. 147). Al observar estos propdsi-
tos, vemos cOmo se repite la intenciéon de brindar
una matematica que sea Util para el estudiante,
que sea funcional para su quehacer y que les
entregue herramientas de modo que puedan re-
flexionar, enjuiciar y tomar decisiones en diversas
situaciones de su vida cotidiana. En resumen, se
busca una matematica conectada con la realidad.

Medina et al. (2020), en su estudio titulado “El sen-
tido de las matematicas”, sefialan que muchos es-
tudiantes perciben la asignatura de matematicas
como dificil y poco relevante para sus proyectos
de vida, considerandola, en términos generales,
carente de significado. Esta percepcion repercu-
te directamente en su desempefio académico.
En este punto coinciden diversos autores, como
Gonzalez (2013), Sureda y Otero (2013) y Pezoa
y Morales (2016), quienes advierten sobre la es-
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casa vinculacion entre la matematica y la realidad
cotidiana. A pesar de los intentos por superar esta
brecha, los esfuerzos no han resultado suficien-
tes. Segun lo expuesto por D’Amore (2008), mu-
chos docentes suelen presentar a sus alumnos
problemas tipo, similares a ejercicios previamente
trabajados, lo que provoca que los estudiantes re-
pitan procedimientos sin comprender el contexto.
En la misma linea, Sierra Velasquez (2012) sos-
tiene que la ensefianza se ha enfocado mas en la
mecanizacion y memorizacion de formulas que en
la construccion y comprension de los conceptos
matematicos.

Uno de los contenidos que presenta dificultad en
su ensefianza es la Funcién Exponencial (FE), lo
que es preocupante ya que, por ejemplo, en la
pandemia, diversos medios de informacién inten-
taban comunicar el comportamiento de los con-
tagios desde modelos matematicos y representa-
ciones en los que para su comprension es clave
tener conocimiento de este concepto. Ademas,
los ciudadanos deben tener claridad del funcio-
namiento de tasas financieras y distintas situacio-
nes de crecimiento o decrecimiento exponencial.
Al analizar diversas investigaciones sobre la en-
sefianza de la FE en el aula dentro del contexto
latinoamericano, se evidencian dificultades simi-
lares a las ya mencionadas. En particular, los tra-
bajos de Gonzalez (2013), Sureda y Otero (2013)
y Pezoa y Morales (2016) sefialan que el enfoque
predominante en la ensefianza de la FE esta cen-
trado en los procedimientos algebraicos. Esto im-
plica que los estudiantes reciben una instruccion
basada en métodos tradicionales, es decir, un
aprendizaje enfocado en la aplicacion de algorit-
MOS y con escasa conexién con la realidad. Esta
practica no solo se observa en la labor docente,
sino también en los textos escolares y universita-
rios. Un ejemplo de ello son los estudios de Advin-
cula (2010) en Peru y Morales (2011) en Colombia,
que analizan cémo los libros de texto presentan
la FE: generalmente se introduce con una defini-
cién, se enumeran ciertas propiedades y caracte-
risticas, y posteriormente se incluye su represen-
tacion gréafica, mencionando de forma superficial
algunos fendbmenos en los que se aplica. En Chile
la estructura de ensefianza de la FE es similar en
cuanto a su orden, y se ven diferencias en cuanto
a la cantidad de ejemplos de aplicaciones de este
contenido dependiendo de la procedencia estatal
o particular del texto de estudio (en los ultimos, se
muestran muchos mas ejemplos de aplicaciones
de la FE). En el contexto universitario, Cambrone-
ro (2002) sefiala que los textos presentan la FE
de manera axiomatica, asumiendo su existencia y
propiedades.
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Flores y Vigo (2019) desarrollan un estado del arte,
analizando tesis de maestria de distintas universida-
des de América Latina. En él concluyen que hay una
marcada influencia de la modelacion matematica
como herramienta para introducir la FE. Por medio
de esta se construye el modelo f(x)=b-a*, teniendo
como base una progresion geométrica. Sin em-
bargo, no se profundiza mas en el descubrimiento
y comprension de las propiedades de la funcion.
Asi mismo, la mayoria de estas investigaciones
no considera la tecnologia como una herramienta
para el aprendizaje de esta, salvo para fines de
calculo. Un punto importante en estas tesis ana-
lizadas es que los estudiantes trabajan con datos
entregados o que se construyen desde el modelo.

Confrey y Smith (1995) desarrollan las ideas re-
lacionadas a la enseflanza de la FE, poniendo
énfasis en problemas contextuales y el uso de
variadas representaciones, profundizando en los
conceptos de particion y covariacion. Para ello,
plantean la construccion de un mundo particiona-
do y otro contable (Tabla 1), donde “su yuxtapo-
sicion por medio de la covariacion provee la base
de la construccion de la funcion exponencial'
(Confrey y Smith, 1995, p.80). Desde esta pers-
pectiva, analizan distintas propuestas que buscan
dar a los estudiantes actividades en las que desa-
rrollen las nociones multiplicativas y la conexion
entre estos dos mundos.

Tabla 1. Caracteristicas del Mundo contable y particionado

Cero es el origen

Uno es el origen

Sumar uno es la accién sucesora

Dividir por n es la accion sucesora

La unidad bésica es uno

La unidad (de crecimiento) es n o

La suma vy la resta son las operaciones basicas

La multiplicacion y la division son operaciones basicas

Cero es el elemento identidad

Uno es el elemento identidad

Reinicializacién a cero

Reinicializaciéon a uno

La conmutatividad se aplica a la suma

La conmutatividad se aplica a la multiplicacion

La diferencia se utiliza para describir el intervalo | La razén se utiliza para describir el intervalo entre dos nu-
entre dos numeros “enteros” sucesivos meros “enteros” sucesivos

Las unidades compuestas se forman agregando | Las unidades compuestas se forman elevando las “unida-
conteos en grupos mas grandes des de divisidbn” a una potencia mayor

Las partes (aditivas) se crean mediante la division | Las partes (multiplicativas) se crean mediante el calculo de
enn la raiz n-ésima

La multiplicacion se construye como una suma re- | La exponenciacion se crea como una multiplicacion repe-
petida tida

La distributividad se aplica a la multiplicacion so- | La distributividad se aplica a la exponenciacion sobre la
bre la suma multiplicacion

La tasa es la diferencia por unidad de tiempo La tasa es la razén por unidad de tiempo

Nota. Traducido de Confrey y Smith (1995, p. 75)
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Alarcén Relmucao (2024), enmarcado en la teoria
de las nociones basicas (Vom Hofe, 1995), aborda
la FE planteando las nociones de crecimiento por-
centual y de crecimiento por un factor constante,
desde donde se desprenden las funciones de la
forma y , respec-
tivamente. En particular, el crecimiento porcen-
tual presenta mayores dificultades al tratarse de
un traspaso de un proceso aditivo en uno multi-
plicativo, o que también se refleja en el aumento
de la posibilidad del error en el calculo. Entre sus
conclusiones se evidencia la dificultad que lleva
a error al resolverse situaciones exponenciales
debido a la sobregeneralizacién de los modelos
lineales. Ademas, se releva la necesidad de abor-
dar el crecimiento porcentual a través del factor
porcentual siendo este la estrategia central para la
construccion de la FE, dado que el entendimiento
del factor esta arraigado en la profunda compren-
sion de los porcentajes vy, al entenderlo, se podria
construir de manera natural y sencilla la FE, ade-
mas de permanecer siempre en una estructura
multiplicativa (Alarcén Relmucao, 2024, p. 221).

2. PROBLEMATICA Y OBJETIVO DE ESTUDIO

A partir de lo planteado anteriormente podemos
notar que existe una problematica en la ensefan-
za y aprendizaje de la FE, debido a que el orden
en que se presenta su ensefianza — procedimen-
tal/algebraico, propiedades, gréfico, y luego una
aplicaciéon— no permite en el estudiantado una
consolidacion de una real comprension de la FE,
estableciéndose falencias en su interpretacion y
vinculacion con los fendmenos a los que se puede
asociar, debido a la omisiéon de una situacion real
como via de entrada al concepto que permita en
los estudiantes, desde el cuestionamiento, cons-
truir conocimiento y contrastarlo con el fenémeno
en estudio. Ademas, si bien las nuevas propuestas
de su ensefianza plantean iniciar el contenido in-
tencionando la modelacion matematica con situa-
ciones de la vida diaria, en la mayoria de los casos
sus datos a estudiar se ajustan perfectamente al
modelo buscado, lo que dista del estudio real de
fendmenos en los cuales suelen haber margenes
de errores de precision en la recoleccion de da-
tos 0 en como se ajustan los datos al modelo (en
ocasiones saltandose la etapa de recoleccion de
datos); y de este modo, quitando la posibilidad a
los estudiantes de cuestionarse la dificultad de
la recoleccién precisa de datos y las limitaciones
que un modelo construido conlleva ante los dis-
tintos factores presentes en la realidad y su con-
tinua variabilidad. Asi, el objetivo que sigue esta
investigacion es: describir el ciclo de modelacion
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matematica efectuado por estudiantes de educa-
cién media en una tarea matematica que involucra
experimentacion y tecnologia para la construccion
del concepto de FE.

3. MARCO TEORICO

La investigacion se realizé desde la mirada de la
Modelacion Matematica. Blum y Borromeo Ferri
(2009) describen la Modelacion Matematica como
una habilidad del quehacer mateméatico cuyo prin-
cipal enfoque es la traduccion entre el mundo
real y el mundo matematico. Este proceso invo-
lucra la representacion de la realidad a partir de
un modelo matematico (entendiendo la realidad
como situaciones en contextos no matematicos
que pueden llegar a ser reales en la imaginaciéon
de los estudiantes). En Chile, la ensefianza de la
matematica a nivel escolar establece el Modelar
como una de las habilidades matematicas pilares
en su curriculo, junto a las de Argumentar y Comu-
nicar, Representar y Resolver problemas. Se suele
distinguir entre dos enfoques en relacion con la
modelacion mateméatica. Por un lado, se encuen-
tran las aplicaciones y la modelacion orientadas
al aprendizaje de las matematicas; por otro, el
aprendizaje de las matematicas con el propdésito
de desarrollar competencias en la construcciéon
de modelos. El primer enfoque concibe las activi-
dades de modelacion como un medio para favo-
recer la comprension de conceptos matematicos,
mientras que el segundo se centra en la utilizacion
de las matematicas para elaborar modelos (Niss
et al., 2007). Aungue ambos enfoques no son ex-
cluyentes, difieren en el énfasis que otorgan al tipo
de actividades que se promueven en el aula. Es
importante aclarar la concepcion de modelo que
se utilizara durante este estudio, la que se rela-
ciona con lo sefialado por Borromeo Ferri (2010),
quien la establece como un conjunto de relaciones
y simbolos matematicos que, de alguna manera,
representan el fendmeno en cuestion (de manera
numérica, tabular, grafica o algebraica).

Existen distintos ciclos de estudio de la modela-
cién matematica, pero nos enfocaremos en el de
Blum-Borromeo Ferri (Borromeo Ferri, 2010) el que
identifica ciertas etapas en el proceso de modela-
cion matematica, profundizando en el anédlisis de
procesos cognitivos. En este ciclo se distinguen
las siguientes fases: (RS) Situaciéon Real, (MRS)
Representacion Mental de la Situacion, (RM) Mo-
delo Real, (MM) Modelo Mateméatico, Resultados
Matematicos y Resultados Reales. A diferencia
de los demas ciclos, en los que se identifican en
general aspectos procedimentales entre mundo
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real y mundo matematico, Borromeo Ferri enfatiza
en el transito entre estas fases buscando desci-
frar lo que ocurre en la mente de una persona al
enfrentarse a tipos de tareas que demanden esta
habilidad: la RS apunta a la situacion presente
en el problema. En el transito de la RS a la MRS
la persona entiende mas o menos el problema, y
puede trabajar en él, aunque aun no lo compren-
da del todo. La MRS puede ser distinta en cada in-
dividuo. Dependera de su estilo de pensamiento,
experiencias previas, o0 podra construirse desde
los datos numéricos y relaciones que existan en
el problema, lo que dependera del conocimien-
to que tenga y asociaciones que logre la persona
en el problema. En el paso de la MRS al RM se
realizan simplificaciones, se filtra la informacion
relacionandola con conocimiento extramatema-
tico dependiendo de la tarea. Existe un vinculo
estrecho entre la MRS y la RM, ya que la prime-
ra esta construida a nivel interno, y desde alli se
buscan transmitir representaciones externas que
representen el RM. La MM es la fase que consiste
de representaciones externas, dibujos o expresio-
nes matematicas. En esta fase las expresiones de
la persona se relacionan mas con relaciones ma-

tematicas que con la realidad. En este punto, se
completa la transicion hacia las matematicas. En
el proceso de transicion entre el MM a los resul-
tados matematicos (etiquetado 4 en la Figura 1)
influyen las competencias matematicas que tenga
una persona, tales como recursos matematicos,
estrategias procedimentales y de célculo para
obtener resultados y conclusiones. La fase de
resultados matematicos se compone del registro
de los resultados desde el modelo. El transito de
los resultados matematicos a los resultados rea-
les (etiquetado 5 en la Figura 1) se hace a través
de la reinterpretacion de los resultados obtenidos
a partir del problema original y sus condiciones.
Borromeo Ferri (2006) plantea que esta transicion
muchas veces las personas la realizan de manera
inconsciente. Finalmente, en la fase de resultados
reales se ponen a prueba estos con la situacion.
En el proceso de validacion, la persona busca re-
laciones entre los resultados obtenidos y su MRS,
desde una validacion intuitiva o validacion basa-
da en los conocimientos. La Figura 1 muestra las
partes, fases y transiciones del ciclo que se han
descrito.

Figura 1. Ciclo de modelacion de Blum-Borromeo Ferri

Nota: Tomado de Borromeo Ferri (2010)

4. METODOLOGIA

Esta investigacion es de tipo cualitativa y conside-
ré6 como método el estudio de caso instrumental
(Stake, 2007; Yin, 2018), cuya finalidad es descri-
bir cémo los estudiantes escogidos desarrollan el
ciclo de modelacion durante la situacion de ense-
nanza de la FE propuesta.
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Los participantes fueron estudiantes de ensefan-
za media (16-17 afios) de un colegio municipal de
la comuna de Las Condes de la ciudad de Santia-
go de Chile. Se identifico a cada estudiante como
E_(i,j), donde i representa el grupo al que perte-
necio el estudiante. Para el desarrollo de las se-
siones implementadas, se formaron 4 grupos de 3
integrantes, siendo en total 12 participantes. Cada
grupo utilizé un tipo de pelota distinto para realizar
el experimento (Tabla 2).



NICOLAS GAETE SILVA

Tabla 2. Grupos y estudiantes clase 1y 2

G, (Basquetbol) G, (Véleibol) G, (Tenis) G, (Futbol)

Estudiantes | E,, E,, £y, E,,

Estos estudiantes abordaron por primera vez la FE, aunque si habian visto los contenidos previos nece-
sarios para su ensefianza (crecimiento y decrecimiento exponencial, funcioén lineal y cuadratica, varia-
cién porcentual, operatoria y orden de numeros reales). Se les entregd una carta en la que dieron sus
consentimientos sobre la investigacion, donde se sefialaba el resguardo de los datos.

La situacion de ensefanza propuesta a partir de la cual se recogieron los datos considerd uso de tec-
nologia, en particular del Software GeoGebra. La tarea fue elaborada en el marco de un Estudio de
Clases en el contexto de estudios de posgrado de Didactica de la Mateméatica, en donde colaboraron
compaferos y docentes. El fendbmeno que se estudié en la tarea fueron las alturas sucesivas que alcan-
za una pelota luego de cada rebote consecutivo al dejarla caer desde cierta altura inicial, cuya relacion
se modela mediante una FE. La tarea se estructurd en 3 partes (hipotesis-experimentacion-discusion)
y se implementd en dos clases de 70 minutos cada una. La modalidad de trabajo fue en grupo de tres
personas (salvo las dos primeras preguntas). Cada grupo posefa un computador para usar GeoGebra.
Los instrumentos de recoleccion de datos fueron las producciones escritas, grabacion de audio por
grupo y grabacion de video en el momento de los plenarios y durante el uso del software GeoGebra.
Las preguntas de la tarea se construyeron intencionando asociarlas a las fases del ciclo de modelaciéon
de Blum-Borromeo Ferri (2010), con la finalidad de hacer emerger en los estudiantes su habilidad de
modelar, describiendo este proceso bajo este ciclo. En la Tabla 3, se presenta el andlisis a priori de las
preguntas de la tarea.

Tabla 2. Anélisis a priori de la tarea matemaética

Fases del Ciclo Preguntas/situacion de la tarea Respuesta experta

de Modelacion

Analizar el comportamiento de las al-
turas sucesivas que alcanza una pe-
lota luego de cada rebote consecuti-
vo al dejarla caer desde cierta altura.

Situacion real

Si dejan caer una pelota desde cierta
altura sobre algun piso scomo creen
que sera la altura que alcance la pe-
lota después de cada rebote? Repre-
Representacion | senten la situacion de manera visual y
mental de la si- | describanla con sus palabras.

tuacion
La razén entre la altura de la pelota luego de cada
rebote y la altura que alcanza la pelota luego del bote
anterior es constante.

Modelo real ¢ Qué aspectos creen que influyen en | La pelota (su forma, material, tamafio y presion), el

la situacion anterior? tipo de suelo y la velocidad del viento.
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Modelo
matico

mate-

Imaginen que sueltan una pelota
desde la altura que ustedes quieran
sobre la cancha de cemento del co-
legio. Representen y describan las
alturas que alcanzaria la pelota luego
de cada rebote.

Se realiza el experimento y se repre-
sentan los resultados obtenidos.

Si los datos obtenidos se relaciona-
ran por medio de una funcion, ;cémo
podriamos describir esta funcion?
Procuren detallar lo que méas puedan
su descripcion.

Registren los datos del experimento
en la hoja de calculo de GeoGebra,
y observen los modelos de regresion
que aparecen. Si tuvieran que esco-
ger el que mejor se ajusta al fenéme-
no estudiado y mejor pueden inter-
pretar, jcual escogerian? jPor qué?
Justifiquen.

¢Cudl es el patrén que pueden evi-
denciar en las alturas de la pelota?

Tabla de observacion

N° de bote Altura (cm)
1} 150
1 90
2 54
3 32
4 19
5 115
A - (D, 150) ol
B =01, w) .
e
C =254
=
0 (3.9
E~14.29) s &
i

~11s)

La funcién es un decrecimiento exponencial, cuya
representacion algebraica es de la forma f(x)=a - b*,
con O<b<1, a representa la altura inicial, y b la razon
entre los valores consecutivos de las imagenes de
la funcion. La representacion grafica es una serie de
puntos que siguen la tendencia de una curva asintota
al eje X, cuya interseccion al eje Y es en el punto (0,a).

s ™ Xy

v.81992

X AAICE

y= 152 0L 23T

El modelo de crecimiento y exponencial son los que
mejor se ajustan a la situacion, desde su coeficiente
de determinacion. La representacion algebraica del
modelo de crecimiento es mas facil de interpretar a
nivel escolar. La altura de la pelota alcanzada luego
de cada rebote es aproximadamente el 60% de la
altura que alcanzé la pelota luego del rebote anterior.
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Resultados ma-
tematicos

A partir de la observacion del expe-
rimento y representaciones de los
datos obtenidos ¢ podrian estimar la
altura que alcanzaria la pelota luego
del sexto rebote? Justifica.

A partir del modelo escogido y de los
datos graficados, ¢podrian estimar
con mayor precision la altura que
habria alcanzado la pelota luego del
sexto rebote? Se hace una institucio-
nalizacion del contenido.

Se puede predecir gracias al patrén presente en la
situacion. Asi, su altura al sexto rebote seria 6,8 cm.
El modelo escogido de GeoGebra indica el mismo
valor.

Resultados rea-
les

Si un estudiante les cuenta que rea-
lizara el mismo experimento, con el
mismo tipo de pelota que escogiste
en la actividad (futbol, basquetbol,
tenis o voleibol) y desde la misma al-
tura inicial, pero en su casa ¢podrian
predecir exactamente |0 que ocurrira
con sus alturas luego de cada rebo-
te a partir de lo hecho en esta activi-
dad? Argumenten su respuesta.

La pelota, ¢dejaréd de rebotar alguna
vez? ;jPor qué?

¢Crees que otra situacion contenga
ciertas variables con un comporta-
miento de decrecimiento (o creci-
miento) en el que se presente un pa-
trén similar? 4 Cudl? ¢ Por qué?

No, ya que las condiciones iniciales no son las mis-
mas (tipo de suelo, presion de la pelota y condiciones
del viento). De todos modos, se podria establecer
una prediccién en cierto rango, garantizando la ma-
yoria de las condiciones iniciales.

La pelota dejara de rebotar. La expresion del modelo
es 0 cuando la cantidad de rebotes tiende a infinito.

El crecimiento bacteriano, los créditos financieros, la
depreciacion de la tasacion de autos, etc.

Nota. Elaboracion propia

En la segunda clase, se consideraron los resultados del experimento obtenidos por el grupo que mas se
asemejaban a un comportamiento exponencial y los declarados como respuesta experta.

Para analizar las producciones de los estudiantes se establecieron como unidades de analisis las res-
puestas a la tarea, las transcripciones de las discusiones entre 10s grupos y de los plenarios como grupo
curso. Considerando el propdsito descriptivo de la investigacion, en la Tabla 4 se proponen categorias,
como técnica de un analisis del contenido (Mayring, 2015), para analizar e interpretar como los estu-
diantes modelan matematicamente en cada fase del ciclo de modelacién que la situacion de ensefianza
considerd para el concepto de FE.
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Categorias

Representa-
cion mental de
la situacion

Tabla 3. Analisis a priori de la tarea matematica

Descripcion

Externalizan alguna hipétesis sobre el fené-
meno a partir de experiencias previas por
medio de representaciones o descripcio-
nes, identificando caracteristicas de las va-
riables relacionadas (altura- rebotes), tales
COmo Ssus comportamientos, sus rangos,
posibles valores y especifican qué tipo de
variables son (discretas/continuas).

Ejemplo

Los estudiantes representan la trayectoria de
la pelota luego de cada rebote al dejarla caer
desde cierta altura. Escriben ademas las carac-
teristicas de esta trayectoria, estimando valores
0 alguna idea de como estos se relacionan.

Modelo real

Mencionan condiciones iniciales que influ-
yen en el comportamiento de la variable
altura, y se expresa alguna idea del como
influyen.

“Influye el tipo de pelota, su presion, tamafio,
material, el tipo de suelo, el viento, ya que estas
condiciones determinaran que la pelota rebote
mas o0 menos luego de cada rebote”

Modelo mate-
matico

Representan la relacion entre las variables
alturas-rebotes a través de secuencias
numéricas, tablas, graficos o expresiones
algebraicas. Interpretan las representacio-
nes del Software GeoGebra.

Proponen alguna funcién como representante
del fendmeno, representandola a través de ta-
blas, graficas o expresiones algebraicas. Utilizan
el Software GeoGebra para determinar la funcién
que modela el fenémeno a partir de los datos en-
tregados, asociando los componentes del mode-
lo a las caracteristicas del fendmeno.

Resultados
matematicos

Utilizan el modelo encontrado para deter-
minar valores que permitan estudiar las ca-
racteristicas del fendmeno.

Determinan la altura de la pelota en el rebote
consecutivo al Ultimo registrado en la experimen-
tacion justificandolo desde de la deduccion de
un patrén en la representacion de las variables
relacionadas y/o desde una interpretacion de las
representaciones del Software GeoGebra.

Resultados
reales

Argumentan el alcance y las limitaciones
del modelo encontrado para su aplicacion
en contextos reales.

Sefialan la relevancia de las condiciones inicia-
les para poder predecir exactamente el compor-
tamiento del fendbmeno a partir de la experiencia
vivida. Mencionan ejemplos de otros fendmenos
en los que sus variables presenten un compor-
tamiento similar. Afirman si la pelota dejara de
rebotar o no alguna vez al dejarla caer.

Nota. Elaboracion propia

5. RESULTADOS

Los resultados que se presentan consideran los
datos obtenidos mas relevantes en cuanto a la
manifestacion por parte de los estudiantes de
cada fase del ciclo de modelacién durante la si-
tuacion de ensefianza.

En esta categoria, en general las representacio-
nes coinciden con la respuesta experta. Las des-
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cripciones varian bastante, ya que algunos estu-
diantes no agregan descripcion de la situacion,
otros solo sefialan la caracteristica decreciente de
la altura luego de cada rebote sefialando ademas
la caracteristica discreta de esta Ultima variable
(Figura 2) y algunos agregan ademas que en al-
gun un momento la pelota dejara de rebotar. Solo
E,, detalla en su descripcion como es el compor-
tamiento decreciente de las alturas, relatando una
disminucién constante de la altura de la pelota en
razon 1:4 luego de cada rebote (Figura 3).



Figura 2. Produccion de E, , fase Representacion men-
tal de la situacion

Si dejan caer una pelota desde cierta altura sobre algun piso ;cémo
creen que sera la altura que alcance la pelota después de cada re-
bote? Representen la situacion de manera visual y describanla con
sus palabras.

Nota: “La altura que alcanza la pelota luego de rebotar dismi-
nuye luego de cada rebote”

Figura 3. Produccion de E, , fase Representacion men-
tal de la situacion

Si dejan caer una pelota desde cierta altura sobre algun piso cémo
creen que sera la altura que alcance la pelota después de cada re-
bote? Representen la situacion de manera visual y describanla con
sus palabras.

Nota: “yo creo que la pelota va a disminuir aprox de su
altura en cada rebote o incluso mas,”

Todos los estudiantes identifican las variables en
estudio (altura-rebotes), lo que se evidencia en las
figuras anteriores y en que todos los aspectos se-
Aalados en la pregunta de esta seccion son condi-
ciones que sf influyen en el comportamiento de las
alturas de la pelota. Ningun estudiante por si solo
menciona todos los aspectos considerados en
la respuesta experta, aunque luego de discutirlo
como grupo pueden complementar los aspectos
propuestos por cada uno y se acercan bastante a
lo planteado a priori.

Se generan conversaciones entre los participan-
tes de G,, que evidencian una conciencia de lo
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relevante que son las experiencias previas y el
conocimiento de cada persona para considerar
aspectos en el estudio de ciertos fendmenos. La
Figura 4 y Figura 5 muestran el didlogo de los es-
tudiantes y sus aspectos considerados en la situa-
cion, respectivamente.

Figura 4. Conversacion de G, en fase Modelo real

[11:41-12:12] Audio 1 G,

E,: “Va a depender de qué tan inflada esté la pelota,
el material de la pelota, la altura y la fuerza”

E, . “Yo puse la altura desde la que cae la pelota, la
fuerza peso, fuerza de roce e inclinacion de la caida”.

E, “Ella |a fisica”.

E, ;. “Me gustd mucho lo que dijiste de qué tan inflada
esta la pelota, porque es que porque, siento que ahi
se ve como bueno, si se supone que esto es para
como pensar en cOMO pensamos Nosotros las cosas
y €so de qué tan inflada esté la pelota, es algo que
dirfa una persona que solamente haga cosas con
pelota cachay, como tu juegas voéley y todas esas
cosas, entonces igual como que muestra una forma
distinta de cémo lo relaciona ella con lo que ha visto”.

Nota: Transcripcion de audio

Figura 5. Produccion de G, fase Modelo real

¢ Qué aspectos creen que influyen en la situacién anterior?

Nota: “-Altura desde que cae la pelota -Fuerza peso -Fuerza
de roce -Inclinacién de la caida -Inflacion de la pelota -Mate-
rial de la pelota -Factores externos como viento”

Previo a realizar el experimento cada grupo ma-
nifiesta inquietud e inseguridad en cémo predecir
los valores de la altura en cada rebote. Discuten
las propuestas, en donde G,, luego de dibujar una
trayectoria, criticarla, borrarla y volver a dibujar-
la plantea el objeto matematico de fraccion como
medio para abordar la pregunta. Comienzan plan-
teando un decrecimiento en razén 1:2 de la altura
que alcanza la pelota luego de cierto rebote con
respecto a la altura alcanzada por la pelota luego
del rebote anterior, la cuestionan y luego estable-
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cen la razén 3:4, aclarando en su conversacion la
diferencia de reduccién en 3:4 de una reducciéon
a 3:4. La Figura 6 muestra la los valores estimados
a partir de esta razon (en la representacion se sal-
tan el valor de la altura luego del segundo rebote,
aungue en su conversacion si sefialan que seria
2,25).

Figura 6. Produccion de G, previo a la experimentacion
fase Modelo matematico

Imaginen que sueltan una pelota desde la altura que ustedes quie-
ran sobre la cancha de cemento del colegio. Representen y des-
criban las alturas que alcanzarfa la pelota luego de cada rebote (al
menos 5 rebotes).

Nota: “la altura inicial seria 4 metros y si bajara disminuiria
alrededor de de cada altura. 2° Piso 4, 5 metros de altura”

G, discute las condiciones iniciales en casi la tota-
lidad del tiempo destinado a esta seccion. Al final
plantean una razon de decrecimiento de 1:3, pero
por tiempo no alcanzan a calcular los valores. G,
plantea que, lo solicitado en esta pregunta, segun
E,, "es modelarlo”. Primero indican que existe
una razén de 1:2 entre la altura de la pelota luego
de cierto rebote y la altura de la pelota luego del
rebote anterior. Cuestionan esta razon. E,, plan-
tea “quizas se podria partir al revés, quizas po-
drfamos partir de una ecuacion”. “Todo nos lleva
a una ecuacion” sefiala £, ,. Plantean una funcion
lineal como modelo de la situacion, lo cuestionan
y luego sefialan que debiese ser afin. La Figura 7
muestra lo desarrollado por este grupo en la guia.
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Figura 7. Produccion de G, previo a la experimentacion
fase Modelo matematico

Imaginen que sueltan una pelota desde la altura que ustedes quie-
ran sobre la cancha de cemento del colegio. Representen y des-
criban las alturas que alcanzaria la pelota luego de cada rebote (al
menos 5 rebotes).

Posterior a la realizacion del experimento y reco-
leccién de los datos, la Figura 8 y Figura 9 mues-
tran los dialogos de G, y G, respectivamente, en
donde se evidencia que ya infieren caracteristicas
de la funcion que modela el fenémeno. En el ple-
nario ambos grupos manifiestan incapacidad de
encontrar la expresion algebraica que represente
la situacion.

Figura 8. Conversacion de G, post experimentacion en
fase Modelo matematico

[11:45 - 12:46] Audio 2 G,
E, ,: “Es afin porque no pasa por el origen”.

E, . “Tampoco seria una linea recta, yo siento que
tomarfa una curva que se va acercando a x, pero que
no la toca”.

E, .. “Es como un tobogan”.

E, - “Mientras mas grande es el nimero x, se va achi-
cando la diferencia de las alturas”.

Nota: Transcripcion de audio



Figura 9. Conversacion de G, post experimentacion en
fase Modelo matematico

[10:40 - 11:16] Audio 2 G,
E, : “Cada vez se reduce menos”.

E,,: “Cada vez que rebote reduce mas exponencial-
mente su altura”.

E, : “¢Qué significa exponencialmente?

E,,: “Por ejemplo, la curva en que disminuye es mas
alta, o sea, por ejemplo, puede que va asi, pero igual
es una gran cantidad para su cantidad de altura que
tiene en ese momento”.

Nota: Transcripcion de audio

La Figura 10 muestra los datos obtenidos por G,
en el experimento, 10s que seréan analizados en la
clase 2. Por ultimo G, sefnala que, a partir de los
datos obtenidos, la relacion se asemeja mucho a
una funcion afin. En la Figura 11 se ve como es-
criben (con ayuda de GeoGebra) dos funciones,
una que interseca el primer y el segundo punto de
la representacion grafica de los datos obtenidos,
y otra que interseca el primer y ultimo punto. En el
plenario, sefialan que la expresién algebraica que
modela la situacion serfa un promedio de esas
dos rectas. Aqui finaliza la clase 1.
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Figura 10. Produccion de G, experimentacion fase
Modelo matematico

Figura 11. Produccion de G, post experimentacion fase
Modelo matematico

b. Si los datos obtenidos se relacionaran por medio de una funcion
;,cémo podriamos describir esta funcion? Procuren detallar lo méas
que puedan su descripcion.

En la clase 2, los grupos comienzan ingresando los datos entregados en GeoGebra y analizan qué
modelo de regresion se ajusta mas a los datos. G, y G, escogen el modelo de regresion “crecimiento”,
sefialando que su lectura e interpretacion es mas facil, mientras G, y G, escogen el modelo de regresion
“exponencial”’. Ambos modelos son equivalentes en su representacion grafica, pero se representan de
distinta manera algebraicamente. La Figura 12 y Figura 13 muestran las representaciones gréficas y
algebraicas de los modelos escogidos. En la Figura 14, G, justifica la eleccion de su modelo.

Figura 12. Modelo de regresion de GeoGebra escogido por G, a partir de datos entregados

Nota. “Modelo de regresion exponencial y=150.3911-¢0315”
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Figura 13. Modelo de regresion de GeoGebra escogido por G, a partir de datos entregados

Nota. “Modelo de regresion crecimiento y=150.3911-0.5974<”

Figura 14. Produccion de G, post analisis de los mode-
los de regresion entregados por GeoGebra

Registren los datos del experimento en la hoja de célculo de GeoGe-
gra, y observen los modelos de regresion que aparecen. Si tuvieran
que escoger el que se ajusta mejor al fenédmeno estudiado y mejor
pueden interpretar, ;cudl escogerian? ;Por qué? Justifiquen.

Nota. “La de crecimiento, porque la formula es mas conocida
o mas facil de interpretar, la curva que genera pasa por todos
los puntos”

En el plenario de esta pregunta, G, expone su pro-
duccién escrita, y complementa que el modelo de
regresion exponencial arrojado por GeoGebra es
mas dificil de interpretar al estar presente el nume-
ro de Euler, el que, segun sus palabras, es desco-
nocido por muchas personas. Respecto al patrén
presente en las alturas, G,, G, y G,solo mencionan
la caracteristica decreciente. G, complementa en
el plenario que logran identificar el patron en los
datos de las alturas entregadas luego de cada re-
bote en la respuesta experta, sefialando que exis-
te un decrecimiento muy cercano a un 40%.

Dado que los datos recolectados en la experimen-
tacion de G, entregan la altura de la pelota luego
del sexto rebote, los grupos responden la pregun-
ta de esta seccion respecto a los datos brindados
de la respuesta experta. Todos los grupos logran
estimar el valor de la altura solicitada. Algunos lo
hacen desde la interpretacion del modelo entre-
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gado por GeoGebra, y luego calculando su valor
remplazando el valor de la incégnita x en el mode-
lo por 6. Algunos grupos, ademas, notan que en
GeoGebra pueden ingresar algun valor en una de
las variables del fendbmeno, y el programa les arro-
ja el valor de la otra variable relacionado al valor
previamente ingresado. G, y G, realizan esta ac-
cion para comprobar lo hecho anteriormente con
calculadora. La Figura 15 muestra la respuesta de
G, en esta seccion.

Figura 15. Produccion de G, post analisis de los mode-
los de regresion entregados por GeoGebra

A partir del modelo escogido y de los datos graficados, ¢podrian
estimar con mayor presicion la altura que habria alcanzado la pelota
luego del sexto rebote? ;Cudl es el patrén que pueden evidenciar en
las alturas de la pelota? Describanlo.

Nota. “creemos que si se podria estimar, en que el geogebra

al utilizar el modelo de regresion en crecimiento en el 6to re-

bote nos dio un aproximado a 6,8 y nosotros habiamos dicho
que seria 7 por lo que si se podria estimar”

Todos los grupos plantean que en caso de repetir
el experimento en otro lugar no se puede prede-
cir exactamente el comportamiento de las alturas
de la pelota, ya que dependera de las condicio-
nes iniciales, y que en caso de que se garantizan
estas, se pueden hacer estimaciones bastante



cercanas de lo que pasaria. G, es quien relata de
manera mas amplia esta idea, lo que se muestra
en la Figura 16.

Figura 16. Produccion de G, pregunta prediccion al
volver a repetir el experimento en otro lugar

Si un estudiante les cuenta que realizara el mismo experimento, con
el mismo tipo de pelota que escogiste en la actividad (futbol, bas-
quetbol, tenis o voleibol) y desde la misma altura inicial, pero en su
casa ¢ podrian predecir exactamente lo que ocurrird con sus alturas
luego de cada rebote a partir de lo hecho en esta actividad? Argu-
menten su respuesta.

Nota. “No podria predecir exactamente, pero si habrian
coincidencias porque afectaria si los rebotes lo hiciera en el
patio y el suelo fuera pasto, o si esta inclinado, también al ser
medido al ojo puede que los resultados se parezcan, pero no
sean los mismos”

Respecto a los ejemplos de situaciones cuyo
comportamiento variacional sea similar, los gru-
pos plantean ejemplos relacionados a tasas de
crecimiento poblacional y de intereses en bancos.

Con respecto a la pregunta de si la pelota dejara
de rebotar, la Figura 17 muestra el didlogo que se
genera respecto a esta en el plenario.
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Figura 17. Didalogo plenario final

[02:46 - 07:20] Video 4

E, . “Si, porque parte de una base, y va rebotando,
se hace més chico, y asi asf y en algun momento
llega a cero, porque no puede pasar a los numeros

negativos tampoco”.

E , “Yo puse que si, porque en realidad es conoci-
miento que ya sabemos, la gravedad y por todo, y en
algun punto se va a quedar quieta”.

Docente: “Quizas la pregunta no fue la adecuada. ¢ A
los cuantos rebotes deja de rebotar la pelota?”

E, . “Nosotros buscamos y en el 29 exactamente”.

E,,: "Almenos al comprobar en GeoGebra, en 29 lle-
gaba a cero”.

E ,: "En 28 era 0,00001".

E,, "Yocreo que en realidad nunca llega a cero. Qui-
zas en el GeoGebra llega a cero, pero porque pone
una cantidad exacta de decimales. Y como tiene una
cantidad infinita de decimales, nunca va a llegar a
cero”.

Docente: “Jovenes, lo que dice el E,, es cierto. El
GeoGebra, cuando tienes muchos ceros, y al final un
numero, coloca que eso es cero. Pero, en términos
de célculo, eso no es cero, es cero coma Cero cero
cero cero cero y algun otro numero después”.

E,, “Pero”.

E, . “Tiende a cero”.

E, . “Si pero como”.

Docente: “Me encanto6 esa palabra”.

E, . “Eso es como matematicamente, pero, nosotros
¢no llega a cero? Es que igual a mi me dijeron en esta
clase eso no es matematica, es mas como fisica. No
se la ley, hay una ley, no recuerdo en este momento,
la ley de inercia creo, con lo cual no se puede decir
que va a llegar a cero... La matematica no es real,
deberia tener... no deberia existir”.

(todos rien)
Docente: “scomo surge la mateméatica?”

E, .. "noes real no es real”.

Nota: Transcripcion de audio
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6. DISCUSION

En relacion a las fases del ciclo de modelacion de
Blum-Borromeo Ferri, podemos observar en los re-
sultados agrupados en las categorias de analisis
Representacion mental de la situacion y Modelo
real, lo importante que son las experiencias pre-
vias de los estudiantes en términos de qué aspec-
tos considerar en el estudio de algun fenémeno.
Por otro lado, en la categoria de analisis Modelo
matematico se da cuenta de lo relevante que son
las competencias matematicas para poder cons-
truir e interpretar modelos, lo que se evidencia
en las distintas propuestas de funciones por par-
te de los estudiantes que relacionaban los datos
obtenidos después de realizar el experimento, en
como consideran un abordamiento porcentual en
la comparacion de cantidades para establecer un
patrén, y cémo conectan estos conceptos para
manifestar el comportamiento variacional del fené-
meno desde las nociones sefialadas por Alarcon
Relmucao (2024).

En linea con lo anterior, podemos ver como el uso
de GeoGebra permitio representar, utilizar e inter-
pretar el modelo del fendmeno al punto que los
estudiantes cuestionaron sus caracteristicas aun
mas de lo que se solicitaba, lo que se evidencia
cuando averiguan de manera auténoma a los
cuantos rebotes la pelota dejara de hacerlo. Esto
complementa el uso de la tecnologia solo para fi-
nes de calculo declarados en el estado del arte
de Flores y Vigo (2019) para la ensefianza de la
FE. Se confirma ademas cémo el andlisis covaria-
cional, estudiado en este caso a través de un Sof-
tware, es la base para la construcciéon del modelo
buscado tal y como lo plantean Confrey y Smith
(1995).

Los didlogos presentados en los resultados de la
propuesta son bastante interesantes, ya que mani-
fiestan, en las reflexiones de los estudiantes, como
las conexiones entre el mundo real y el mundo ma-
tematico que plantea el marco tedérico, sumados a
los conocimientos que se tengan de cada uno de
ellos, son trascendentales en el proceso de apren-
dizaje-ensefianza de la matematica. En particular,
las respuestas a la pregunta de si la pelota deja-
ré de caer muestra como los estudiantes, al igual
que en la anterior implementacion, logran a partir
del fendmeno estudiado considerar los dos mun-
dos, y son capaces de interpretar el modelo des-
de la mirada de ambos, articulando lo conceptual
y tedrico del mundo matematico con los alcances
y limitaciones que tienen estas ideas con el mun-
do real, tal y como apunta Borromeo Ferri (2010).
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7. CONCLUSIONES

A partir de los resultados obtenidos podemos con-
cluir que tareas de modelacion que estudien algun
fendmeno conocido y busquen transitar por las
distintas fases del ciclo de modelacion, permiten
describir como los estudiantes modelan y apren-
den en el contexto de aprendizaje de la FE. La
combinacion de todos los elementos de la tarea
dio pie a los estudiantes a utilizar la matematica
como herramienta para cuestionarse el fenémeno
en estudio durante todo el proceso de ensefianza,
y lograr ademas aprender un nuevo concepto ma-
tematico. Se evidencia una progresion en sus va-
lidaciones, basadas en conocimientos obtenidos
en el transcurso de la tarea, a diferencia de las
validaciones intuitivas originales.

Respecto a las fases del ciclo de modelacion, en
las preguntas de la tarea agrupadas en las fases
Representacion mental y Modelo real, hubo res-
puestas de todos los estudiantes, lo que recalca
la importancia de contextualizar la ensefianza en
situaciones que sean conocidas, de modo que
tengan la capacidad de proponer ciertas hipétesis
y argumentarlas basadas en experiencias previas
y conceptos matematicos conocidos, comunican-
dolas a través de una combinacion entre ellas. En
este sentido, el fenébmeno escogido para la situa-
cion fue un acierto. En las fases Modelo matema-
tico y Resultados matematicos fue trascendental
la conexion en los estudiantes de sus contenidos
previos en matematica con el uso del Software
GeoGebra para la interpretacion del modelo que
este les entregaba, el cudl era desconocido para
la mayoria de ellos (el manejo que tenian del con-
cepto funcion aca fue clave para sus interpreta-
ciones). Lo anterior es importante tenerlo en con-
sideracion ante el creciente protagonismo de la
inteligencia artificial en la ensefianza de la mate-
matica, ya que su presencia y uso para un apren-
dizaje significativo debe idealmente estar articu-
lado con las fases anteriores y las caracteristicas
que se buscaron en ellas para ensefiar nuevos
conocimientos. Finalmente, la fase de Resultados
reales se configuré como un momento decisivo en
la consolidacion del aprendizaje del concepto de
FE. Esta etapa representa el cierre del proceso
de modelacion, en el cual, tras la integracion de
los distintos conceptos matematicos abordados
durante las clases, se evidencid como el mode-
lo construido permitié, mediante su interpretacion
del fendmeno estudiado, establecer los alcances
y limitaciones del mismo en relacion con las ca-
racteristicas del mundo real. La culminacion del
ciclo de modelacion se constituyd, asi, en una ins-
tancia valiosa para que los estudiantes reconocie-



ran, mas alla de la adquisicion de un nuevo con-
cepto matematico, la relevancia de esta disciplina
en la vida cotidiana, su potencial de aplicacion en
diversas situaciones y su papel en la comprension
de los fendbmenos que los rodean.

Esta investigacion abre diversas posibilidades
para profundizar en la comprension de los pro-
cesos de modelacion matematica en el aula. Los
resultados obtenidos evidencian la necesidad de
seqguir indagando cémo los estudiantes transitan
entre los mundos real y matematico, donde es-
tan involucradas habilidades de interpretacion,
argumentacion y generalizacion que no siempre
se explicitan, sino que muchas veces se realizan
de manera inconsciente. Futuras investigaciones
podrian centrarse en caracterizar los distintos
transitos efectuados por cada estudiante en el ci-
clo de modelacioén, considerando los obstaculos
epistemoldgicos y didacticos que surgen durante
la construccion de modelos.

DECLARACION DE USO ETICO DE HERRA-
MIENTAS DE LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL

Para apoyar la busqueda de referencias biblio-
graficas se utilizé la herramienta Consensus. Para
apoyar la revision de la escritura se utilizé la herra-
mienta ScholarGPT (basada en el modelo GPT-5
de OpenAl).

NICOLAS GAETE SILVA

Revista Chilena de Educacion Matemética, Volumen 18, N°1

| 53



LA PELOTA, . DEJARA DE REBOTAR? MODELACION DE LA FUNCION EXPONENCIAL

6. REFERENCIAS

Advincula, E. (2010). Una situacioén didactica para la en-
sefianza de la funcién exponencial, dirigida a estudian-
tes de las carreras de humanidades [Tesis de maestria
no publicada]. Pontificia Universidad Catdlica del Peru.

Alarcén Relmucao, N. (2024). Nociones basicas como
base de la comprension de la funcion exponencial en
la educacion secundaria: Un estudio comparativo entre
Chile y Alemania [Tesis doctoral, Universidad de Biele-
feld]. PUB — Publications at Bielefeld University.

Blum, W., y Borromeo Ferri, R. (2009). Mathematical mo-
delling: Can it be taught and learnt? Journal of Mathe-
matical Modelling and Application. 1(1), 45-58.

Borromeo Ferri, R. (2006). Theoretical and empirical di-
fferentiations of phases in the modelling process. Zen-
tralblatt fur Didaktik der Mathematik, 38(2), 86-95. ht-
tps://doi.org/10.1007/BF02655883

Borromeo Ferri, R. (2010). On the influence of mathe-
matical thinking styles on learners’ modeling behaviour.
Journal fur Mathematik-Didaktik, 31(1), 99-118. https://
doi.org/10.1007/s13138-010-0009-8

Cambronero, S. (2002). Una construccion elemental de
las funciones exponencial y logaritmica. Revista Digital:
Matematica, Educacion e Internet, 3(1), 1.

Colvin, R., y Edwards, V. (2018). Teaching for global
competence in a rapidly changing world. OECD Publi-
shing. https://doi.org/10.1787/9789264289024-en

Confrey, J., y Smith, E. (1995). Splitting, covariation, and
their role in the development of exponential functions.
Journal for Research in Mathematics Education, 26(1),
66-86.

D’Amore, B. (2008). Epistemologia, didactica de la ma-
tematica y practicas de ensefianza. Revista de la ASO-
VEMAT, 17(1), 87-106.

Flores, R., y Vigo, K. (2019). La funcién exponencial en
la ensefianza media: un estado del arte. Revista de Pro-
ducéo Discente em Educacdo Matematica, 8(2), 27-47.

Gonzélez, C. (2013). Una resignificacion de lo exponen-
cial a través del binomio modelacién-graficacion [Tesis
de maestria no publicada]. Pontificia Universidad Cato-
lica de Valparaiso.

Mayring, P. (2015). Qualitative content analysis: Theo-
retical background and procedures. In A. Bikner-Ahs-
bahs, C. Knipping, & N. Presmeg (Eds.), Approaches
to qualitative research in mathematics education: Exam-
ples of methodology and methods (pp. 365-380). Sprin-
ger. https://doi.org/10.1007/978-94-017-9181-6_13

Medina, V., Vallejos, M., y Gutiérrez, D. (2020). El sen-
tido de las matematicas. Cuaderno de Investigaciones:
Semilleros Andina, 13(13), 223-231.

Ministerio de Educacién de Chile. (2012). Bases curri-
culares 2012: Matematica. Ministerio de Educacion.

Ministerio de Educacion de Perud. (2016). Programa re-
gular de educacion secundaria. Ministerio de Educa-
cion.

54| Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 18, N°1

Morales, A. (2011). Un breve estudio histérico y episte-
molégico de la funcién exponencial y andlisis de algu-
nos libros de texto. Encuentro Nacional de Educacion
Matematica y Estadistica, 10, 123-129.

Niss, M., Blum, W., y Galbraith, P. (2007). Introduction.
In W. Blum, P. L. Galbraith, H.-W. Henn y M. Niss (Eds.),
Modelling and applications in mathematics education
(pp. 3-32). Springer.

Pezoa, M., y Morales, A. (2016). El rol de la modelacion
en una situacion que resignifica el concepto de funcion.
Revista Electrénica de Investigacion en Educacion en
Ciencias, 11(2), 52-64.

Sierra Velasquez, E. D. J. (2012). Modelacién de feno-
menos con respuesta exponencial [Tesis de maestria
no publicada]. Universidad Nacional de Colombia.

Stake, R. E. (2007). Investigacion con estudio de casos
(4.2 ed.). Morata.

Sureda, P., y Otero, M. R. (2013). Estudio sobre el pro-
ceso de conceptualizacion de la funcion exponencial.
Educacién Matematica, 25(2), 89-118.

Vom Hofe, R. (1995). Grundvorstellungen mathematis-
cher Inhalte. Springer Spektrum.

Yin, R. K. (2018). Case study research and applications:
Design and methods (6th ed.). SAGE Publications.


https://doi.org/10.1007/s13138-010-0009-8
https://doi.org/10.1007/s13138-010-0009-8
https://doi.org/10.1787/9789264289024-en
https://doi.org/10.1007/978-94-017-9181-6_13

