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RESUMEN

Este articulo tiene como objetivo principal investigar el trabajo matematico de profesores universitarios respecto
de la ensefanza de las sucesiones de numeros reales (sucesiones) en el aula. Mediante la teoria de los Espacios de
Trabajo Matematico (ETM) analizamos algunos elementos de la ensefianza (ETM idoneo) de este objeto, tomando
en cuenta las componentes del plano epistemologico y cognitivo, identificando las génesis, asi como también
los paradigmas del analisis real. Concretamente, se presenta un estudio de caso sobre el ETM idéneo de tres
profesores universitarios, solicitdndoles realizar una produccion donde aborden la ensefianza de la sucesion
(an)n € N definida por an = (1 +1/ n)n paracada 7 € N. Los principales resultados evidencian diferencias
entre los ETM idoneos, observandose que estos se enmarcan dentro de distintos paradigmas del analisis real,
activando distintas componentes del ETM. Por ultimo, en base a lo anterior, sugerimos algunos elementos que
harian factible la estructuracion de un ETM idéneo mas completo para las sucesiones.
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ETM iddneo; ensefianza de las sucesiones; ensefanza
universitaria; paradigmas del analisis real.

ABSTRACT

The main goal of this article is to investigate the mathematical work of university professors regarding the
teaching of real number sequences (sequences) in the classroom. Through the Mathematical Working Spaces
(MWS) theory, we analyze some elements of the suitable MWS of this object, taking into account the components
of the epistemological and cognitive aspects, identifying the geneses, as well as the paradigms of the real
analysis. Specifically, a case study on the suitable MWS of three university professors is presented, whom we
asked to tackle the teaching of the sequence (an)n € N definedby g = (1 +1/ n) foreach n e N

The main results show differences between the suitable MWS, observing that they are framed within the distinct
paradigms of real analysis, activating different components of MWS. Finally, based on these results, we suggest
some elements that would make feasible the structuration of a more complete suitable MWS for the sequences.
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Suitable MWS; real sequences teaching; university
teaching; paradigms of real analysis.
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ANALISIS DE LA ENSENANZA DE LAS SUCESIONES DE NUMEROS REALES

1. Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo principal estudiar
parte del ETM idéneo de las sucesiones reales en
la ensefanza universitaria. Es importante sefalar
que las sucesiones reales constituyen un tema de
estudio interesante, debido a la presencia de la
nocién de convergencia, concepto fundamental
en las matematicas. Existen diversos estudios que
se han dedicado a tratar este objeto matematico
desde el punto de vista didactico y/o educativo;
entre ellos, el trabajo realizado por Robert (1982), el
cual estudia y clasifica en modelos a las diferentes
formas de conceptualizacion de las descripciones de
los estudiantes sobre la convergencia de sucesiones
numeéricas por intermedio de discursos, ejemplos
y representaciones. En dicho trabajo se destaca
el modelo dinamico, en donde la convergencia
es asociada a la idea de aproximacion; el modelo
estatico, el cual traduce al lenguaje natural Ia
definicion ( &, N3 de la convergencia de sucesiones,
y el modelo mondtono, en el que la distancia entre
los términos de una sucesion y su limite decrece,
lo cual constituye un caso particular. Para estudiar
los modelos anteriores, la autora diseid y aplicd un
cuestionario a estudiantes de ensefianza media en
Francia. Los resultados de los estudiantes marcan
ciertas diferencias: aquellos que tenian un modelo
estatico contestaron correctamente, aquellos con un
modelo monodtono respondieron incorrectamente v,
por ultimo, de los que tenian un modelo dindmico, la
mitad respondié adecuadamente, mientras que la otra
mitad respondid erroneamente.

Por otro lado, Bloch (2000), en el capitulo 6 de su
tesis doctoral, desarrolla e implementa una situacion
para el aprendizaje de la nocion de convergencia de
sucesiones, dirigida a nivel secundario, en la cual se
solicita al estudiante calcular los términos generales
de la sucesion de perimetros y areas de los copos de
nieve de Von Koch, asi como estudiar su convergencia.
Para ello, el docente indica a los estudiantes ciertos
criterios de validacion de la convergencia, los cuales
no corresponden a la nocidn rigurosa. La autora
asevera que la situacion se desarrollé dentro de lo
estipulado: los estudiantes lograron darse cuenta
de que la sucesidon de perimetros era creciente y no
acotada, por lo tanto, divergente. Asimismo, notaron
que la sucesion de areas, si bien era creciente, era
acotada, y lograron calcular el limite observando la
tendencia de los términos de la sucesion mediante
calculadora (criterio de exploracion). Los criterios de
exploraciéon y validacion se pudieron implementar,
los estudiantes los adaptaron para encontrar el
correspondiente para una sucesion convergiendo a O.
Asimismo, la situacion permitio institucionalizar una
definicion correcta de una sucesién convergente al
infinito y de una convergente a O.

Oktag y Vivier (2016) sefalan que la nocion de limite
ha sido estudiada en educacién matematica por
cerca de 40 afnos, incluyendo limites de sucesiones
y funciones. Segun estos autores, las razones por las

cuales esta nocion ha sido tan estudiada son, por una
parte, que ella presenta grandes dificultades para
el aprendizaje de los estudiantes, y por otra, que la
nocion de limite, siendo una nocion fundamental del
andlisis, se relaciona con varias otras nociones tales
como continuidad, diferenciabilidad, etc., de modo
que las dificultades asociadas a los limites podrian
también tener un impacto en el aprendizaje de tales
conceptos.

Por su parte, Mamona-Downs (2001) presenta una
secuencia didactica de convergencia de sucesiones
con el fin de resolver los problemas de comprension
ligados al estilo minimalista de la nocion de
convergencia de sucesiones, esto es, el hecho de
que la proposiciéon que define la convergencia es
muy compacta, llena de cuantificadores, y al mismo
tiempo no se dice que el épsilon sea pequefio, ni que
el N dependa de épsilon, es decir, en la definicidn esta
implicito el rol de las variables involucradas, lo cual
no se sefala directamente. Todo lo anterior requiere
una reflexion madura sobre su estructura, sobre el
contenido mismo de la definicion, fijandose en sus
aspectos metacognitivos y cognitivos de su disefo.

Asimismo, las sucesiones no solamente son
importantes por su relaciéon con la convergencia,
sino que también por el hecho de que existen
diversas aplicaciones de estas en las ciencias y la
ingenieria, puesto que ellas participan en procesos
de aproximacion numeérica. Debido a lo anterior, las
sucesiones forman parte de los programas de estudio
para la formacién de ingenieros, y especificamente
son estudiadas en los cursos de calculo de primer o
segundo afo de universidad en dichas carreras.

El estudio realizado por Verdugo-Hernandez
(2018) da cuenta de la riqueza epistemoldgica
de las sucesiones reales. En efecto, los estudios
iniciales realizados por Cauchy (1789-1857) fueron
imprescindibles para el desarrollo del analisis real y
en particular de las sucesiones (Dhombres, 1980).
Asimismo, los trabajos desarrollados por Weierstrass
(1815-1897) y sus colaboradores complementan las
demostraciones de Cauchy, clarificando las nociones
de convergencia uniforme, continuidad uniforme, y
derivaciéon e integracion término a término de una
serie infinita (Hairer y Wanner, 2000), en las cuales las
sucesiones juegan un rol clave. Por su parte, Cantor
y Dedekind, hacia los afios 1872 y 1888, presentan
una construccion equivalente de los niumeros reales.
Posteriormente, Hilbert desarrolla en 1899 el método
axiomatico, mediante el cual introduce el sistema
de los numeros reales, que resulta ser un cuerpo
conmutativo totalmente ordenado y arquimediano,
tal que no es posible agrandarlo de manera de
obtener un nuevo sistema numérico que satisfaga
dichas propiedades. Este uUltimo aspecto constituye
la estructuracion de aquello que Cantor y Dedekind
denominaron “completitud” de los numeros reales
(Dhombres, 1980). La construccion de Cantor se
apoya sobre las sucesiones fundamentales, hoy en
dia conocidas como sucesiones de Cauchy. En efecto,
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Cantor demuestra que todo numero real (en particular,
todo numero irracional) puede ser aproximado por
una sucesion de Cauchy de numeros racionales. De
la discusion previa evidenciamos la importancia de
las sucesiones, las cuales contribuyeron de manera
decisiva a dar fundamento al analisis moderno.

En esta investigacion, hemos decidido analizar la
ensefianza de la sucesion (an)n € N definida por

an=(1+1/n)  paracada  neN,
dicha sucesion posee una presencia importante en el
estudio del analisis, siendo un ejemplo recurrente en
varios textos universitarios como Kuratowski (1962),
Bobadilla y Labarca (2004) y Stewart (2012). Ademas,
constituye un importante ejemplo de aplicacién del
criterio de convergencia de las sucesiones mondtonas
y acotadas, tal como se aprecia en algunos textos
universitarios como los sefalados, que ejemplifican
dicho criterio por medio de esta sucesion. Por
ultimo, la sucesion mencionada es significativa en
las aplicaciones ya que se utiliza para modelizar
problemas de interés, entre otros (Stewart, 2012). Por
todo lo anteriormente expuesto, la ensefianza de la
misma amerita ser estudiada.

En términos de nuestro marco tedrico, estudiamos
las posibles génesis activadas entre las distintas
componentes del plano epistemologico y cognitivo.
Asimismo, analizamos los planos verticales activados
y los paradigmas en los cuales se posiciona el trabajo
matematico. De esta manera, se ha podido examinar
similitudes y diferencias en términos del ETM idéneo
de tres docentes universitarios, de modo tal de
proponer mejoras que converjan hacia la construccién
de un posible trabajo matematico completo de las
sucesiones, el cual incluya la activacion de las tres
génesis, junto a los tres planos verticales, al igual
que todos los paradigmas. Debido a la amplitud del
ETM idoneo, para efectos de este trabajo nos hemos
enfocado en el estudio de una parte de este, dispuesto
en la ensefianza universitaria de las sucesiones.

A continuacion, presentaremos brevemente nuestro
marco teodrico, el cual nos ha permitido situar nuestra
problematica en términos precisos y en particular
estudiar en detalle el rol que juegan las distintas
componentes del plano epistemoldgico y cognitivo
del Espacio de Trabajo Matematico en las sucesiones.
Enseguida, presentamos el disefio metodoldgico.
Consecutivamente, mostramos y discutimos los
resultados de los anélisis sobre la ensefanza de la
sucesién (an)n € N . Finalmente, presentamos las
conclusiones de este trabajo.

2. Espacio de Trabajo Matematico

El Espacio de Trabajo Matematico (ETM) (Kuzniak,
2011) tiene por objetivo principal estudiar y favorecer
el funcionamiento del trabajo matematico en un
contexto educativo determinado. Para definir el ETM
se introducen dos planos: el plano epistemoldgico
y el cognitivo, que estructuran el ETM apoyando la
comprension tanto del modelo del trabajo matematico
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que se genera, como también de la articulacion
entre sus planos mediante tres génesis (Kuzniak,
Montoya-Delgadillo y Vivier, 2016): semiotica,
instrumental y discursiva. Se identifican tres tipos
de ETM (Kuzniak, 2011): ETM de referencia, relativo a
criterios matematicos definidos por una institucion,
que requiere un ETM iddneo, del cual depende tanto el
disefio de la clase como de las tareas encomendadas
a los estudiantes, quienes deberan comprometerse en
actividades con el fin de realizarlas de acuerdo a su
ETM personal. Por lo anterior, segun Kuzniak y Richard
(2014), el ETM idoneo no esta fijado y se debe ajustar
a ciertas restricciones locales, que dependen del ETM
de referencia.

Adicionalmente el ETM considera, segun Kuzniak
y Richard (2014), tres planos verticales. Dichos
planos actuan sobre la base de ciertas génesis y sus
relaciones con el plano epistemologico y cognitivo.
El primer plano [Sem-Ins] estad sustentado por las
génesis semidtica e instrumental. El segundo plano
[Sem-Dis] esta sustentado bajo las génesis semiotica y
discursiva. Por ultimo, el tercer plano [Ins-Dis] se apoya
en las génesis instrumental y discursiva, las cuales
evidenciaremos en este escrito a través de entrevistas
con tres profesores universitarios en ejercicio. Mas
detalles del modelo del ETM pueden ser encontrados
en Gomez-Chacdn, Kuzniak y Vivier (2016).

Finalmente, el trabajo matematico esta guiado por
paradigmas que caracterizan los diferentes ETM.
Montoyay Vivier (2016) han propuesto tres paradigmas
con el fin de caracterizar el trabajo matematico del
andlisis real. Ellos fueron identificados teniendo en
cuenta la perspectiva histérica y matematica. Tal como
se ha discutido en el trabajo de Verdugo-Hernandez
(2018), y tal como se ha expuesto brevemente en
la introduccion de este escrito, la completitud de
los numeros reales constituye un aspecto clave en
el quehacer del analisis real. En ese sentido, Bergé
(2008) identifico la transicion del calculo al analisis
como un cambio de trabajo relacionado con la
completitud de los nimeros reales. Asimismo, Artigue
(1998) identificé una ruptura entre el algebra y el
calculo con relacion al hecho de que en el algebra,
para demostrar una igualdad, se debe realizan una
serie de manipulaciones algebraicas, mientras que en
el calculo (o analisis), para demostrar la igualdad entre
dos cantidades, basta probar que paratodo £ >0 , la
distancia entre dichas cantidades es menor que & . Se
puede observar que en el analisis se involucra el trabajo
con &, con lo cual implicitamente se esta usando la
completitud. De acuerdo a lo anterior, el trabajo del
analisis involucra este aspecto de manera explicita,
lo cual implica necesariamente una reflexion sobre
las reglas del calculo y no solamente su aplicacion
mecanica para resolver un determinado problema.

Por otro lado, desde la perspectiva historica, la
geometria jugo un rol importante en el desarrollo del
analisis. Por ejemplo, Bolzano (1781-1848) planteod la
idea de basar el andlisis en la geometria, especialmente
en la percepcion visual de ciertas propiedades tales
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como el Teorema del Valor Intermedio (TVI). Asi, viendo
el grafico de una funcion, es posible determinar si la
ecuacic')nf(‘x = () posee una solucion, lo cual es un
caso particular del teorema de Bolzano. Pero, en esta
intuicion grafica, implicitamente se esta utilizando la
completitud de los numeros reales.

En consecuencia, se han identificado los siguientes
paradigmas del analisis real:

Analisis-Geométrico/Aritmético (AG), que permite
interpretaciones con hipotesis implicitas basadas en
la geometria, el calculo aritmético o el mundo real.

Analisis-Calculatorio (AC), donde las reglas de calculo
son definidas mas o menos de manera explicita, y
se aplican independientemente de la reflexion de la
existencia y naturaleza de los objetos introducidos.

Analisis-Real (AR), caracterizado por un trabajo
que considera la aproximacion y abiertos, incluso lo
topoldgico, y en el que las definiciones y propiedades
son establecidas tedricamente permitiendo un
“trabajo €" especifico de este paradigma, cotas,
desigualdades, “lo despreciable”.

Por la naturaleza del objeto matematico considerado,
y por el nivel en el cual los docentes ensefan, es
esperable que se pueda observar la presencia de
varios paradigmas (con mayor fuerza en el paradigma
AC) en la resolucién de una tarea.

3. Elementos metodoldgicos

El andlisis que se presenta en esta investigacion es de
caracter cualitativo, mostrando un caso con relacion
al trabajo realizado por tres profesores universitarios,
respecto a la sucesion (an)n € N definida por

a,,:(1+1/n)” paracada n € N.

Con el fin de identificar algunos elementos del ETM
idoneo de las sucesiones, se entrevistaron a estos
tres profesores de universidad, los cuales seran
nombrados como PU1, PU2 y PU3, respectivamente.
Algunos antecedentes de los docentes son: PU1 es
pedagogo en Matematica, magister en Didactica de
la Matematica, y realiza clases de Calculo | y Il en
carreras de Ingenieria Comercial. PU2 es ingeniero
civil matematico, magister y doctor en Estadistica, y
realiza clases en los cursos de Calculo |, Il y Estadistica
en carreras de Ingenieria Civil. Por ultimo, PU3 es
pedagogo en Matematica, magister en Matematica, y
realiza clases en los cursos de Calculo |, Il y Ecuaciones
Diferenciales en carreras de Ingenieria Civil. PU1y PU2
dictan clases en la misma institucion, mientras que
PU3 dicta clases en otra institucion universitaria.

En la entrevista se pregunta a cada profesor: 2Cémo
abordaria en sus clases el estudio de la sucesion

(an)n € N ?”. Para ello se les asigné un tiempo de
una hora para desarrollar dicha pregunta por escrito.
Sin embargo, al cabo de alrededor de 30 minutos,
solicitaron mas tiempo para enviar con posterioridad

sSus respuestas.

Cabe sefalar que, en la ensefanza universitaria, segun
los programas y textos universitarios, y por la propia
experiencia de los tres profesores entrevistados,
quienes ensefan la unidad de sucesiones en el curso
de Calculo Il, el estudio de la sucesion (an ne

en cuestion, se trata como un ejemplo clasico
de aplicacion del criterio de convergencia para
sucesiones monotonas y acotadas.

4. Estudio de los ETM idoneos de PU1, PU2 y
PU3

A continuacion, analizaremos las producciones de los
tres docentes universitarios respecto a la tarea que les
fuera propuesta en la entrevista. En general, los tres
profesores no generan tareas para abordar la sucesion,
sino mas bien ellos utilizan distintas herramientas para
estudiarla, con el objetivo principal de probar que es
convergente.

4.1ETM idoneo de PU1

PU1 sefnalé que él haria preguntas a los estudiantes
con la intenciéon de guiar el problema solicitado. PU1
abordd la convergencia desde un punto de vista
grafico, proponiendo preguntas a los estudiantes
(Figura 1) y dando las respuestas que este esperaria de
parte de ellos (Figura 2).

Transcripcion:

Inicio con la gréafica de la sucesion y en base a ella
realizo las siguientes preguntas:

a) (Es posible predecir el comportamiento de los
siguientes puntos del grafico cuando “n” crece?

b) ;Qué caracteristicas posee la sucesion
s, = (1+1/n)" al analizar su grafica?

Figura 1. Preguntas de PU1 para guiar el trabajo de los
estudiantes.
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 97)

Segun las respuestas que el propio profesor generada
para las preguntas (a) y (b), se evidencia que el
docente esperaria que los estudiantes, a partir de
(a), deduzcan que la sucesion §, = n€ N es
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monotona creciente. De la pregunta (b), PU1 esperaria
que los estudiantes utilicen la calculadora para
deducir que la sucesidon “tiende a aproximarse” a
2,72 y que posiblemente tracen la recta y = 2,72, de
modo que ellos visualicen que la sucesion es acotada
superiormente por 2,72. En definitiva, PU1 pretende
que sus estudiantes hagan una deduccion basada
en un analisis grafico-numérico (realizando calculos
mediante una calculadora y eventualmente un grafico),
del hecho de que la sucesion es mondétona creciente,
acotada superiormente y convergente, relacionando
asi la convergencia mas bien a la visualizacion, y no
a los dos primeros aspectos que permitirian concluir
tedricamente. En efecto, de acuerdo al criterio de
convergencia de sucesiones monotonas y acotadas,
herramienta tedrica perteneciente al referencial de las
sucesiones, del hecho de que la sucesions, = n € N
es monotona creciente y acotada (superiormente), se
deduce que ella es convergente.

Transcripcion:

* Con la pregunta a) se espera concluir que S, es
monotona creciente dado que s, < s, + 1 para
cualquier n dado (se puede ejemplificar algunos
casos).

* De la pregunta b) se espera inferir que dicha
sucesion tiende a aproximarse a un numero
k=272, evidenciado por medio de calculadora. En
la gréfica, es posible trazar la recta y=2,72, y ver
como [sic] los puntos se aproximan a ella.

Para concluir que (sn )n € N es acotada
superiormente ya que S, <k.

Figura 2. Respuesta entregada por PUT.
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 97)

En términos del ETM, PU1 activo la génesis semiodtica e
instrumental, pues el profesor insta a la comprensién
de (sn)n € N mediante un gréafico, mostrando que
la sucesion es monotona creciente, lo cual genera el
plano vertical [Sem-Ins]. Como artefacto se identifica
el uso de la calculadora, y en términos de signos y
registros el tratamiento es grafico.

Por otro lado, como ya vimos, la produccion de PU1
estd basada en un analisis grafico-numérico, ya que
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se evidencia que este esperaba la utilizacion de una
calculadora para que los estudiantes obtuvieran una
aproximacion del limite (el cual sabemos que es el
numero irracional € ), y que eventualmente trazaran
una recta ( ) = 2,72), de modo tal de visualizar que
la sucesion es acotada superiormente. Todo lo
anterior nos indica que el trabajo de PU1 se enmarca
en el paradigma Analisis-Geométrico/Aritmético
(AG) (Montoya y Vivier, 2016), que permite realizar
interpretaciones nacidas de la geometria y/o del
calculo aritmético, lo cual se ajusta a la actividad
realizada por PUT.

4.2 ETM idéneo de PU2

PU2 privilegia el uso de la regla de L'Hopital,
herramienta tedrica perteneciente al referencial de las
funciones, con la cual es posible calcular el limite de
la sucesion aplicando un resultado previo que conecta
las sucesiones con las funciones. Volveremos sobre
este punto mas adelante.

Tal como mencionamos en la introduccion, el analisis
de convergencia de la sucesion (ax)n € N puede ser
llevado a cabo mediante el criterio de convergencia de
sucesiones monotonas y acotadas, que establece que
todasucesioncreciente(respectivamente,decreciente)
y acotada superiormente (respectivamente, acotada
inferiormente) es convergente. Dado que PU2 aplico
la regla de L'Hé6pital en lugar de utilizar el criterio de
convergencia mencionado, y como este docente fue el
Unico en entregar una respuesta en el mismo momento
en que se le entrevistd, tuvimos la oportunidad de
preguntarle, justo después de entregar su respuesta,
las razones por las cuales utilizdé dicha herramienta.
PU2 responde que “se debe a que los estudiantes estan
mas familiarizados con esta herramienta, debido a que
en el curso previo la utilizaron bastante”.

Figura 3. Respuesta de PU2.
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 98)

En las Figuras 3 y 4 se puede observar que PU2 no
menciond que para su desarrollo es necesario pasar
del célculo del limite de la sucesion (ax)n € N aun
limite de una funcién de una variable real, con el fin de
aplicar la regla de L'Hopital, y enseguida devolverse
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del limite de esta funcion para obtener el valor del
limite de la sucesion (ax)n € N . Con el fin de que
su calculo sea valido, basta aplicar el resultado previo
siguiente: Si liigf(x)zL y f(n)=an, cuando esun
entero, entonces lij)lgan =L, Esta herramienta tedrica
conecta ambos objetos matematicos, sucesiones y
funciones, y sobre todo provee una forma sencilla de
calcular limites de sucesiones, por medio del calculo
de limites de funciones al infinito (cuando la variable
X tiende al infinito). Cabe notar que, en este caso, la
funcion / (x) posee una asintota horizontal y=L2
Notemos que, si deseamos aplicar la regla de
L'Hopital, herramienta tedrica para calcular limites de
funciones, es necesario previamente establecer una
conexion entre ambos objetos matematicos, tal como
hemos planteado en el parrafo anterior. Para ser mas
precisos, de la sucesion f(n) =a» pasamos a la
funcion x—)f(x) , lo cual implica un paso de
lo discreto a lo continuo, relacionando ambos
conceptos. Al respecto, PU2 no hace explicitamente
esta diferencia, ya que este no toma en cuenta
la dialéctica discreta/continuo. Seria
estudiar qué consecuencias podria esto traer para los

interesante

estudiantes, lo cual es materia de otro trabajo.

Figura 4. Propuesta de PU2 (continuacion).
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 99)

En los calculos realizados (Figura 4), PU2 da por hecho
que el numero e existe cuando calcula el limite. Sin

embargo, el nimero e existe porque se le puede
definir como el limite de la sucesién analizada, es
decir, lo que hace PU2 es utilizar precisamente lo que
hay que probar que existe (el limite de la sucesién
analizada en este trabajo). Existen ademas otras
formas de definir el nimero e (por ejemplo, definir la
funcién logaritmo natural por medio de una integral
definida, y enseguida definir el nimero € como la base
de dicho logaritmo), pero laidea central que deseamos
rescatar es que, al menos en el nivel universitario, hay
que definir tal nimero antes de proceder a utilizarlo.

Por otro lado, tal como fue mencionado anteriormente,
PU2 calculé el limite delasucesidnaplicandolareglade
L'Hopital, en lugar de aplicar el criterio de sucesiones
monotonas y acotadas, por la razon que el mismo
PU2 sefald. Para utilizar el criterio mencionado, PU2
deberia haber probado que la sucesion (an)n € N es
monodtona y acotada (en este caso, se puede
probar que (an)ne N es creciente y acotada
superiormente). De hecho, con el fin de abordar los
aspectos previos, PU2 propuso espontaneamente las
siguientes indicaciones (sin demostracion), las cuales
él dejaria a cargo de los estudiantes:

(1) Probar que (an)n € N es creciente usando el
teorema del binomioy que 1—i/n< 1-i/(n+1)
paracada i= 1, 2,...,n—1.

(2) Para demostrar que (a»)n € N es acotada usar
que §! > 2i—1 ,paracada iec N (mostrar la
desigualdad por induccion).

Desde nuestro marco, se observa que PU2 utilizd
una herramienta de las funciones de variable real
(la regla de L'Hopital) con el objetivo de calcular
el limite. Luego, sugiere implicitamente (pues no
lo menciona) utilizar el criterio de las sucesiones
monotonas y acotadas, para lo cual propuso los
puntos (1) y (2), los cuales quedan completamente
dentro del referencial de las sucesiones (sin recurrir
a herramientas pertenecientes a las funciones), con el
fin de probar que (ax)n € N es creciente y acotada
superiormente. Consideramos que en esta propuesta

! Para un mayor detalle, remitirse teorema 3 presente en el texto de J. Stewart (2012, p. 678).

2 \er Figura 6 (Stewart, 2012, p. 678).

3 Suponemos que PU2 propone las indicaciones transcritas debido a que considera importante probar la monotonia y el
acotamiento de (an), ya que posiblemente cree que el calculo del limite con la regla de L'Hépital es insuficiente.
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se activaron la génesis instrumental, en el sentido de
las herramientas utilizadas (artefactos teéricos), y la
génesis semidtica, activando el plano vertical [Sem-
Ins]. Ademas, se induce la activacién del plano vertical
[Sem-Dis] en el momento que PU2 deja propuestos los
puntos (1) y (2), invitando a los estudiantes a realizar
dichas pruebas.

Por ultimo, la propuesta se centra en el paradigma
de Analisis-Calculatorio (AC),
reglas explicitas del calculo (la regla de L'Hopital), sin

puesto que utiliza

cuestionarse la naturaleza de los objetos matematicos
involucrados, ya que, de hecho, desde el problema
original que consiste en analizar una sucesion, pasa
implicitamente a estudiar el limite de una funcion, sin
cuestionarse ni el paso ni el nuevo objeto introducido
(lafuncidn). En este sentido, notemos que hay aspectos
importantes que subyacen al paso de lo discreto a lo
continuo. En efecto, para diferenciar adecuadamente
ambos conceptos (discreto y continuo), hay que
tener en cuenta la completitud, ya que “lo continuo”
hace referencia en realidad a aquello que “no tiene
agujeros”. Esa sutil diferencia constituye el por qué
las sucesiones son tratadas de manera especial y no
como funciones ordinarias de variable real, aspecto
que pensamos que merece ser bien estudiado en
clases por parte de los docentes.

4.3 ETMiddoneo de PU3

A continuacion, mostraremos la producciéon del

docente PU3. Preliminarmente, PU3 senald que
aplicaria algunas herramientas de cursos previos tales
como el teorema del binomio, el que, si bien es cierto
que en términos del ETM en otro curso podria ser parte
del referencial tedrico, en este, donde se estudian
sucesiones, deviene una herramienta operatoria
(Verdugo-Hernandez, 2018) que permite comprobar

que la sucesién analizada es acotada.

PU3: Conocidas
desigualdades
Matematica, como son el teorema del binomio,

algunas  definiciones vy

basicas en los cursos de
ser acotado y la monotonia de una sucesion, por
el teorema del binomio, se tiene que:
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an:1+(ljn:2":0 " (l]:lﬁ-nl+n(n+l)‘L+...+n(nfl)i

n k k)\n n 2, n, n

:1+1+i(1—1)+1(1—1)-(1+1)+...+i(1—lj-(1—3)-...-(1—”;1j
2; n) 3 n 2 n; n n n

A continuacion, PU3 introdujo tres sucesiones
(an)neN, (ba)neN y (ca)n e N. Este sugiri
entonces comparar
sucesiones a partirde 7 =3 , con el fin de concluir
que la sucesion (an)n € N es acotada.

término a término dichas

PU3: Se comprueba que la sucesion esta

acotada, para lo cual se consideran las siguientes
expresiones:

S [ (5 G

:2+l.+l.+.“-¢—l~

> 5 5

:2+1+L+...+ 17]:3— lil
2 2 2" 2"

progresién geométrica

En efecto, comparando término a término a partir de
n=23 severificaque: 2<an<bn<ca=3—-1/2""
de donde 2 < an < 3; luego, la sucesion (an)n € N
es acotada.

Ahora se demuestra que la sucesion es estrictamente
creciente de la siguiente manera:

n+l1

1 1 1
(l+fj+(l+fj+..‘+(l+7]+l %
MA>MGe~" " " sn+l [1+7]
n

<n-
n+l1

n+l n
=3 (1 +—l ) > (1 + l)
n+l n

< An+1> dn Luego, (an)n € N es monétona creciente.

1+l +1 B
n ntl ( 1)
—> 1+—

Asi PU3 concluyo, considerando los dos aspectos
anteriores (acotamiento y monotonia) que (an)n eN
esconvergente. Ademas, sefald que, en consecuencia,
“tiene limite finito”. Ese limite es precisamente el
numero €, irracional y trascendente, la demostracion
anterior activa la génesis discursiva. Para visualizar
este resultado el docente considerd el siguiente
grafico (Figura 5) que indica el comportamiento de
la sucesion, convergiendo al numero e, activando
la génesis instrumental. PU3 indica que &l
comportamiento de convergencia hacia el valor de e
por medio del gréfico es lento”, lo cual significa que

77 Revista Chilena de Educacion Matematica,Mayo-Agosto 2020, Volumen 12, N°2, 71-80



ANALISIS DE LA ENSENANZA DE LAS SUCESIONES DE NUMEROS REALES

numéricamente la sucesion se demora en acercarse
hacia la recta y = e (en el grafico ain no se aprecia
claramente que los puntos se acerquen a la recta

Y = € ; creemos que hubiese hecho falta graficar mas
puntos de la sucesion para acercarse de mejor forma).

186 &

N T |

1ML .

160 |

S T RS FE |

&

Figura 5. Gréfico de la sucesion (an)n € N .
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 101)

En términos del ETM, PU3 realizd una propuesta
en donde se activaron las génesis discursiva e
instrumental, evidenciando la activacion de los planos
verticales [Sem-Dis] y [Sem-Ins]. El plano vertical
[Sem-Ins] se evidencia debido a que el docente activa
la génesis instrumental a través del grafico realizado
por medio del software Maple. El plano vertical
[Sem-Dis] se activa debido a que el docente activa
la génesis discursiva en direccién de la prueba, ya
que demuestra el acotamiento y la monotonia de la
sucesion (an)n e N .

Ademas, se realiza una segunda entrevista a PU3 para
consultarle si él genera regularmente actividades con
Maple en sus clases, a lo cual él afirma que si, aunque
dicha informacion no se pudo corroborar.

Se puede constatar que el trabajo matematico
desarrollado por el docente se encuentra en el
paradigma AC, ya que este utiliza reglas del calculo,
sin necesariamente profundizar en la naturaleza
de los objetos. Podemos senalar ademas que la
propuesta de PU3 posee un razonamiento propio del
dominio especifico de las sucesiones, dado que utiliza
herramientas relacionadas con estas, demostrando
detalladamente el acotamiento y la monotonia. La
importancia de estos aspectos radica en la utilizacién
del referencial propio de las sucesiones, ya que, por
lo dicho anteriormente, una de las herramientas
fundamentales para el estudio de la convergencia
de las sucesiones es el criterio de convergencia de
las sucesiones monodtonas y acotadas. Entonces,
de hecho, para aplicar este criterio, ni siquiera se
necesita calcular el limite (el cual se deberia calcular
una vez que se sabe que la sucesion es convergente,
si es posible), sino que basta con probar la monotonia

y el acotamiento para demostrar la convergencia. Por
esa razon es una herramienta tedrica importante, ya
que ni siquiera se requiere conocer explicitamente el
término general de una sucesion para probar que es
convergente.

5. Conclusiones

En esta investigacion hemos realizado un estudio de
caso para abordar las posibles formas de ensefanza
de la sucesion (an)n € N, por medio del anlisis de
las producciones de tres docentes universitarios en
relacidén a cdmo ellos tratarian esta cuestién frente a
sus eventuales estudiantes. Para esto, hemos aplicado
el modelo del ETM del anélisis real, analizando
particularmente el ETM idoneo universitario,
considerando las distintas componentes, génesis y
planos, asi como también los distintos paradigmas del
andlisis real.

Desde el punto de vistateorico, hemos analizado el ETM
idoneo, a partirde lo cual evidenciamos que PU1trabaja
mucho mas en el desarrollo de la génesis semidtica en
su propuesta, mientras que los otros dos profesores
universitarios abordan lo solicitado activando también
las otras dos génesis. En concordancia con lo anterior,
los tres docentes activan distintos planos verticales,
evidenciando que PU2 y PU3 privilegian por sobre
todo la prueba. Sin embargo, esto podria obedecer
a distintas razones, entre las cuales estaria el tipo de
carrera hacia donde estan dirigidas las clases, dado
que PU2 y PU3 ensefan en carreras de Ingenieria Civil,
donde supuestamente la complejidad matematica
deberia ser mayor, mientras que PU1 realiza clases en
Ingeniera Comercial, donde la complejidad apuntaria
a otras areas del conocimiento.

En relacion a los paradigmas, constatamos que el
trabajo de estos tres profesores universitarios se
posiciona en los paradigmas AG y AC. Debemos senalar
que en este estudio de caso, en donde nos centramos
solamente en la produccién de los docentes relativa
al tratamiento de la sucesion (a.)n € N, no
evidenciamos el paradigma AR, cuestion que era
esperable, ya que para lo anterior requeririamos
considerar otros elementos que contribuyan al
ETM iddneo, tales como el estudio tedrico de las
sucesiones, donde se introduzca al menos la nocion
de convergencia, involucrando la completitud del
sistema de los numeros reales. Asimismo, a pesar de
que los ETM idéneos estudiados se enmarcan, como
ya hemos mencionado, en distintos paradigmas,
destacamos que el artefacto (software en este caso)
podria jugar un rol importante en la estructuracion
del ETM iddneo. Por otro lado, es interesante destacar
un tipo de trabajo que privilegia la utilizacion de
herramientas tedricas de las funciones (la regla
de L'Hépital), y otro tipo que no las incluye, pero
que incorpora herramientas operatorias, las cuales
pertenecen a otros dominios de las matematicas (el
teorema del binomio), dando cuenta de dos lineas de
trabajo bien diferenciadas en relacién a las sucesiones.
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En este trabajo se ha constatado que las propuestas
de los docentes privilegian distintas componentes de
trabajo en el ETM. En principio no se puede confirmar
que alguna de estas propuestas sea mejor que las otras,
sin embargo, el estudio del ETM nos indica claramente
que algunos docentes han desarrollado mas ciertas
componentes que otras. En este sentido postulamos
que, abarcando una mayor cantidad de génesis y
componentes, y generando una mayor circulacion
entre ellas, es decir, activando los distintos planos
verticales, se estaria ofreciendo la posibilidad de
una mejor ensefanza y comprension de las materias.
Asimismo, en concordancia con lo anterior, pensamos
que el hecho de estructurar la ensefanza basada
en los tres paradigmas podria apoyar la concepcion
de un posible trabajo matematico completo, en el
sentido de presentar una propuesta que abarque la
integracion coherente de ellos, dando cabida a un
trabajo de ensefianza mas amplio e incorporando
un proceso completo en el desarrollo del trabajo del
docente.

En consecuencia, creemos que es interesante que
los profesores ensefien posicionandose en los tres
paradigmas y puedan mostrar las limitaciones vy
ventajas de usar uno por sobre el otro, y sobre
todo las ventajas de integrarlos holisticamente de
forma coherente. En este marco de trabajo, seria
deseable obtener resultados desde el punto de
vista del ETM personal del estudiante, en donde los
docentes apliquen un ETM idéneo transitando entre
los paradigmas y no solamente privilegiando uno
sobre otro. En ese sentido, seria adecuado integrar
el aspecto gréafico de las sucesiones con el aspecto
tedrico, sin descuidar este ultimo, de manera de
producir una mayor comprension en los estudiantes
sobre las tareas tedricas que se esperaria que ellos
enfrentaran, algunas de las cuales sintetizamos en este
trabajo por medio de la sucesion estudiada a través
de las producciones de los docentes universitarios. En
todo caso, queda abierto analizar si efectivamente los
estudiantes lograrian apropiarse mas de los conceptos
teoricos si se incorporaran los aspectos graficos de
las sucesiones, y asimismo si se integraran todos
los paradigmas del analisis, incluyendo los planos
verticales y génesis del ETM, importante cuestion que
sera analizada en otro trabajo.
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