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RESUMEN

En este trabajo se analizan las intuiciones y heuristicas sobre la probabilidad en 331 estudiantes de primaria (12-
13 afos) por medio de un cuestionario de seis items cerrados, y se examinan las argumentaciones en dos items
abiertos. Los resultados muestran una alta variacion en la intuicion probabilistica en situaciones aleatorias y la
existencia de razonamientos acerca de nociones informales de probabilidad bajo una condicién. Se considera
pertinente para la ensefianza en este nivel educativo favorecer un acercamiento a la comprension con distintas
situaciones de incertidumbre mediante la profundizacion de los significados intuitivo y clasico de la probabilidad.
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ABSTRACT

This paper analyzes the intuitions and heuristics about probability in 331 primary school students (12-13 years
old), by means of a questionnaire of six closed items and examines the arguments in two open items. The results
show a high variation in probabilistic intuition in random situations and the existence of reasoning about informal
notions of probability under a condition. It is considered that, at this educational level, it is relevant to favor
an approach to understanding with different situations of uncertainty by deepening the intuitive and classical
meanings of probability.
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1. Introduccion

Un curriculo que considera el desarrollo de las
intuiciones probabilisticas desde los primeros afnos,
permite enfrentar las dificultades en el aprendizaje
de la Estadistica y Probabilidad y progresar en el
razonamiento formal probabilistico, especialmente
confrontando las ideas informales y creencias que
tienen los estudiantes sobre las probabilidades
(National Council of Teachers of Mathematics, 2000).
La ensefanza de la probabilidad en la etapa escolar
generalmente no se atiene a las ideas informales
y creencias que tienen los alumnos sobre las
probabilidades (Kahneman y Tversky, 1972). Mas aun,
aungue utilizamos nociones probabilisticas informales
a diario para tomar decisiones, la investigacién sobre
probabilidad se ha centrado principalmente en los
significados clasico y frecuentista (Alvarado et al.,
2018).

Unadimension deindagacion en educacion estadistica
es estudiar las dificultades de comprension en el
razonamiento probabilistico; en particular, investigar
como las personas hacen juicios y toman decisiones
cuando se enfrentan a situaciones de incertidumbre
(Garfield y Ben-Zvi, 2008). Se concuerda con Sharma
(2014) en que los entornos sociales y la cultura comun
pueden influir en las ideas informales de probabilidad,
y en la necesidad de confrontar las creencias
cotidianas intuitivas con los conceptos probabilisticos.
Esta confrontacidn permitiria aclarar los objetivos,
el propdsito y las limitaciones de la ensefianza de la
probabilidad.

Las investigaciones proponen dar oportunidades a los
estudiantes de variadas experiencias de situaciones
probabilisticas asociadas a los diversos significados de
la probabilidad (Batanero et al., 2005). Asi, es posible
mencionar los estudios relacionados con la ensefanza
de la probabilidad mediante paradojas (Batanero et al.,
2012; Contreras et al., 2014), probabilidad condicional
(Batanero et al., 2014), significados de la probabilidad
(English y Watson, 2016; Gémez et al., 2015; Sanabria
y Nufnez, 2017; Sharma, 2014) y significado de la
probabilidad intuitiva (Alvarado et al., 2018; Fulmer,
2014; Gomez et al., 2014).

Teniendo en cuenta estos fundamentos, el presente
trabajo analiza las intuiciones y heuristicas sobre la
probabilidad que atribuye un grupo de estudiantes de
basica (12 y 13 afios) en situaciones de incertidumbre,
analizando las respuestas entregadas a un cuestionario
de seis items y las soluciones de dos items abiertos.
Las interrogantes que rigen este estudio son: ;Cémo
los estudiantes de educacion basica responden a
situaciones aleatorias que involucran razonamiento
heuristico? y (Qué argumentos utilizan los estudiantes
respecto a nociones de probabilidad clasica?

2. Marco de referencia

2.1 Razonamiento probabilistico

Fischbein (1987) califica como un serio error no
considerar la confianza que tienen los estudiantes
en sus intuiciones, sugiriendo que hay que tomar
conciencia de que se poseen intuiciones correctas y
utiles, y que debemos lograr ser capaces de controlar
nuestras intuiciones de forma de llegar a comprender
(asimilar) de manera adecuada las estructuras
formales propias del razonamiento logico. Fischbein
y Schnarch (1997) sugerian que en el aprendizaje
de la probabilidad los estudiantes debian crear
nuevas intuiciones, y la ensefianza debia proveer de
experiencias en que los estudiantes confrontasen
sus esguemas intuitivos primarios y las causas de
los conflictos y errores en los tipos de razonamiento
especificos a las situaciones probabilisticas.

Nisbett y Ross (1980) sefalan que es posible adquirir
un correcto razonamiento estadistico intuitivo sobre
conceptos abstractos, tales como la Ley de los
grandes numeros, y aplicarlo para resolver problemas
cotidianos, siempre que reconozcamos la situacion
como aleatoria. Kahneman et al. (1982) afirman que
las heuristicas y sesgos son resistentes a la ensefianza
e incluso se observa en sujetos con alta preparacion
matematica. Estos autores describen los sesgos
de razonamiento que ocurren como resultado de
un proceso cognitivo, como la heuristica, que lleva
a una solucién inmediata del problema, pero no
garantiza que la solucion sea correcta, bien por usar
un modelo inapropiado de la situacion o por falta de
estructuras cognitivas especificas. Una heuristica
puede entenderse como la estrategia utilizada por las
personas al emitir un juicio, realizar una estimacion,
tomar una decisidon, entre otras acciones, para
descomplejizar un problema, pero basandose en
informacién limitada. Asi, a través de heuristicas,
las personas reducen la complejidad de calcular
probabilidades y predecir valores, pero al no contar
con toda la informacion requerida se producen sesgos
de razonamiento en el juicio o decision que se adopta.

La heuristica de la representatividad, como regla
intuitiva e informal, permite, a partir de lo que ya se
conoce, inferir sobre un suceso, e incluye juzgar la
posibilidad de los resultados. En este sentido, un
resultado es mas probable si su estructura es mas
similar a la de la asumida por el modelo subyacente.
Kahneman y Tversky (1982) indican que, si un suceso
es altamente representativo de cierta categoria, se
juzga como alta la probabilidad de que el suceso
tenga su origen en esa categoria. Sin embargo, su
aplicacién conduce en muchos casos a inferencias
razonables, pues puede aumentar la probabilidad de
cometer sesgos debido a que el hecho de que algo
sea mas representativo no lo hace mas probable. En el
presente estudio se pretende analizar esta heuristica
(items 1, 2 y 3) con estudiantes de educacion basica.
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2.2 Significados de la probabilidad

Goémez et al. (2015) indican que la probabilidad,
desde su emergencia, ha estado sujeta a diferentes
interpretaciones y debates filosoficos que todavia
continian y se relacionan con la concepcion vy
definicion del azar en diferentes periodos historicos
(Batanero, 2005, 2016; Batanero y Diaz, 2007;
Borovcnik y Kapadia, 2014). Batanero (2005) realizo
una caracterizacion de los diferentes significados de
la probabilidad y cémo han sido tenidos en cuenta
en la ensefanza secundaria. Analiza los diferentes
elementos de campos de problemas, procedimientos,
lenguaje, propiedades y conceptos relacionados con
los cinco significados de la probabilidad. A saber,
significado de la probabilidad intuitivo, clasico,
frecuencial, subjetivo y axiomatico. Este estudio
aborda principalmente el significado intuitivo vy
clasico.

a) Significado intuitivo de la probabilidad: Las
ideas intuitivas de probabilidad, como grados
de creencia personal, es comun encontrarlas al
enfrentarse en diversos juegos de azar y también
expresadas en noticias y en anuncios publicitarios
a través de los medios de comunicacion. Batanero
(2005) indica que las ideas intuitivas sobre el azar
aparecen tanto en nifios como en personas que
no han estudiado probabilidades, quienes usan
frases y expresiones coloquiales como posible,
previsible y presumible, para “cuantificar” sucesos
inciertos y expresar su grado de creencia en ellos.

b) Significado clasico de la probabilidad: Esta ligado
a la regla de Laplace, donde la probabilidad de
un suceso es el cociente entre el niumero de
casos favorables y el nimero de casos posibles
(considerados equiprobables). A pesar de su
limitacion a experimentos aleatorios con un
numero finito de posibilidades, este significado
ha primado en la escuela durante muchos afos en
los juegos de azar.

Este trabajo aporta a las investigaciones anteriores
(Rodriguezetal., 2018; Tauber y Olesker, 2014; Vasquez
y Alsina, 2017) enfocandose en el significado intuitivo
(items 1, 2, 3 y 6) que apenas ha sido considerado
en la ensefanza de la probabilidad de la educacion
basica, en el significado clasico (items 4, 5y 7) y en
la idea informal de probabilidad compuesta (item
8). A continuacion, se describe la metodologia y los
resultados obtenidos.

3. Metodologia

El procedimiento para llevar a efecto esta investigacion
considera un estudio descriptivo con el propdsito
de explorar las nociones probabilisticas informales,
para dar respuestas a las interrogantes: ;Como
los estudiantes de educacion basica responden a
situaciones aleatorias que involucran razonamiento
heuristico? y ({Qué argumentos utilizan los estudiantes

respecto a nociones de probabilidad clasica? A
continuacion, se mencionan los participantes, el
instrumento utilizado, asi como las respuestas
esperadas a los items propuestos.

3.1 Participantes

Participaron de la investigacion 331 estudiantes
de segundo ciclo escolar de basica (ver Tabla 1)
provenientes de un establecimiento educacional
particular gratuito de una region del sur de Chile. De
los 331 estudiantes, de edades entre 12-13 afios, 172
(51,2%) son mujeres. Los estudiantes completaron el
cuestionario con lapiz y papel en una sesion de dos
horas pedagdgicas (total 90 minutos) en la asignatura
de Matematica. Cabe sefalar que los estudiantes
de este nivel han realizado conjeturas acerca de la
tendencia de resultados obtenidos en repeticiones
de un mismo experimento con dados, monedas
u otros, y explican las probabilidades de eventos
obtenidos por medio de experimentos de manera
manual, estimandolas de manera intuitiva, utilizando
frecuencias relativas y relacionandolas con razones,
fracciones o porcentaje.

Tabla 1. Numero de estudiantes segun nivel educativo

Nota. Elaboracidn propia.

Nivel Numero de estudiantes (%)
Séptimo 156 (471%)
Octavo 175 (52,9%)

3.2 Instrumento

Se construyd un cuestionario con ocho items, seis
de ellos cerrados y dos abiertos. Los items evaluaban
intuiciones, heuristicas y conocimientos basicos de
probabilidad en estudiantes de educacion basica. Los
items 1, 2 y 3 del cuestionario presentan heuristicas de
representatividad y fueron adaptados de los problemas
de Kahneman y Tversky (1972) y Tversky y Kahneman
(1974). El item 6 es una adaptacion del problema de
Gardner (1959) y hace mencién a la confusion de
probabilidades del producto y condicional. En este
item se les propuso a los participantes evaluar en
escala ordinal de 10 en 10 para estimar su grado de
creencia sobre probabilidades, dentro de un rango
del 0 al 100. El item 4 aplica la regla de Laplace en
extracciones sin reemplazo y el item 5 estudia la regla
de Laplace al aumentar el nimero de repeticiones. El
item 7 fue seleccionado de Vasquez y Alsina (2017),
donde compara extracciones de bolitas por la regla de
Laplace. El item 8 se refiere a la aplicacion de la regla
del producto y fue elaborado por los autores.

Un cuestionario mas amplio, que incluye estos items,
fue evaluado por cuatro especialistas de estadistica
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y didactica de la estadistica y aplicado a estudiantes
de otros niveles educativos (Alvarado et al., 2018).
Cabe sefalar que este estudio pretende explorar
las intuiciones probabilisticas y aplicacién de la
probabilidad clasica de los estudiantes de nivel escolar
sobre estos items, dado que posteriormente, en el

En la Tabla 2 se describen los ocho items de
cuestionario aplicado y su objetivo de evaluacion,
presentando situaciones referidas a nociones
probabilisticas informales con items de seleccion
multiple y la estimacion de probabilidad en escala
ordinal con apreciacion de 0 a 100 (item 6).

nivel medio-superior, son formalizadas sus soluciones.

Tabla 2 . Descripcion de los items de razonamiento y conocimientos de probabilidad en el cuestionario

Nota. Elaboracién propia.

item

Razonamiento emergente

1. Si de una témbola con pelotas enumeradas del 1 al 5 se sacan cinco pelotas
con reposicion, ;qué es mas probable que ocurra?

a) Que salga el numero 22222.

b) Que salga el nimero 12345.

c) Que salga el nimero 25314.

d) Todas son igualmente probables.

Falacia del jugador.

2. Se lanza una moneda 8 veces, obteniendo en orden los siguientes
resultados: cara, sello, cara, sello, sello, sello, sello, sello. Si se lanza la moneda
por novena vez, ;qué es mas probable que pase?

a) Es mas probable que salga cara, puesto que han salido demasiados sellos y
ya es hora de que salga cara.

b) Es mas probable que salga sello, puesto que ha salido sello en cinco
lanzamientos sucesivos.

c) Es igual de probable que salga cara o sello.

Heuristica de representatividad.
Independencia de eventos.

3. Eduardo desde pequeio mostrd gran aficion por el arte. Entré a estudiar a
la universidad donde se destaco por su talento por la escritura y fotografia,
transformandose en el mejor de su carrera. En la Ultima década recorrio el
mundo fotografiando y ayudando en los diversos desastres naturales. ;Cual de
estos sucesos tiene mas probabilidad de ser cierto?

a) Eduardo trabaja en un diario.

b) Eduardo trabaja en un diario y es voluntario de bomberos.

c) Ambos sucesos son igualmente probables.

Heuristica de representatividad.

4. En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se
mezclan. Se sacan 3 bolas fuera, resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacion, se
saca otra bola sin echar las anteriores. ;De qué color es mas probable que sea?
a) El rojo tiene mayor probabilidad.

b) El azul tiene mayor probabilidad.

c) El verde tiene mayor probabilidad.wd) Todos los colores tienen la misma
probabilidad.

Razonamiento proporcional. Regla de
Laplace.

5. Cindy y Trudy juegan tirando un dado normal. Si sale un 5 gana Cindy
y si sale menos de 3 gana Trudy. ;Cuéntas veces habra ganado cada uno,
aproximadamente, después de tirar el dado 60 veces?

a) Trudy y Cindy ganan el mismo nimero de veces.

b) Cindy gana el doble de veces que Trudy.

c) Trudy gana el doble de veces que Cindy.

d) Cindy gana 17 veces mas que Trudy.

e) Trudy gana 17 veces mas que Cindy.

Razonamiento proporcional. Regla de
Laplace.

6. Si se lanza una moneda tres veces, ;qué tan probable es obtener sello en el
tercer lanzamiento si se sabe que los dos primeros lanzamientos fueron cara?
Asignar valores de posibilidad de 0 a 100.

Independencia de eventos.
Probabilidad bajo condicidn.
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7. Resuelva. Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis

tiene en su caja 30 bolas blancas y 60 negras. Juegan una partida de azar.

El ganador es el nifo que saque primero una bola blanca. Si ambos sacan
simultaneamente una bola blanca o una bola negra, ninguno gana, devuelven
las bolas a las cajas y la partida continta. Eduardo afirma que el juego no es
justo porque en la caja de Luis hay mas bolas blancas que en la suya.

a) El juego es justo.
b) Luis tiene mas ventaja.
c) Eduardo tiene mas ventaja.

Razonamiento proporcional. Regla de
Laplace.

8. Resuelva. Se muestran los resultados de una encuesta realizada a 60
personas sobre la preferencia de mermeladas, clasificadas en no dietética y
dietética. Al seleccionar a uno de estos encuestados al azar, la probabilidad de

que sea hombre y prefiera mermelada no dietética es:

Mermelada no Mermelada
dietética dietética
Mujer 6 24
Hombre 18 12
a) 18/24
b) 18/30
c) 18/60
d) 30/60 x 24/60
e) 1/18

Regla del producto.

3.3 Respuestas esperadas a los items cerrados

El enunciado del item 1, asociado a los juegos de azar,
es conocido como la falacia del jugador o falacia de
Montecarlo. Esto es, al ser una falacia logica, se cree
incorrectamente que los sucesos ya ocurridos afectan
a los que podrian ocurrir. La respuesta correcta
es la opcion (d), debido a que la probabilidad de la
secuencia 22222 es de un 0,032%, la probabilidad de
la secuencia 12345 es de un 0,032% vy la probabilidad
de la secuencia 25314 es de un 0,032%, por lo tanto,
todas las opciones tienen la misma posibilidad
de ocurrencia. Tversky y Kahneman (1974, p. 1125)
han indagado este tipo de preguntas, llegando a la
conclusiéon de “que los individuos consideran que un
suceso aleatorio tiene menos posibilidad de ocurrir
porque ha ocurrido durante cierto periodo”, en este
caso el valor 2 de la secuencia.

El item 2 requiere identificar la presencia de un evento
independiente, debido a que solamente se trabajara
con una sola moneda. Asi, los eventos resultantes
pueden ser cara (C) o sello (S), teniendo cada una %
de probabilidad de ocurrir. Al ser solo una moneda,
los resultados anteriores no tienen incidencia en
el préoximo lanzamiento, ya que la posibilidad de
ocurrencia no se altera ni varia. Por lo tanto, la
respuesta correcta corresponde a la alternativa (c).
Situaciones de este tipo han sido estudiadas por
Serrano et al. (1998) y Tauber y Olesker (2014). En sus
investigaciones sobre posibilidad de ocurrencia de
5 monedas con 5 opciones dirigido a estudiantes de

educacién media, evaltian si los estudiantes usan la
heuristica de la representatividad en sus juicios sobre
la probabilidad de obtener diferentes secuencias en el
lanzamiento de una moneda.

El item 3 es una adaptaciéon de Tversky y Kahneman
(1974). Hay que tener en cuenta las probabilidades
de dos situaciones: a) “Eduardo trabaja en un diario”
b) Eduardo trabaja en un diario y es voluntario
de bomberos”; para que las ocurrencias de dos
sucesos sean simultaneas, deben ser menor o igual
que la probabilidad de ocurrencia de cada uno. La
solucién a este problema es la alternativa (a) en
donde P (ANB) <P (A) y P (ANB) < P (B). Tversky y
Kahneman (1974) sefalan que la mayoria de quienes
responden esta problematica utilizan la heuristica de
representatividad en este tipo de pregunta, dejando
de lado las propiedades de la probabilidad.

El item 4 es un problema de asignacién de
probabilidades en extraccion sin reemplazo. La
solucién requiere de razonamiento proporcional, al
comparar tres posibles sucesos que no son de igual
probabilidad con extracciones sin reemplazo, lo
que modifica la composicion de la urna y el espacio
muestral. En este caso es importante el suceso previo
y su dependencia en el siguiente suceso. La respuesta
correcta es (b).

El item 5 tiene como respuesta correcta la alternativa
(c). Un dado normal tiene 6 caras y la probabilidad
de que salga 5 es de 1/6 por parte de Cindy. Al ser
60 lanzamientos, se debe multiplicar 1/6 por 60,

153 Revista Chilena de Educacion Matematica, Nimero Especial 2021, Volumen 13, N4, 149-161



EXPLORANDO LAS NOCIONES PROBABILISTICAS INFORMALES EN ESTUDIANTES DE EDUCACION BASICA

dando como producto 10. En el caso de Trudy, gana
cuando el dado es menor que 3 (1 6 2), en donde la
probabilidad de obtener esos nimeros es 2/6; al ser
lanzado 60 veces, se debe multiplicar 2/6 por 60, lo
que da como resultado 20.

En el item 6 hay que tener presente que el resultado
(cara o sello) es independiente, ya que solo se trabaja
con una moneda, por lo que la probabilidad de que
sea sello es de %; aunque los lanzamientos anteriores
sean cara, la probabilidad de ocurrencia sigue siendo
la misma.

En el item 7, aunque Eduardo tiene menor cantidad
de bolas blancas en comparacién con las negras, la
probabilidad de extraer una de color blanco es de 1/3,
ya que son 10 blancas dentro de un total de 30. Las
opciones que tiene Luis de sacar la bola blanca son
de 30 dentro de un total de 90; aunque tiene mas
bolas blancas, la probabilidad de extraccion, al igual
que Eduardo, corresponde a 1/3, lo que conlleva a que
el juego sea justo (respuesta correcta (a)). Este item
corresponde a un estudio de Vasquez y Alsina (2017),
en el que analizaron los resultados con profesores que
ensefan Matematica.

En el item 8 los estudiantes deben aplicar los
conocimientos relacionados con la probabilidad del
producto o regla de la multiplicacion, en este caso
que sea hombre (30) y que prefiera la mermelada no
dietética (18). La solucion correcta, alternativa (c),
tiene por probabilidad 18/60.

4. Resultados

4.1 Resultados de los items cerrados 1 al 6 segun
asignaciones de probabilidad intuitiva y clasica

A continuacion, se realiza un analisis descriptivo de los
items que involucra razonamiento de la heuristica de
representatividad (items 1, 2, 3 y 6), conocimiento de
la probabilidad clasica (items 4, 5y 7) y conocimiento
de la regla del producto (item 8), respondidos por 331
estudiantes de educacion basica.

ftem 1. Si de una témbola con pelotas enumeradas del
1 al 5 se sacan cinco pelotas con reposicion, ;qué es
mas probable que ocurra?

a) Que salga el niumero 22222.

b) Que salga el nimero 12345.

c) Que salga el numero 25314.

d) Todas son igualmente probables.

En la Figura 1 se puede apreciar que 69,7% de los
estudiantes seleccionan la alternativa (d), que
corresponde a la respuesta correcta, mientras que
27,3% de los participantes optan por las alternativas
(@), (b) y (c). Las investigaciones de Tversky vy
Kahneman (1974) indican como error frecuente
que los estudiantes crean que los sucesos pasados
pueden afectar en los que ya vienen en lo relativo a
actividades aleatorias, suponiendo mas probable que

salgan numeros en orden aleatorio (alternativa c) que
numeros ordenados o repetidos (alternativas a y b).

[a1]
(=]

PORCENTAJE
=y
IS)

17,4
20
1,2 0,9 I 2,7
0 - . —
a b C d Blanco

Figura 1. Porcentaje de respuestas al item 1, n = 331
(respuesta esperada d). Nota. Elaboracion propia.

ftem 2. Se lanza una moneda 8 veces, obteniendo
en orden los siguientes resultados: cara, sello, cara,
sello, sello, sello, sello, sello. Si se lanza la moneda por
novena vez, ;/qué es mas probable que pase?

a) Es mas probable que salga cara, puesto que han
salido demasiados sellos y ya es hora de que salga
cara.

b) Es mas probable que salga sello, puesto que ha
salido sello en cinco lanzamientos sucesivos.

c) Es igual de probable que salga cara o sello.

En la Figura 2 se observa que 77,9% de los estudiantes
seleccionaron la alternativa correcta (c), sefalando
que existe la misma probabilidad de que salga cara o
sello, sin considerar los resultados de los lanzamientos
anteriores. Ademas, es posible visualizar que el 20,9%
de los estudiantes cree que si inciden los sucesos
anteriores en el noveno lanzamiento (alternativas a
y b), situacion similar a la presentada en el item 1. Si
se comparan estos resultados con los obtenidos en
la investigacion de Vasquez y Alsina (2017), en los
que un 36,6% de los profesores de educacién basica
en ejercicio que enseflan Matematica dieron una
respuesta correcta, se verd que en este estudio se
obtuvieron mejores resultados.
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Figura 2. Porcentaje de respuestas al item 2, n = 331
(respuesta esperada c). Nota. Elaboracién propia.
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ftem 3. Eduardo desde pequefio mostrd gran aficion
por el arte. Entro a estudiar a la universidad donde se
destacd por su talento por la escritura y fotografia,
transformandose en el mejor de su carrera. En la Ultima
década recorrié el mundo fotografiando y ayudando
en los diversos desastres naturales. ;Cual de estos
sucesos tiene mas probabilidad de ser cierto?

a) Eduardo trabaja en un diario.

b) Eduardo trabaja en un diario y es voluntario de
bomberos.

c) Ambos sucesos son igualmente probables.

En la Figura 3 es posible observar que el 35,3% de los
estudiantes ha seleccionado la alternativa (a), el 23,9%
considera correcta la alternativa (b) y el 39,9% cree
correcta la alternativa (c). Estos resultados discrepan
de los obtenidos por Tversky y Kahneman (1974),
encontrando que lamayoria delos encuestadosescoge
la alternativa (b) influenciandose por la heuristica de la
representatividad en este tipo de preguntas, dejando
de lado las propiedades de la probabilidad.
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Figura 3. Porcentaje de respuestas al item 3, n = 331
(respuesta esperada a). Nota. Elaboracion propia.

ftem 4. En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules
y 2 verdes, y después se mezclan. Se sacan 3 bolas
fuera, resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacion, se
saca otra bola sin echar las anteriores. {De qué color
es mas probable que sea?

a) El rojo tiene mayor probabilidad.

b) El azul tiene mayor probabilidad.

c) El verde tiene mayor probabilidad.

d) Todos los colores tienen la misma probabilidad.

En la Figura 4 se aprecia que 52,5% de los estudiantes
sefalaron que la bola de color azul tiene mayor
probabilidad de salir en una segunda extraccién sin
reemplazo (opcion b correcta), resultados similares a
los obtenidos por Canizares (1997) en donde un 50%
de los futuros profesores de Matematica testeados
respondié correctamente. Los distractores en el
problema de razonamiento proporcional asignando
probabilidades en extracciones sin reemplazo provocé
que 26,1% de los alumnos escogiera la alternativa (d),
ya que es la opcion de equiprobabilidad, entendiendo
asi que al ser bastante baja la diferencia de las bolas
de los distintos colores que hay dentro de la urna,

no existe mayor influencia al haber mayor o menor
probabilidad de extraer una de las bolas. En otro
caso con profesores de Matematica, 91,5% respondio
correctamente (Bastias, 2017), teniendo asi una
diferencia considerable respecto de los resultados de
este estudio.
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Figura 4. Porcentaje de respuestas al item 4, n = 331
(respuesta esperada b). Nota. Elaboracion propia.

ftem 5. Cindy y Trudy juegan tirando un dado
normal. Si sale un 5 gana Cindy y si sale menos de
3 gana Trudy. ;Cuéantas veces habrad ganado cada
uno, aproximadamente, después de tirar el dado 60
veces?

a) Trudy y Cindy ganan el mismo numero de veces.
b) Cindy gana el doble de veces que Trudy.

c) Trudy gana el doble de veces que Cindy.

d) Cindy gana 17 veces mas que Trudy.

e) Trudy gana 17 veces mas que Cindy.

En la Figura 5 se puede observar que 36,8% de
los estudiantes sefala correctamente que Trudy
gana el doble de veces que Cindy (alternativa c).
Los distractores fueron similares en porcentaje de
respuestas, 18,2% de los estudiantes indicaron la
alternativa (a), que Trudy y Cindy ganan el mismo
numero de veces, seguido de 17,7% que seleccionaron
que Trudy gana 17 veces mas que Cindy (alternativa
e). Los resultados de Bastias (2017) fueron mejores
con profesores de Matematica, alcanzando 79,9%
de respuestas correctas, lo que permite dilucidar
que tener la formacién matematica otorga el uso
de propiedades tales como la regla de Laplace y la
esperanza matematica.
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Figura 5. Porcentaje de respuestas al item 5, n = 331
(respuesta esperada c). Nota. Elaboracion propia.
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ftem 6. Si se lanza una moneda tres veces, {qué tan
probable es obtener sello en el tercer lanzamiento
si se sabe que los dos primeros lanzamientos fueron
cara?

En la Figura 6 se puede apreciar que 49,2% de los
estudiantes asignd un valor de 50 de probabilidad
de obtener sello en el tercer lanzamiento, respuesta
que es correcta, debido a que las opciones que
se presentan son independientes entre si (cara vy
sello). Ademas, un 33,6% otorgd un valor inferior a
50, destacando que 12% declard valores entre 10 y
20 de probabilidad de ocurrencia, y que puede ser
explicado al pensar el suceso CCS como uno de los
ocho sucesos del espacio muestral sin atender a la
condicionalidad del problema. Estos resultados se
condicen con la experiencia similar en niflos de 11 a
13 anos de edad (Estrella et al., 2019), sefialando que

Cada uno de los dos posibles resultados,
cara o sello, tienen la misma probabilidad
independientemente del nimero de veces que la
moneda se haya lanzado antes, y de los resultados
obtenidos. Razonar que es mas probable que el
proximo lanzamiento sera sello en vez de cara
debido a los anteriores lanzamientos es la falacia:
la idea de que una racha de suerte pasada influya
de alguna forma en las posibilidades futuras. (p.
294)

PORCENTAIJE
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Estimacion de la probabilidad de obenter sello (0-100)
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Figura 6. Porcentaje de respuestas al item 6 segun estimacion de la
probabilidad (respuesta esperada valor 50), n = 331

Nota. Elaboracién propia.

4.2 Resultados de los items cerrados 1al 6 segun nivel
educativo

En la Figura 7 se presenta la distribucion de las
respuestas correctas de los primeros seis items
cerrados dadas por los 331 estudiantes de educacion
basica. El grafico permite comparar la variabilidad
de cada item, observando que las diferencias entre
los dos niveles son minimas, siendo los items 1y 3
sobre heuristica de representatividad los de mayores
diferencias con 8,1% y 8,9%, respectivamente. Por
otra parte, el item 6 es el que ha presentado menores
dificultades en ambos grupos, resultado importante a
lahora de reflexionar sobre el razonamiento intuitivo de
los estudiantes, ya que como se sefalo anteriormente,
la actividad conduce a pensar sobre probabilidades
condicionales e independencia. Lo anterior, puede ser
muy relevante en el sentido de desarrollar propuestas
didacticas que potencien estos razonamientos; como
es el caso de la falacia del jugador y la heuristica de

la representatividad, que segun Fischbein (1975), los
estudiantes carecen de experiencias en ambientes
de desarrollo de intuiciones primarias sobre la
independencia de sucesos.
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Figura 7. Variabilidad de respuestas correctas, items 1a 6 segtin nivel
educativo. Nota. Elaboracidn propia.

4.3 Analisis de los argumentos a las respuestas de los
items7y8

ftem 7. Argumenta. Eduardo tiene en su caja 10 bolas
blancas y 20 negras. Luis tiene en su caja 30 bolas
blancas y 60 negras. Juegan una partida de azar. El
ganador es el nifio que saque primero una bola blanca.
Si ambos sacan simultaneamente una bola blanca o
una bola negra, ninguno gana, devuelven las bolas a
las cajas y la partida continua. Eduardo afirma que el
juego no es justo porque en la caja de Luis hay mas
bolas blancas que en la suya.

a) El juego es justo.
b) Luis tiene mas ventaja.
c) Eduardo tiene mas ventaja.

El 35,3% de los estudiantes responde correctamente,
sefalando que el juego es justo entre Luis y Eduardo
(ver Figura 8. Si bien el espacio muestral de cada
uno de ellos es distinto en cantidad, no lo es en
proporcionalidad, por lo tanto, existe la misma
probabilidad de 1/3 en obtener una bola blanca
(opciodn a).

a5 42,3
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Figura 8. Porcentaje de respuestas al item 7, n = 331
Nota. Elaboracién propia.
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Hubo respuestas que si bien aplicaron la
proporcionalidad no consideran el espacio
muestral adecuado, es decir, en el caso de Eduardo
consideraron 10/20 y para Luis 30/60 (ver Figura 9).
Cabe destacar, en este caso, avances en la conexion
de la aritmética con la probabilidad, es decir, los
estudiantes estan relacionando los conceptos
matematicos de porcentaje, razon, proporcionalidad
directa y probabilidad.

o e e i 8l Yo (4 1) 5 o
tropocione! o lo tahidad 8¢ bolon WoRon

Figura 9. Argumento correcto del item 7
Nota. Elaboracién propia.

Al comparar los resultados con la investigacion
realizada por Vasquez y Alsina (2017) con profesores
de educacién basica que ensefan Matematica,
estos obtuvieron una mayor cantidad de respuestas
correctas, con un 60,2%. En el caso de este estudio,
42,2% de los estudiantes optaron por que Luis tiene
mas ventaja, alternativa (b), asumiendo que al existir
un espacio muestral mas grande (90 bolas en total)
es mas dificil obtener la bola blanca, tal como lo
argumenta un estudiante (ver Figura 10).

LU\::' Xieqe YOGy dc}x*u:o\
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Figura 10. Argumento incorrecto del item 7
Nota. Elaboracién propia.

También, 19,3% de los estudiantes sefala que Eduardo
tiene mas posibilidades de ganar, siendo esta la
alternativa (c). Una respuesta es dada en la Figura 11.
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Figura 11. Argumento incorrecto del item 7
Nota. Elaboracién propia.

La Tabla 3 no muestra diferencias importantes segun
nivel educativo de los estudiantes, tanto para la
respuesta correcta e incorrectas, solo hay 2,7% de
diferencia entre los alumnos de séptimo y octavo en
su respuesta correcta.

Tabla 3 . Resultados del item 7 segun nivel educativo en porcentaje

Nota. Elaboracién propia.

Séptimo Octavo Total
a 16,3 19,0 35,3
b 21,5 20,8 42,3
[¢] 79 1,5 19,4
Blanco 1.5 1.5 3,0

ftem 8. Argumenta. Se muestran los resultados de una
encuesta realizada a 60 personas sobre la preferencia
de mermeladas, clasificadas en no dietética vy

dietética.
Mermelada no Mermelada
dietética dietética
Mujer 6 24
Hombre 18 12

Al seleccionar a uno de estos encuestados al azar, la
probabilidad de que sea hombre y prefiera mermelada
no dietética es:

a) 18/24
d) 30/60 x 24/60

b) 18/30
e)1/18

c) 18/60

Del total de estudiantes hubo un 371% de respuestas
correctas, opcion c (ver Figura 12).
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Figura 12. Porcentaje de respuestas al item 8, n = 331

Nota. Elaboracion propia.

La Figura 13 presenta una solucion correcta de
obtener una probabilidad 18/60 en seleccionar a una
persona hombre que prefiera mermelada no dietética,
utilizando un razonamiento mediante la regla de
Laplace.
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Figura 13. Argumento correcto del item 8
Nota. Elaboracidén propia.
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En cambio, 24,4% de los estudiantes (Figura 14)
asumen como correcta la alternativa (b) 18/30,
considerando el espacio muestral de hombres (30) y
dejando de lado a la cantidad de mujeres que indica
el problema. Esta opcién fue la mas alta de error, y
es interesante puesto que estan dando una respuesta
de probabilidad condicionada al reducir el espacio
muestral, error que ha sido sefalado por Contreras
(2011) respecto a futuros profesores de Matematica, al
confundir la probabilidad del producto y probabilidad
condicional. Un estudiante senald lo siguiente (ver
Figura 14):

n \O\r‘\ ‘)J” imm\ﬁr@: ‘Jv‘\,‘nni(\ ¥ \6’ pﬁ”{ime(x n ,3;.\5\-,‘2

Figura 14. Argumento incorrecto del item 8

Nota. Elaboracién propia.

En tanto, el 16,9% de los estudiantes (Figura 15) sefald
la alternativa (a) de probabilidad 18/24, considerando
el espacio muestral reducido de personas que
prefieren mermelada no dietética, y de ellos
calcularon la posibilidad de seleccionar a una persona
hombre, pensada como probabilidad condicionada.
Ver ejemplo en la Figura 15.
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Figura 15. Argumento incorrecto del item 8
Nota. Elaboracién propia.

La alternativa (d) de probabilidad 30/60x24/60 fue
elegida por el 8,4% de los encuestados, en donde los
estudiantes han argumentado de la siguiente manera
la eleccién de su respuesta (Figura 16).
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Figura 16. Argumento incorrecto del item 8

-

Nota. Elaboracién propia.

Por ultimo, hubo otro argumento que no estd en
contexto matematico, pero si lo esta en los temas que
conciernen a las areas de la salud: por lo general, las
personas que consumen productos dietéticos son
quienes sufren de alguna enfermedad, como lo que se
puede apreciar en la siguiente Figura 17.
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Figura 17. Argumento incorrecto del item 8
Nota. Elaboracién propia.

En la Tabla 4 se puede apreciar que existe una
diferencia de un 3,3% en la alternativa correcta de los
estudiantes de séptimo y octavo afio de educacion
basica. Ademds, no se observan diferencias
importantes en los porcentajes de los distractores de
acuerdo al nivel que se encuentra el estudiante.

Tabla 4 . Resultados del item 8 segun nivel educativo en porcentaje
Nota. Elaboracién propia.

Séptimo Octavo Total
a 8,8 81 16,9
b 1,2 13,5 24,7
c 16,9 20,2 371
d 3,0 54 8,4
e 4,2 39 81
Blanco 3,0 1,8 4,8

5. Conclusiones

Este estudio hace mencidn a la importancia de tener
en cuenta los significados intuitivo y clasico de la
probabilidad a temprana edad, por el alcance que
pueden tener en la construccion y modelacion de la
probabilidad frecuencial, subjetiva y axiomatica en
los niveles de secundaria y superior. En especifico,
se analizan los significados intuitivo y clasico de
la probabilidad que atribuyen 331 estudiantes de
educacioén basica de los niveles séptimo y octavo (12-13
anos), por medio de las respuestas de los participantes
a un cuestionario de seis items cerrados y analizando
las argumentaciones de dos items abiertos.

En relacion a la primera pregunta de investigacion:
¢Como los estudiantes de educacion basica responden
a situaciones aleatorias que involucran razonamiento
heuristico?, los resultados del cuestionario
relacionados con la heuristica de representatividad
y la independencia de eventos revelan que en los
items 1y 2 no hubo mayor dificultad en las situaciones
con experimentos de seleccién de pelotas con
reposicion y lanzamiento de monedas, obteniendo
respuestas correctas sobre 70%, poniendo en juego la

158 Revista Chilena de Educacion Matematica, Nimero Especial 2021, Volumen 13, N4, 149-161



HUGO ALVARADO MARTINEZ, SERGIO TAPIA MUNOZ, MARIA LIDIA RETAMAL PEREZ, LILIANA TAUBER

equiprobabilidad. El item 6, referido a la posibilidad de
obtener en el tercer lanzamiento sello sabiendo que
hubo dos caras, obtuvo tan solo un 49% de aciertos,
lo que puede ser explicado por que hubo estudiantes
que asociaron el experimento con el espacio muestral
compuesto por ocho elementos, de los cuales hay
un caso posible {ccs}. En el item 3, presentado a los
estudiantes como una situacién novedosa de la vida
cotidiana (adaptado de Tversky y Kahneman, 1974),
35% alcanzaron la respuesta adecuada siendo la
de mayor dificultad puesto que debian considerar
dos situaciones, la ocurrencia de un suceso y dos
sucesos simultaneamente. Las investigaciones
sobre razonamiento probabilistico sefialan que ante
preguntas de respuesta simple se produce un sesgo
predecible de nuestra mente, donde la persona
contesta obviando ciertos datos estadisticos. En
particular, en este estudio se ha ampliado el campo
de aplicaciéon de las intuiciones y heuristicas sobre
la probabilidad en este nivel educativo (item 3),
limitado principalmente a los sorteos y juegos de azar
presentes en la probabilidad informal.

Las orientaciones curriculares de Matematica sefialan
que “en el area de la Probabilidad se pretende que
estimen de manera intuitiva y que calculen de manera
precisa la probabilidad de ocurrencia de eventos”
(Ministerio de Educacién de Chile, 2015). Sin embargo,
en este nivel educativo son escasas las propuestas,
fuera de los dispositivos manipulativos de fichas,
monedas y dados, con planteamiento de situaciones
sencillas y reales de donde emerjan razonamientos
de heuristica y presencia de nociones elementales de
probabilidad.

En relacion a los items que incluyeron nociones
probabilisticas informales, se noté que en situaciones
de razonamiento proporcional y regla de Laplace
(items 4 y 5) hubo confusiones de los estudiantes
al considerar de forma incorrecta los experimentos
como equiprobables, 26,1% y 18,2%, respectivamente.
A pesar, que los profesores de educacidon basica
promueven la elaboraciéon, con material concreto
de dados y monedas, experimentos aleatorios con
resultados equiprobables y no equiprobables.

Enelanalisis de las respuestas alos distintos items1a 6,
se observaron diferencias minimas segun el nivel que
cursaban los estudiantes, existiendo diferencias de
tan solo 8,1% y 8,9% en los items 1y 3 sobre heuristica
de representatividad (Figura 7). Asi, la variabilidad de
las respuestas no es alta entre un nivel y otro. Cabe
sefalar que estos dos niveles consecutivos son de
transicion a la educacién media.

En las argumentaciones que conllevan elementos
de la aritmética (item 7), los estudiantes situaron los
conceptos de proporcionalidad directa, porcentaje,
razéon y probabilidad. Llama la atencion que 42,2%
de los estudiantes respondieron como distractor,
mediante la aplicacion de la proporcionalidad,
pero no consideraron el espacio muestral
adecuado. Continuando con la segunda pregunta

de investigacion: ¢(Qué argumentos utilizan los
estudiantes respecto de nociones de probabilidad
clasica?, el item 8 resulto interesante, pues si bien la
lectura de tablas de doble entrada se promueve en
los siguientes niveles del curriculo de Matematica, se
intento indagar en las argumentaciones de nociones
de probabilidad informales como la regla del
producto. 37,1% utilizaron elementos de probabilidad
compuesta, estimando la probabilidad de Ia
ocurrencia de dos sucesos simultdneamente. Notese
en las argumentaciones de los estudiantes respuestas
de nociones de probabilidad bajo una condicion,
declarando una reduccién del espacio muestral en su
razonamiento condicionado informal, siendo esta la
opcioén de 41,3% de los 331 estudiantes participantes.
La literatura también reporta confusiones entre la
regla del producto y la probabilidad condicional en
profesores de Matematica.

Debido a los escasos estudios sobre el tema en
este ciclo educativo, al parecer los estudiantes de
educacién basica no han sido confrontados a una
ensefanza de la probabilidad que evalle vy realce las
intuiciones probabilisticas. Los resultados obtenidos
del cuestionario sobre elementos de probabilidad
informal pueden ser utiles para que los profesores
promuevan la estimacion intuitiva de la probabilidad.
En base a la experiencia docente de los autores del
presente estudio, estos coinciden con Fischbein
(1975) en que los estudiantes, si bien no tienen un
pensamiento formal sobre el azar, pueden desarrollar
intuiciones relacionadas a este, lo que favoreceria la
comprension de los conceptos probabilisticos. Se
considera pertinente elaborar disefios de ensenanza
de la probabilidad para estudiantes de educacion
basica que tengan presente no solo el trabajo con
material concreto de azar, sino también ampliar
con actividades de estimacién de intuiciones
probabilisticas de contingencia e interés de los
estudiantes.

Es deseable continuar con la investigacion,
considerando una muestra mas amplia de estudiantes
que tenga en cuenta otros niveles escolares y distintos
establecimientos educacionales (municipalizados
y particular pagados). Asi también, implementar y
evaluar ciclos formativos de razonamientos informales
de probabilidad. Una limitacion del estudio ha sido
confrontar algunos de los resultados con experiencias
similares de profesores que ensefan probabilidad,
debido a que no hay indagaciones relacionadas con
este estudio de asignacion de probabilidad intuitiva
y exploracion de ideas informales de probabilidad
compuesta y probabilidad condicional.
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