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RESUMEN

En este articulo se presenta el Enfoque de los Itinerarios de Ensefanza de las Matematicas, un enfoque que trata
de ser respetuoso con las necesidades reales de los estudiantes para aprender matematicas. En la primera parte
se presenta la fundamentacion del enfoque, que se sustenta en tres pilares interrelacionados: la perspectiva
sociocultural del aprendizaje humano, el modelo de formacidn realista-reflexivo y la educacion matematica
realista; en la segunda parte se describe el enfoque, que se refiere a una secuencia de ensefanza intencionada
que contempla tres niveles: 1) ensefianza en contextos informales (el entorno inmediato, los materiales
manipulativos y los juegos); 2) enseflanza en contextos intermedios (recursos literarios y tecnoldgicos), y
3) ensefanza en contextos formales (recursos graficos); finalmente, en la tercera parte se ejemplifica dicho
enfoque con un itinerario de ensefanza del algebra temprana para estudiantes de 3 a 12 afos. Se concluye que
laimplementacion de este enfoque requiere un amplio dominio de conocimientos didactico-disciplinares, lo que
implica un esfuerzo importante por parte de todos los agentes implicados en la formacion del profesorado para
que asi, todo aquel profesional preocupado por mejorar su practica docente y adaptarla a las exigencias del siglo
XXI, pueda tener acceso a estos conocimientos.
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ABSTRACT

This article presents the Mathematics Teaching Itinerary Approach, which tries to be respectful of the students’
real needs to learn mathematics. The first part presents the foundation of the approach, which is based on three
interrelated pillars: the Sociocultural Perspective of Human Learning, the Realistic-Reflective Training Model
and Realistic Mathematical Education; The second part describes the approach, which refers to a sequence of
intentional teaching that includes three levels: 1) teaching in informal contexts (the immediate environment,
manipulatives and games); 2) teaching in intermediate contexts (literary and technological resources); 3) teaching
in formal contexts (graphic resources); Finally, this approach is exemplified in the third part with an itinerary for
teaching early algebra for students aged 3 to 12 years. It is concluded that the implementation of this approach
requires a broad mastery of didactic-disciplinary knowledge, which requires an important effort from all agents
involved in teacher training so all professionals concerned with improving their teaching practice and adapting
it to the S. XXI requirements may have access to this knowledge.
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1. Introduccioén

Todos los que de alguna forma u otra estamos
vinculados alaDidactica de las Matematicas (maestros,
estudiantes para maestro, formadores de maestros,
investigadores, etc.) sabemos que el libro de texto es
un recurso que ha ejercido una influencia notable en la
educacion matematica que reciben los estudiantes en
las escuelas. Este hecho es la consecuencia de muchos
factores de distinta naturaleza en los que aqui no
vamos a profundizar, pero si enumerar: la concepcion
tradicional de la ensefianza de las matematicas; el
recubrimiento curricular “garantizado”; la medicién
del aprendizaje en el contexto familiar con base en
el volumen de pdaginas completadas; los intereses
econdmicos de las editoriales, entre otros.

La toma de consciencia de estos factores deberia
desencadenar una profunda reflexion acerca del
papel de este recurso en las aulas. Dicha reflexion
deberia sustentarse también en los resultados de
numerosos estudios centrados en el rendimiento
de los estudiantes, que han puesto de manifiesto
que el uso exclusivo del libro de texto conlleva
descontextualizacion de los aprendizajes y, en
consecuencia, genera desmotivacion en los
estudiantes (Alsina, 2010; Olmos y Alsina, 2010); o
bien otros estudios centrados en el andlisis de los
libros de texto de matematicas en distintas etapas
educativas y en relacion a distintos contenidos, que
evidencian falencias y errores conceptuales (Azcarate
y Serrado, 2006; Gomez, 2001; Vasquez y Alsina, 2015,
2017; entre muchos otros).

Para subsanar esta realidad y transformarla, diversos
ambitos de investigacion en educacion matematica
y sus respectivas agendas de investigacion (Alsina,
2019a; Llinares, 2008) han puesto el foco tanto en
el andlisis didactico como en la construccion del
conocimiento matematico.

En este articulo nos centraremos en la agenda
de investigacion sobre “andlisis de contextos de
enseflanza y/o recursos didacticos: situaciones de
vida cotidiana, materiales manipulativos, juegos,
recursos tecnoldgicos y graficos”, que corresponde a
una de las agendas del &mbito de investigacion sobre
analisis didactico (Alsina, 2019, p. 188). En concreto,
presentaremos un enfoque de enseflanza que intenta
ser mas respetuoso con las necesidades reales para
aprender matematicas: el Enfoque de los Itinerarios de
Ensefanza de las Matematicas. Desde este prisma, el
articulo se organiza en tres secciones: en la primera
se presenta la fundamentacion de este enfoque; en la
segunda se describe qué es un itinerario de ensefianza
de las matematicas; vy, finalmente, en la tercera se

ejemplifica un itinerario de ensefanza para el dlgebra
temprana de 3 a 12 afios.

2. Fundamentacion del Enfoque de los
Itinerarios de Enseianza de las Matematicas

Tal como se muestra en la figura 1, este enfoque se
fundamenta en tres pilares interrelacionados: Ia
perspectiva sociocultural del aprendizaje humano
(Vygostsky, 1978); el modelo de formacion realista-
reflexivo (Melief, Tigchelaar y Korthagen, 2010;
Tigchelaar, Melief, Van Rijswijk y Korthagen,
2010), adaptado a la formacion del profesorado
de matematicas (Alsina, 2019b); y la Educacion
Matematica Realista (EMR) de Freudenthal (1991).

De la perspectiva sociocultural del aprendizaje
humano, que se fundamenta en las aportaciones de
Vygotsky (1978) y en las reinterpretaciones de su obra
que han hecho otros autores tanto desde el ambito
de la psicologia del aprendizaje (Ivic, 1994; Wertsch,
1985, 1991) como desde el campo de la educacion
matematica (Lerman, 2000, 2001; Schmittau, 2004;
entre otros), interesa principalmente destacar que
la educacion se concibe como un fendmeno social
y cultural que es posible gracias a la interaccion, la
negociacion y el didlogo, junto con la idea de que el
pensamiento intelectual depende de la construccion
autorregulada del conocimiento, que va de un proceso
interpsicoldgico a un proceso intrapsicologico (Alsina
y Domingo, 2010).

Del modelo de formacidn realista-reflexivo, que ha sido
desarrollado en la Universidad de Utrecht (Paises Bajos)
por Korthagen (2001), Melief et al. (2010), entre otros,
por un lado interesa destacar que pretende, a través
de la reflexion sistematica, impulsar la integracion de
la persona con sus experiencias personales y como
aprendices, con sus conocimientos tedricos y con sus
representaciones sobre lo que es ensefar y aprender,
razon por la cual se usa el término “realista-reflexivo”
(Esteve y Alsina, 2010). Desde este prisma, se asume
que los educadores deberian llegar a conocer muchas
maneras de actuar y ejercitarlas en la practica, es decir,
deberian disponer de criterios para saber cuando, qué
y por qué algo es conveniente y reflexionar sobre ello
sistematicamente (Korthagen, 2001); y por otro lado
interesa la aplicacion de este modelo en la formacién
de maestros de Matematicas. En este sentido, Alsina
(2019b) presenta desde una perspectiva analitica,
interpretativa y critica los resultados de diversos
estudios que muestran los avances en investigacion
sobre la formacion de maestros de Matematicas
desde el modelo realista-reflexivo. En concreto, se
presentan cuatro estudios sobre disefio, aplicacion
y analisis de episodios desde este modelo de
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formacion que incluyen un ciclo formativo; diversos
recursos y estrategias didacticas para promover la
deconstruccion de los conocimientos cotidianos
(CC) de los maestros de Matematicas que pueden
ser un obstaculo para su desarrollo profesional; la
identificacion de las marcas de autorregulacion que
permiten deconstruir CC y coconstruir y reconstruir
conocimientos profesionales (CP); y, como sintesis de
los estudios preliminares, la descripcion de un modelo
transformador de la competencia profesional de los
futuros maestros de Matematicas.

Finalmente, de la EMR (Freudenthal, 1991), que nace
en el Instituto para el Desarrollo de la Educacion
Matematica de la Universidad de Utrecht, hoy conocido
como Freudenthal Institute for Science and Mathematics
Education, interesan sobre todo sus seis principios:
de actividad, de realidad, de reinvencion guiada, de
niveles, de interaccion y de interconexion. En sintesis,
en la EMR se utilizan situaciones de la vida cotidiana
o problemas contextualizados como punto de partida
para aprender matematicas. Progresivamente, estas
situaciones son matematizadas a través de modelos,
mediadores entre lo abstracto y lo concreto, para
formar relaciones mas formales y estructuras
abstractas (Heuvel-Panhuizen, 2002). Ademas, se
apoya en la interaccion en el aula entre los estudiantes
y entre el profesor y los estudiantes (Fauzan, Plomp
y Slettenhaar, 2002), junto con la idea de que a los
estudiantes se les deberia dar la oportunidad de
reinventar las matematicas bajo la guia de un adulto
en lugar de intentar transmitirles una matematica
preconstruida (De Corte, Greer y Verschaffel, 1996).

A partir de este conjunto de planteamientos se ha
disefiado el Enfoque de los Itinerarios de Ensefianza
de las Matematicas, que se describe en la proxima
seccion.

3. El Enfoque de los Itinerarios de Enseiianza
de las Matematicas

Hace ya varios afos, y con el proposito de buscar
maneras ajustadas a las necesidades reales de los
nifnos y nifas tanto para aprender matematicas como
para aprender a usarlas de forma comprensiva y eficaz
en todas las situaciones -escolares y no escolares-
en las que dichos conocimientos son necesarios,
Alsina (2010) planted un diagrama piramidal en el
que se comunicaba de forma sencilla y muy visual
el tipo de contextos necesarios para desarrollar el
pensamiento matematico y su “frecuencia de uso”
mas recomendable, en funcién de la posicion que
ocupa cada contexto: de mas o menos frecuencia
desde la base hacia la cuspide (figura 1). En este
diagrama piramidal, mas conocido como Piramide
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de la Educacion Matematica al hacer un simil con la
Piramide de la Alimentacidn, no se descartaba ningun
recurso, sino que solo se pretendia informar sobre la
conveniencia de restringir algunos de ellos a un uso
ocasional y, por eso, se considerd que podia ser una
herramienta util para el profesorado preocupado por
hacer de su metodologia una garantia de educacion
matematica.

Libro

Recursos tecnolégicos

Diferentes ordenador, calculadora

organizaciones
del alumnado

Comunicacion,
negociacion, didlogo

Recursos literarios: narraciones,
adivinanzas, canciones

Recursos ludicos: juegos

Recursos manipulativos: materiales
inespecificos, comercializados o disefiados

Situaciones cotidianas, matematizacion del

entorno, vivencias con el propio cuerpo

Figura 1. Piramide de la Educacién Matematica
Fuente: Alsina (2010, p. 14)

En la base se situaban los contextos que necesitan
todos los estudiantes y que, por lo tanto, se podrian
y deberian “consumir” diariamente para aprender
matematicas: las situaciones problematicas y los
retos que surgen en la vida cotidiana de cada dia, la
observaciony el analisis de los elementos matematicos
del entorno, la manipulacion con materiales diversos
y los juegos, entendidos como la resolucion de
situaciones problematicas. Después seguian los que
deben “tomarse” alternativamente varias veces a la
semana, como los recursos literarios y los recursos
tecnologicos. Y, por ultimo, en la cuspide, se ubicaban
los recursos que deberian usarse de forma ocasional,
concretamente los libros de texto, por las razones que
ya se han expuesto en la introduccion.

Con los afos, este planteamiento ha evolucionado
hacia el Enfoque de los Itinerarios de Ensefanza
(Alsina, 2019c), asumiendo que la palabra “itinerario”
se refiere a una secuencia de ensefianza intencionada
que contempla tres fases:

1. Ensefanza en contextos informales: la
ensefanza del contenido matematico se inicia
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en situaciones reales o realistas de los nifios,
como por ejemplo su entorno inmediato, o bien
materiales manipulativos y juegos, en los que el
conocimiento de la situacion y las estrategias
se utilizan en el contexto de la situacién misma,
apoyandose en los conocimientos informales, el
sentido comun y la experiencia.

2. Ensefianza en contextos intermedios: la
ensefanza del contenido prosigue en contextos
que hacen de puente entre los contextos reales
o realistas de la fase previa y los contextos
formales de la fase posterior, como por ejemplo
algunos recursos literarios (cuentos y canciones)
y tecnoldgicos (applets, robots educativos
programables, etc.), que a través de la exploracion
y la reflexion conducen a la esquematizacién
y generalizacién progresiva del conocimiento
matematico.

3. Ensefanza en contextos formales: la
ensefanza del contenido finaliza en contextos
graficos y simbodlicos, como por ejemplo el lapiz
y el papel, en los que se trabaja la representacién
y formalizacién del conocimiento matematico con
procedimientos y notaciones convencionales para
completar de esta forma el aprendizaje desde lo
concreto hasta lo simbdlico.

Este enfoque, pues, se aleja de una vision de la
ensefanza de las matematicas basada en la repeticion
y la practica de ejercicios que presentan los libros de
texto como principales estrategias didacticas para
“aprender” matematicas, y en su lugar, plantea que es
necesario fomentar la comprensién mas que la mera
memorizacion, la actividad heuristica mas que la pura
ejercitacion, o el pensamiento matematico critico mas
que la simple repeticion.

La comprension, la actividad heuristica y el
pensamiento matematico critico, como indica Alsina
(2019c¢), son algunos de los principales pilares sobre
los que se sustenta la educacion matematica del
siglo XXI. Necesitamos, mas que nunca, formar
a ciudadanos que comprendan en profundidad
el conocimiento matematico para que puedan
aplicarlo en todas las situaciones a lo largo de la vida
en las que, de una forma u otra, estdn implicadas
las matematicas. Necesitamos también formar a
ciudadanos que descubran por si mismos las ideas
matematicas a través de una planificacion y gestion
adecuadas de las practicas matematicas basadas
en la resolucion de problemas, el razonamiento vy
la prueba, la comunicacién, la argumentacion, las
conexiones, la modelizacién y la representacion, mas
que transmitirles un conocimiento matematico ya

construido previamente. Y, por supuesto, necesitamos
formar a ciudadanos que procesen e interpreten
criticamente la gran cantidad de datos que recibimos
constantemente a través de diferentes medios
(prensa escrita, television, internet, etc.). En definitiva,
necesitamos formar a ciudadanos que sean capaces
de plantear problemas y preguntas vitales con claridad
y precision; que evallen informacion relevante; que
lleguen a conclusiones y soluciones, probandolas con
criterios relevantes, y que se comuniquen con eficacia
a la hora de idear soluciones.

Esta vision contemporanea de la educacion
matematica requiere, primero, de un amplio dominio
profesional de los conocimientos matematicos a
ensefar, puesto que no se puede ensefar bien lo que
no se sabe y, segundo, un amplio dominio profesional
acercade lasformas de ensefar dichos conocimientos,
puesto que los estudiantes de hoy no tienen las
mismas necesidades para aprender matematicas
que los estudiantes de anos atras, por lo que no tiene
ningun sentido ensefar lo mismo que hace décadas
y menos aun ensefarlo de la misma forma. Por esta
razon, en la Ultima seccion de este articulo se presenta
una ejemplificacion de un itinerario de ensefanza
focalizado en un bloque de contenidos relativamente
nuevo en los planteamientos curriculares de las
primeras edades: el dlgebra temprana.

4. [Itinerario de ensenanza del
temprana

algebra

En esta seccidon se describe, en primer lugar, la
presencia del algebra en el curriculo de matematicas
delas primeras edades, y en segundo lugar se presenta
un ejemplo de itinerario para una ensefanza eficaz del
algebra temprana, ajustada a las necesidades reales
de aprendizaje de los estudiantes.

4. El algebra en el curriculo de matematicas de las
primeras edades

El algebra es un bloque de contenidos matematicos
que tradicionalmente se ha asociado a niveles de
escolarizacion posteriores, para tratar conocimientos
vinculados a la generalizacion y al simbolismo
principalmente. Sin embargo, hay que considerar
que existe también una larga tradicion de otros
conocimientos de naturaleza algebraica previos a la
generalizacion y el simbolismo en edades inferiores, ya
desde la etapa de Educacion Infantil y, por supuesto,
también en la etapa de Educacion Primaria: los distintos
tipos de relaciones (clasificaciones y ordenaciones,
por ejemplo), los patrones o bien los cambios forman
parte del cuerpo de conocimientos algebraicos que se
aprenden desde edades tempranas, y que de hecho
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son la base para la adquisicion de otros conocimientos
matematicos.

Autores de prestigio como Montessori, Piaget o Dienes
situaron estos conocimientos dentro de “la l6gica”, “la
l6gica matematica” o bien “el razonamiento logico-
matematico”. Sus planteamientos tuvieron una gran
repercusion en la escuela, y lograron introducir la idea
de que en las primeras edades estos conocimientos
se adquirian a partir de situaciones concretas con
materiales manipulativos, pero no los vincularon
explicitamente al algebra, sino que los consideraban
parte de la educacion sensorial o bien de la inteligencia
l6gico-matematica, respectivamente (Alsina, 2019d).

Sin embargo, los curriculos de matematicas de las
primeras edades mas avanzados han empezado
a sustituir paulatinamente estos términos por el
término “adlgebra temprana” (Early Algebra) al
considerarse como una puerta de entrada a las
matematicas superiores, entre otras cosas porque
aporta un lenguaje enriquecido capaz de crear la
base con que se ensefian las matematicas (Stacey y
Chick, 2004). Asi, por ejemplo, en las orientaciones
curriculares de Estados Unidos, desde que el National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000)
avanzara el trabajo sistematico del algebra temprana
a partir de los 3 afos, se han ido concretando los
puntos focales curriculares en los que se deberia
centrar el proceso de ensefianza y aprendizaje del
algebra temprana desde Pre-Kindergarten hasta
Kindergarten (3 a 6 anos aproximadamente). Estos
puntos se centran en ordenar y clasificar objetos
atendiendo a determinadas propiedades, reconocer
y ampliar patrones tanto de secuencias sonoras
como numéricas y analizar el comportamiento de
los patrones utilizando representaciones concretas,
pictoricas y verbales, entre otros aspectos (NCTM,
2006). En el Nurturing Early Learners (NEL), que es la
version revisada del curriculo vigente del Ministerio
de Educacién de la Republica de Singapur, se indica
que uno de los objetivos para los estudiantes de 4
a 6 afos es “reconocer y usar relaciones y patrones
simples” (Ministry of Education of Singapore, 2013, p.
22). En la guia para docentes que despliega de manera
mas detallada este objetivo, se sugiere crear patrones
repetidos usando objetos, palabras, dibujos, simbolos
0 acciones, asi como reconocer y extender patrones
simples. En Australia, el Australian Curriculum,
Assessment and Reporting Authority (ACARA, 2015)
aboga por un desarrollo del sentido de nimero, del
orden, la secuencia, el patrén y la posicidon haciendo
uso del contexto del estudiante. Concretamente, en
relaciéon con el algebra y los patrones, plantea que los
estudiantes de 4 afos ordenen, clasifiquen objetos
familiares, expliquen la base de la clasificacion
ejecutada, copien, creen y extiendan patrones con
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objetos, dibujos o material manipulable, ademas de
reforzar la capacidad de observar e identificar los
patrones naturales del entorno. Y en Nueva Zelanda,
uno de los intereses y capacidades crecientes de los
estudiantes de las primeras edades que se expone en
Te Whariki: Early Childhood Curriculum (Ministry of
Education of New Zealand, 2017) es, precisamente,
ser capaz de desarrollar conceptos matematicos
tempranos como la clasificacion y la percepcion de
patrones que inciten a la indagacioén, exploracion y
evaluacion de todo aquello que resulte inesperado. De
esta forma, se asegura establecer una base permeable
que permita a los estudiantes de etapas posteriores
explorar el uso de los patrones y las relaciones que
se pueden establecer con aspectos de cantidad,
conjuntos de datos, espacio y tiempo.

4.2. Ejemplificacion de un itinerario de enseianza del
algebra temprana de 3 a 12 afios

El planteamiento de un itinerario de ensefanza para
desarrollar el pensamiento algebraico en las primeras
edades, como se ha senalado, responde al firme
convencimiento de que para garantizar un aprendizaje
soélido es imprescindible llevar a cabo una ensenanza
eficaz, fundamentada en un amplio conocimiento de
contextos, recursos y estrategias didacticas. Junto
con estos conocimientos, es necesario también
disponer de criterios para secuenciar la ensefanza
de manera que sea respetuosa con las necesidades
y las posibilidades de los estudiantes (Alsina, 2019c,
2019d).

Con base en estas consideraciones, se propone
una secuenciacion que se inicia en los contextos de
ensefanza-aprendizaje del algebra temprana mas
reales y realistas y culmina en los contextos mas
abstractos, de acuerdo con el Principio de Niveles
planteado por Freudenthal (1991), que sugiere que
la matematizacion es progresiva, nace totalmente
ligada al contexto que la requiere, a partir del cual se
esquematiza, se abstrae, se sale de la situacion misma,
se generaliza, se formaliza... todo progresivamente,
paso a paso en esos distintos niveles de comprension.

4.21. Contextos informales: situaciones de vida cotidiana,
materiales manipulativos y juego para la ensefianza del
algebra temprana de 3 a 12 anos

En este primer nivel del itinerario para la ensefanza
del algebra temprana se consideran, como se ha
sefalado, los contextos de ensefanza-aprendizaje
mas reales o realistas en las mentes de los estudiantes.
El criterio general es que los estudiantes deberian
empezar a identificar conocimientos algebraicos en
su entornoy, a través de sus experiencias en la escuela
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con materiales manipulativos y juegos, deberian
llegar a tener mas habilidad para descubrir dichos
conocimientos y avanzar de esta forma en habilidades
como la generalizacion.

Desde esta perspectiva, a continuacion, se describe
una experiencia de vida cotidiana y se presenta una
seleccion de recursos ludico-manipulativos para
ensefar contenidos de algebra temprana, teniendo
en cuenta que en la planificacion y gestion de estas
actividades se deberian considerar los procesos
o habilidades matematicas de resolucién de
problemas, razonamiento y prueba, comunicacion,
argumentacion,  conexiones, modelizacion vy
representacion.

4.21.1. Una experiencia a partir de un contexto
real: una visita por la ciudad

La experiencia que se describe, denominada
“Redescubriendo la calle Mayor de Palencia con ojos
matematicos” (Alsina, Novo y Moreno, 2016), consiste
en observar patrones en el entorno.

Lugar de implementacion: Escuela Publica “Sofia
Tartilan” (Palencia, Espana)

Nivel: 5-6 afios

Maestra responsable de la implementacion: Asuncion
Moreno

Asesoramiento pedagdgico: Angel Alsina y M2 Luisa
Novo

Contenidos matematicos:

+ Concepto de patron como secuencia que se
repite.

+ Identificacion de patrones, de dos o mas
elementos, y de dos o mas criterios.

»  Realizacion de seriaciones con objetos, siguiendo
un determinado patron.

+  Representacion de patrones.

Descripcion de la actividad: En primer lugar, en la
clase los estudiantes hacen seriaciones siguiendo un
determinado patron de repeticion con material no
estructurado (tapones de diversos tamafos, formas y
colores) y con material estructurado (bloques logicos,
tarjetas de conceptos gréficos, formas figurativas o
abstractas...). A continuacion, manipulan libremente
regletas, hacen seriaciones y las representan en un
papel cuadriculado. Los estudiantes van describiendo
los patrones: “regleta blanca, regleta roja tumbada,
regleta blanca, regleta roja tumbada...”; “regleta roja de
pie, regleta verde tumbada, regleta roja de pie, regleta
verde tumbada..”; ‘regleta verde para abajo, regleta
blanca tumbada...".

Figura 2. Seriaciones con regletas en la pizarra digital y en el papel
cuadriculado
Fuente: Alsina et al. (2016, p. 14)

Ya en la calle Mayor de Palencia pueden evidenciar
patrones en elementos urbanisticos. Les resulta mas
facil descubrir patronesen areascercanasaellos, como
por ejemplo el suelo... areas que abarcan facilmente
por estar en su entorno corporal. Y si, ademas, hay un
contraste marcado entre los elementos, lo perciben
mejor. Es el caso de un embaldosado:

Figura 3. Series con baldosas
Fuente: Alsina et al. (2016, p. 14)

- Nifios: jHay una serie! Si, cuadrado negro, cuadrado
amarillo, cuadrado negro, cuadrado amarillo...

Sobre la pizarra digital se trabajan algunas fotografias,
donde reconocen la calle Mayor. Se plantea el reto de
que descubran qué patrones hay:

Figura 4. Columnas en la calle
Fuente: Alsina et al. (2016, p. 15)
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- Nifio: Me sé una serie yo

- Nina: Y yo otra.

- NiAa: Balcon, balcon y iesto?

- Maestra: Eso es un mirador.

- Nifia: Balcon, balcon, mirador, balcon, balcon, mirador...
- Nifo: Yo sé otra... Con lo que sujeta...

- Maestra: ;Coémo se llama?

- Nifio: ¢Columna?

- Maestra: Si. Y sigue...

- Nifio: Columna, no hay nada, columna, no hay nada,
columna, no hay nada...

- Maestra: Mira un poco hacia arriba, ;qué ves?

- Nifo: ¢Una farola?

- Maestra: Es un farol porque no se apoya en el suelo.

- Nifo: Columna, farol, columna, farol, columna, farol...

Finalmente, ante la fotografia del portén rapidamente
un nifio descubre un patrén:

Figura 5. Porton
Fuente: Alsina et al. (2016, p. 15)

- Nifio: Tiene una serie que me la sé. Y sefala: Dibujo,
raya, dibujo, raya, dibujo, raya...

4.21.2. Materiales manipulativos y juegos

Se presenta una seleccion de materiales ludico-
manipulativos para trabajar contenidos de algebra
temprana de forma concreta. Los materiales se han
seleccionado con el propédsito de que sirvan, por
una parte, para trabajar algunos conocimientos
indispensables para facilitar la introduccion al
algebra temprana, como por ejemplo materiales
légicos estructurados para trabajar las agrupaciones
de elementos o bien relaciones de equivalencia
(clasificaciones) y correspondencias por distintos
criterios, tanto cualitativos como cuantitativos. Por
otra, se pone mucho énfasisenlos materiales que sirven
para trabajar patrones numéricos y geométricos, tanto
de repeticion como de crecimiento (y decrecimiento),
y se han seleccionado también algunos materiales
manipulativos y juegos para el anélisis de cambios, en
un sentido amplio: situaciones en las que los cambios
se mantienen constantes (como por ejemplo el domind
de las diferencias, donde se determina previamente el
numero de cambios entre una pieza y la otra, y esta
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cantidad de cambios se mantiene constante) o bien
situaciones en las que la tasa de cambio aumenta
o disminuye, como por ejemplo analizar cuantos
triangulos se generan con diferentes cantidades de
garbanzos, desde 3 hasta la cantidad que se desee
(Cardet, 2009).

Bloques Iégicos de Dienes para realizar agrupaciones, clasificaciones,
correspondencias cualitativas, etc. (segtin el color, la forma, el tamano
o el grosor).

Otros materiales légicos para realizar también agrupaciones,
clasificaciones, correspondencias cualitativas, etc. (segun el color, la
cantidad de ojos, el estado de animo, etc.).

Ejemplo de agrupacion a partir de etiquetas negativas.
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Ejemplo de agrupacion con dos cualidades: “ser de color azul”y “tener Pinchos de colores para construir series (patron de repeticion AB).
cinco elementos”. Se generan cuatro espacios: “los azules”, “los que hay
cinco”, “los que son azules y hay cinco” y “los que no son azules ni hay

cinco”.

Ejemplo de clasificacion (relacién de equivalencia) por un criterio de Pinzas para construir series (patron de repeticion ABC).
forma: cubos, piramides y esferas.

Ejemplo de correspondencia cualitativa a partir de un cuadro de doble Pinzas para construir series circulares (patrén de repeticion ABC).
entrada (producto cartesiano).

Cépsulas de café para construir series (patrén de repeticion AB). Policubos para construir series y clasificarlas segun el patrén de repeticion
(AB, ABB, AABB).
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Maquina de cambios constantes: entra un circulo amarillo, el operador Piezas para construir series segun un patron de repeticion mas complejo y
indica el cambio y deben pensar qué pieza sale. representarlo (por ejemplo: aBbA, donde las piezas verdes se representan
con “a/A” seguin si son triangulos o cuadrados, respectivamente, y las

Figura 6. Algunos recursos ludico-manipulativos para estudiantes de 3 piezas rojas se representan con “b/B” siguiendo el mismo criterio).
a 8 afos
Fuente: Alsina (2019¢, p. 129)

| v | e | RS

Cartas de vikingos (Alsina, 2004) para realizar agrupaciones, Policubos para construir series y clasificarlas segtin el patron de
clasificaciones, correspondencias, etc. Tienen las cualidades siguientes: repeticion (ABB'y AB, respectivamente), para luego analizar su regularidad
cuatro miembros de la familia; tres colores del pelo y dos instrumentos mediante tablas y construir una primera idea intuitiva de funcion afin en
(escudo o lanza). los nimeros naturales.

Juego “Quarto” para realizar agrupaciones, clasificaciones, Cubos de madera para construir y analizar series segin un patron de
correspondencias cualitativas, etc. Se trata de torres con las cualidades crecimiento: observar como aumenta la altura a medida que se van
siguientes: dos colores, dos alturas, dos formas, vacio o lleno. afiadiendo cubos.

CuadrilateroNo cuadrilatero

Rojo

No rojo

Figuras geométricas y diagramas de Caroll para representar dos o mas Geomosaico para realizar patrones geometricos.

conjuntos.
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Ejemplo de mosaico (triangular alargado) a partir de un patron con
triangulos verdes y cuadrados naranjas del geomosaico.

Ejemplo de mosaico (trihexagonal chato) a partir de un patrén con
hexégonos amarillos y triangulos verdes del geomosaico.

Observacion de cambios con las cartas SET: tres cartas forman un SET si,
respecto a cada una de las cuatro caracteristicas (forma, color, nimero
y fondo), evaluadas una a una, las tres cartas son iguales o las tres son
diferentes.

o
Garbanzos para analizar situaciones con tasas de cambio crecientes
(Cardet, 2009): analizar cuéntos triangulos se generan con 3, 4, 5, 6,
7, 8... garbanzos y generalizar, escribiendo los datos en una tabla y
representandolos en un grafico, como conocimiento precursor de las
funciones (es decir, para comprender mas adelante lo que representa la

pendiente de una recta).

Domind de las diferencias con tres cambios: se inicia el juego con una
pieza y para colocar la siguiente deben cambiar tres cualidades, por
ejemplo: rectangulo amarillo, grande y delgado; rectangulo rojo, pequefio
y grueso (cambia el color, el tamario y el grosor); rectangulo azul, grande y
delgado (cambia el color, el tamario y el grosor); etc.

Figura 7. Algunos recursos Iudico-manipulativos para estudiantes de 8
a 12 afios
Fuente: Alsina (2019¢, p. 130-131)

422 Contextos intermedios: recursos literarios vy
tecnoldgicos para la ensehanza del dlgebra de 3 a 12
afos

Una vez que los estudiantes de las primeras edades
hayan tenido la oportunidad de empezar a comprender
conocimientos algebraicos ligados a contextos reales
o realistas, es recomendable seguir el itinerario de
ensefanza de estos conocimientos ofreciendo otros
contextos que permitan ir avanzando de manera
progresiva en la formalizacion o institucionalizacion
de los aprendizajes. En este sentido, los recursos
literarios y tecnolégicos pueden ser contextos ideales
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para hacer de puente entre las matematicas concretas
y las abstractas.

4.2.2.1. Recursos literarios

Para trabajar los contenidos de &algebra temprana
durante las primeras edades se pueden utilizar
distintos géneros literarios como cuentos y novelas.
Estos recursos, en especial los cuentos, habitualmente
se han usado para trabajar contenidos de numeracion
y calculo, geometria, etc. Sin embargo, como sefala
Torra (2012), la aportacion que hacen los cuentos al
aprendizaje de las matematicas va mas lejos de lo
que a primera vista se acostumbra a captar vy, si bien
es cierto que muchos de ellos inciden en aspectos
vinculados a la numeraciéon o a la geometria, la
verdadera aportacion es la presencia de patrones
que, como se ha indicado, abren la posibilidad de
predecir, de anticipar lo que va a suceder, de buscar
regularidades y de generalizar.

En los cuentos se pueden encontrar patrones de
repeticion, patrones de crecimiento/decrecimiento
e incluso estructuras de correspondencia entre
elementos de dos conjuntos:

- Los patrones de repeticion se encuentran en
cuentos clasicos, adecuados principalmente para
los estudiantes de los primeros niveles, como
por ejemplo “La ratita presumida” en el que la
estructura del cuento sigue siempre el mismo
patrén, pero con un cambio al final que advierte
que, aunque los patrones sirven para predecir o
anticipar lo que va a suceder, hay que estar atentos
a los cambios y comprobar si las predicciones se
cumplen o no.

- Los patrones de crecimiento/decrecimiento se
encuentran en cuentos con una estructura que
se caracteriza por una sucesion de personajes o
eventos que se presentan en orden ascendente o
descendente, respectivamente, y no lineal, como
en el caso de los patrones de repeticion. La suma
de estos personajes o eventos es lo que permite,
al final, conseguir el objetivo. Es el caso de
cuentos como por ejemplo “A qué sabe la luna”,
que presenta un patréon de crecimiento ya que la
estructura se basa en una secuencia de personajes
que, juntos, alcanzan la luna; o bien el cuento
“Cien hormigas hambrientas”, que presenta un
patron de decrecimiento ya que la estructura se
basa en una secuencia de sucesos centrados en
la descomposicion del 100 en sumandos cada vez
menores (dos grupos de 50; cuatro grupos de 25;
cinco grupos de 20; diez grupos de 10).

- Finalmente, la correspondencia entre elementos
de dos conjuntos se encuentra en cuentos cuya
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estructura se basa en un personaje que tiene una
misidon por cumplir, se presentan obstaculosy debe
buscar estrategias para superarlos, estableciendo
asi una correspondencia “obstaculo-solucién”,
como por ejemplo “El sastrecillo valiente” o bien
otras narraciones de héroes.

Es importante, pues, impulsar que los estudiantes
miren mas alld del nimero de personajes que
contiene un cuento o bien la trayectoria que hacen los
personajes o las formas geométricas que aparecen en
él. Hay que fomentar el analisis de la estructura interna
y descubrir los patrones, similares en todas las culturas,
para que los estudiantes avancen en habilidades tan
importantes como predecir y generalizar, que son
algunos de los principales objetivos cientificos.

A continuacién, se describe una posible gestion
para facilitar que los estudiantes descubran las
regularidades que se esconden en la estructura
interna de un cuento:

1. Explicar, visualizar o bien leer todo el cuento o
media parte del cuento.

2. Plantear algunas buenas preguntas vinculadas
a la estructura (ademas de cuestiones asociadas a
los elementos observables a simple vista), como,
por ejemplo: (en cudantas partes se divide la
historia?; ;ocurre lo mismo en cada parte?; ;qué
ocurre después de la primera parte?; ;qué ocurre
antes de la tercera parte?; ;qué piensan que va a
ocurrir al final?, ¢por qué?; etc.

3. Finalmente, sugerir a los estudiantes que
representen la historia: en los primeros niveles
las representaciones pueden ser concretas
(con dibujos, por ejemplo) y, progresivamente,
se puede invitar a los estudiantes a hacer
representaciones mas abstractas de los patrones
o correspondencias observadas (usando letras,
signos, etc.). A modo de ejemplo, en la figura 8
se muestran tres representaciones posibles de los
tres tipos de cuentos expuestos:

1+1+1 - s
o 7/
1
X “obstaculos”
Y “soluciones”
“El sastrecillo valiente”

1—=>1—>1..

“La ratita presumida” “A qué sabe la luna”

Figura 8. Representaciones de los patrones
Fuente: Alsina (2019¢, p. 134)
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4.2.2.2. Recursos tecnoldgicos: calculadora,
applets y lenguajes de programacion visuales

Estos recursos, asociados a una metodologia en la
que el estudiante es el protagonista de su aprendizaje,
pueden ser muy utiles para facilitar la adquisicion de
conocimientos algebraicos. A continuacién, pues,
se ofrece una seleccion de actividades para seguir
trabajando conocimientos algebraicos en este nivel del
itinerario didactico, mas préximo ya a la abstraccion.

a) Calculadora

En Educaciéon Primaria, mas que en Educacion
Infantil, la calculadora puede ser un buen
recurso sobre todo para trabajar conocimientos
algebraicos asociados a los patrones. En concreto,
los estudiantes pueden explorar patrones
numeéricos y hacer conjeturas acerca de estos
patrones:

- Exploracién de patrones numéricos: muchas
calculadoras basicas, al teclear un numero
cualquiera (por ejemplo, el 2), el signo mas (+)
y a continuacion el signo igual (=) de manera
repetida, van presentando una progresion o
sucesion aritmética: 2, 4, 6, 8, 10, ... En el caso
de que la calculadora no tenga esta funcion, se
puede construir sumando repetidamente un
mismo digito: 2 +2 =4; 4 + 2 = 6; ... L6gicamente,
la exploracion de patrones numéricos con la
calculadora se puede complicar con numeros
mayores (por ejemplo, con un patron + 5; + 10;
+ 25; etc.) o bien también se pueden construir y
analizar progresiones o sucesiones geométricas,
donde el patréon se basa en un producto. En este
caso, al multiplicar un nimero (por ejemplo, el 2),
por un mismo producto de forma repetida (x 2),
se obtiene una serie de niumeros que progresa de
forma geomeétrica: 2, 4, 8, 16, 32, ...

- Realizacion de conjeturas a partir de patrones:
tomando como base las progresiones aritméticas
0 geométricas construidas, se pueden realizar
predicciones, como por ejemplo estimar qué
numero saldrd al teclear 10 veces el mismo
sumando (+ 2) en las progresiones aritméticas
o el mismo producto (x 2) en las progresiones
geomeétricas; asi mismo, en los niveles superiores
sepuedeplantearalosestudiantesque generalicen
a “n” casos y lo representen algebraicamente: en
los dos ejemplos presentados, serian +2 vy 2 n,
respectivamente.

b) Applets

Se pueden encontrar diversos applets muy
interesantes para trabajar contenidos algebraicos

en las distintas webs:

- NRICH (https://nrich.maths.org)

- llluminations (https://illuminations.nctm.org)

- Math Playground (http://www.mathplayground.
com)

- Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales
(http://nlvm.usu.edu/es/nav/vlibrary.html)

Aparte de estos recursos, existen también otras
paginas web especificas para trabajar conocimientos
algebraicos, como por ejemplo Visual Patterns (http://
www.visualpatterns.org), en la que hay centenares de
propuestas de patrones visuales para trabajar aspectos
numeéricos y de introduccidn al dlgebra temprana.

& Visual Pattewns
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Click on a pattern to see a larger image and the answer to step 43. What is the equation?
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Figura 9. Pdgina de inicio de “Visual Patterns”
Fuente: http://www.visualpatterns.org/

c) Lenguajes de programacion visuales

Scratch es un recurso valido tanto para crear
proyectos  focalizados en  conocimientos
algebraicos a partir de las funciones de los
bloques de este lenguaje de programacion, como
para practicar contenidos a partir de proyectos
previamente disefiados, simplemente buscando
el término que interesa: “algebra”, “patrones”,
“expresiones algebraicas”, etc.

En la secuencia de la figura 10, por ejemplo, se
muestra una forma sencilla de programar un
patréon de repeticion a través de un ciclo que
consiste en repetir 5 veces la secuencia “mover
50 pasos” y “girar 72° a la derecha”, lo que daria
lugar a la construccion de un pentagono regular.
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Figura 10. Ejemplo de un patrén de repeticion usando la funcién “repetir”
para construir un pentagono regular
Fuente: Alsina (2019¢, p. 138)

4.23. Contextos formales: recursos gréficos para la
ensefianza del algebra de 3 a 12 afios

En la recta final del itinerario de ensefanza, es
importante incidir principalmente en la formalizacién
de los conocimientos aprendidos en los contextos
preliminares, y mas tratdandose de conocimientos
algebraicos. De hecho, como se ha indicado, una de
las finalidades del dlgebra es poder expresar mediante
lenguaje simbdlico las ideas matematicas, usando
expresiones algebraicas que combinan numeros,
signos y letras siguiendo ciertas reglas.

Desde esta perspectiva, ademas de usar materiales
como libros de texto y fichas previamente
seleccionados para apoyar este tipo de aprendizaje,
se pueden también usar otros recursos que permitan
avanzar hacia la formalizacion. En este apartado
destacamos por su novedad, pero sobre todo por su
potencial, recursos como: Which One Doesn't Belong?
(WODB), creado por el profesor de matematicas
estadounidense Christopher Danielson (https://wodb.
ca/), que consiste en presentar a los estudiantes varias
situaciones distintas, habitualmente cuatro (figura
11), con el objeto de que comuniquen y argumenten
cual de ellas no pertenece al grupo, lo que fomenta
la presencia de procesos matematicos como el
razonamiento y la prueba (que se fundamenta en la
argumentacion y la comprobacion) y la comunicacion
(que se fundamenta en la interaccion, la negociacion,
el didlogo y el uso adecuado de lenguaje matematico).

arl il ;«:::'.:::::{

Figura 11. Distintos ejemplos de WODB
Fuente: https://wodb.ca/
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Otro recurso parecido es “Same but different”, de
Looney Math Consulting, disponible en  https://
www.samebutdifferentmath.com/about/, en el que
se presentan dos situaciones en lugar de cuatro,
pero igualmente los estudiantes deben argumentar
criticamente en qué son iguales y en qué son
diferentes. La seccion de algebra de este recurso
presenta parejas mayoritariamente para los niveles
superiores de la etapa de Educacion Primaria y para
etapas posteriores (figura 12):

Figura 12. Ejemplos de parejas de la seccion de dlgebra de Same but
different
Fuente: Alsina (2019¢, p. 139)

5. Consideraciones finales

En este articulo se ha fundamentado, descrito y
ejemplificadoel Enfoque delosltinerariosde Ensefanza
de las Matematicas (Alsina, 2018, 2019¢c) que, como se
ha argumentado, pretende contribuir a romper con la
vision tradicional de la ensefianza de las matematicas
asociada al uso del libro de texto como Unico recurso,
para avanzar hacia una vision mas respetuosa con las
necesidades reales de los estudiantes de las primeras
edades para aprender matematicas. Para ello, como se
indicado, este enfoque considera diversos contextos
organizados en tres niveles (contextos informales,
intermedios y formales). Ademas, se plantea la
necesidad de llevar a cabo una planificacion y gestiéon
de la practica matematica que se fundamente en la
resolucion de problemas, el razonamiento y la prueba,
la comunicacion, la argumentacion, las conexiones, la
modelizacion y la representacion, y todo ello basado
en el principio fundamental de que el conocimiento
debe ser siempre construido por el aprendiz a través
de la mediacién de un adulto, en lugar de transmitir un
conocimiento ya creado con anterioridad.

Enestaseccidnfinal, pues, queremos destacar el hecho
de que en el Enfoque de los Itinerarios de Ensefanza
se asume que el proceso de ensefanza-aprendizaje
de las matematicas no es una labor sencilla, puesto
que implica dominar una serie de conocimientos
tanto disciplinares (sobre las matematicas) como
didacticos (sobre formas de ensefar matematicas
y evaluarlas). Ello implica un esfuerzo importante
por parte de todos (Administracion Educativa,
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instituciones de Educacion Superior, organismos vy
expertos en materia de educacion en general y de
educacién matematica en particular, etc.) para que el
profesorado preocupado por mejorar sus practicas y
adaptarlas a las exigencias del siglo XXI pueda tener
acceso a estos conocimientos. Este acceso debe
promover, por un lado, que puedan reflexionar sobre
la necesidad de transformar su practica docente -
dejando de focalizar la enseflanza de las matematicas
exclusivamente en un libro de texto- para mejorarla
usando diversos contextos de ensefianza vy, por otro,
que se les facilite la labor aportando recursos que
sean factibles de ser usados, ya que como indican
Hargreaves, Earl, Moore y Manning (2001), “si el
profesor no esta dispuesto a hacerlo, no se puede
hacer” (p. 128); “si el profesor no sabe cémo hacerlo o
a la hora de la verdad no se siente seguro haciéndolo,
no se puede hacer” (p. 129); “si un docente no esta
dispuesto a hacerlo, no se puede hacer” (p. 132), y “si
el profesor tiene que hacer demasiadas cosas, no las
hara bien” (p. 134). Esperamos que la ejemplificacién
de un itinerario focalizado en la ensefianza del algebra
temprana haya contribuido a esta labor, e invitamos al
lector a consultar otros itinerarios referentes a otros
bloques de contenido en Alsina (2019c) y, sobre todo,
a lanzarse a disefar sus propios itinerarios con el
propodsito de mejorar la formacion matematica de los
estudiantes de las primeras edades.
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