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RESUMEN

Mi proposito en este articulo es reimaginar el aula de matematicas. Empiezo reflexionando acerca de la escuela
reformada, aquella que, en Occidente, asumio la tarea de educar las nuevas generaciones para enfrentar los
problemas de la industrializacion hace 100 afios y que hoy, esta orientada a la produccion de sujetos portadores
de competencias para avanzar en el proyecto neoliberal de las sociedades de economia de mercado. En la
primera parte, abordo algunos elementos que me ayudan a explicar lo que pudo haber salido mal en el proyecto
de la escuela reformada occidental; en particular, busco comprender, a través de un analisis historico-critico, qué
la ha llevado a ser un sitio de produccion de sujetos alienados. La pregunta es: ;Qué es eso que da a la escuela
moderna o posmoderna su configuracion actual y la mantiene alli, atada? En la segunda parte, comparto algunas
ideas que hemos explorado con profesores y estudiantes de nuestras escuelas en un esfuerzo por salir de las
garras de la alienacién y que nos han llevado a repensar las matematicas escolares como praxis emancipadora.

PALABRAS CLAVE:
Escuela reformada; alienacion; emancipacion;
teoria de la objetivacion; ética.

ABSTRACT

My purpose in this article is to reimagine the mathematics classroom. | begin by reflecting on the reformed school,
the one that, 100 years ago in the West, took on the task of teaching new generations how to face the problems of
industrialization, and that today is oriented towards the production of subjects with the competencies required
to advance the neoliberal projects of market economy societies. In the first part, | address some elements that
help me to explain what may have gone wrong with the Western reformed school project. In particular, | seek to
understand, through a historical-critical analysis, what has led it to become a site for the production of alienated
subjects. The question is: What is it that gives the modern or postmodern school its current configuration and
keeps it there, bound? In the second part, | share some ideas that we have explored with teachers and students
in our schools in an effort to break out of the grip of alienation and that have led us to rethink school mathematics
as an emancipatory praxis.
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Reformed school; alienation; emancipation;
theory of objectification; ethics.
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REIMAGINAR EL AULA DE MATEMATICAS: LAS MATEMATICAS ESCOLARES COMO PRAXIS EMANCIPADORA

1. Introduccion’

El propdsito de este articulo es invitar a reimaginar
el aula de matematicas. El prefijo “re” significa
que ya hemos imaginado dicha aula, y sugiere, al
mismo tiempo, que hay que hacerlo de nuevo, y hay
que hacerlo porque algo nos salié mal. El aula de

matematicas no parece ser lo que queriamos.

El subtitulo del articulo sugiere un rumbo a seguir:
matematicas escolares y praxis emancipadora. La
primera parte del subtitulo circunscribe el alcance o
el limite de mi argumento: se trata de las matematicas
escolares que, aunque no son el titulo principal, van a
tener que ser reimaginadas también. La segunda parte
del subtitulo menciona algo diferente: emancipacion.

Emancipar es un concepto cuyo significado no es
transparente; es un término filosofico con una historia
compleja. El Diccionario de la Real Academia Espafola
lo define como la accidén de “liberarse de cualquier
clase de subordinacion o dependencia” (RAE, s. f.,
definicion 2). Ahora bien, en mi invitacion a reimaginar
el aula de matematicas, ;de quién o de qué habria que
emancipar esa aula? ;Estoy acaso diciendo que hay
alguien o algo que la sujeta, la oprime, la fuerza, la
maltrata y que, al hacerlo, no la deja ser lo que deberia
ser?

Aunque no se menciona de forma clara en la definicion
de emancipar, si miramos con detenimiento, podemos
darnos cuenta de que la idea de emancipacion se
funda en relaciones entre unos y otros; se basa en
relaciones de poder por medio de las cuales se ejerce
eso que oprime y mantiene en su lugar a aquello que
es oprimido.

¢{Qué es eso que oprime? No es siempre lo mismo. Por
ejemplo, tuve oportunidad de participar en la charla
que dio Aldo Parra hace algunas semanas en el marco
de un ciclo de conferencias virtuales organizada por
la Asociacion Aprender en Red. Alli, Aldo nos hablé
de una pequefia comunidad indigena del Cauca en
Colombia (Parra, 2021); no hablé de emancipacion
directamente, pero eso no quiere decir que el
problema de la emancipacion no estuviera alli. En esta
comunidad indigena caucana, la categoria de “lo que
oprime” esta configurada por una serie de dispositivos
politicos, econdmicos y militares que la comunidad
en cuestion debe enfrentar para mantener su espacio
de accidén y realizacion. Aquello que oprime alli es
probablemente diferente de eso que ejerce una presion
en las escuelas donde yo realizo mi trabajo educativo.
En mis escuelas los estudiantes vienen de familias de
clase media de una minoria linglistica en el norte de
Ontario, en Canada; son escuelas francéfonas. Estas
forman parte de lo que se conoce como escuelas

reformadas (Darling y Nordenbo, 2002; Labaree,
2005; Rohrs y Lenhart, 1995), es decir, aquellas que,
en Occidente, asumieron la tarea de educar las
nuevas generaciones para enfrentar los problemas de
la industrializacion hace 100 afos y que, hoy, estan
orientadas a la produccion de sujetos portadores de
competencias para avanzar en el proyecto neoliberal
de las sociedades atadas a una economia de mercado
(Giroux, 1997; Gohier y Fabre, 2015).

No obstante, parece que el resultado no nos ha
quedado bien: en gran medida, la escuela se ha
convertido en sitio de produccion de sujetos alienados.
De aqui parte mi invitacion a reimaginar la escuela en
general, y el aula de matematicas en particular. En
este intento necesitamos hacer primero un esfuerzo
para repensar criticamente el aula contemporanea
de matematicas, especialmente en sus supuestos
tedricos e ideoldgicos. De esta excavacion critica
podemos esperar que emerja una comprension de
qué es lo que sujeta y mantiene al aula de matematicas
en su posicion actual.

Como mencioné, lo que sujeta a mis escuelas no es
necesariamente lo mismo que sujeta a la escuela
de la que nos habla Aldo o a las que figuran en las
investigaciones de cada uno de ustedes, aunque
probablemente compartimos los satélites de vigilancia
y las mismas embestidas de la Organizacion para la
Cooperacion y el Desarrollo Econdmicos (OCDE),
y la nueva forma de imperialismo que despliega sin
cesar. Nuestros contextos son diferentes, pero dado
que la emancipacién, en su esquema general, es un
problema de poder, de relacion con un otro, creo que
podemos aprender mutuamente de nuestras luchas e
intentos emancipadores.

Mi articulo tiene dos partes: en la primera, abordo
algunos elementos que me ayudan a explicar lo
que pudo haber salido mal en el proyecto de la
escuela reformada occidental; en particular, busco
comprender qué la ha llevado a ser un sitio de
produccion de sujetos alienados. La pregunta es: ;Qué
es eso que da a la escuela moderna o posmoderna su
configuracion actual y la mantiene alli, atada? En la
segunda parte, comparto algunas ideas que hemos
explorado con profesores y estudiantes de nuestras
escuelas en un esfuerzo por pensar las matematicas
escolares como praxis emancipadora. Empecemos.

2.El aula de matematicas enla historiareciente

;Qué veriamos si miramos las aulas occidentales de
matematicas en los ultimos 50 afios? Creo que no es
una exageracion decir que veriamos un aula halada por
dos fuerzas opuestas y cada una va en la direccion de
un paradigma educativo diferente: uno centrado en el

! Este texto tiene origen en una conferencia plenaria dictada en las XXV Jornadas Nacionales de Educacion Matematica de Chile
que tuvo lugar en abril de 2021. Una version corta se encuentra en las actas de las jornadas. Como en el texto preparado para las

jornadas, he optado por dejar el estilo oral de la presentacion.
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profesor y el saber, y el otro centrado en el estudiante.

El primer paradigma es el de la transmision del saber.
Este pone al profesor en un lugar privilegiado y plantea
el aprendizaje como la adquisicion relativamente
pasiva y obediente de contenidos matematicos por el
estudiante. El segundo paradigma es el constructivista.
Este pone al estudiante en un lugar privilegiado y
plantea el aprendizaje como resultado de la actividad
del estudiante.

Durante una larga historia de oposiciones, estos dos
paradigmas han terminado fusionados en un tercer
paradigma que algunos Ilaman “socioconstructivista”
(Jonnaert y Masciotra, 2004) y otros “de indagaciones
por el estudiante” (inquiry based paradigm; ver, por
ejemplo, Ontario Ministry of Education, 2013). Este
paradigma fusion nos ofrece una nueva idea del aula
de matematicas en la que el estudiante y el profesor
figuran en primera plana. En las aulas inspiradas por
este paradigma, se trata de fomentar la participacion
activa del estudiante y su autonomia, por un lado, v,
por el otro, de asegurar un espacio al profesor para
que pueda guiar al estudiante y facilitar su aprendizaje?.
Este paradigma da lugar a una variedad de modelos de
ensefanza que podrian ordenarse segun la intensidad
de participacion del profesor, desde una participacion
maxima hasta una minima. Voy a dar tres ejemplos.

El primero, que llamo de “guia pedagdgica maxima”,
funciona de forma muy similar al de la ensehanza
tradicional. El profesor controla la produccion y
circulacion de ideas en el aula (Figura 1, cuadro
izquierdo), y solo le permite al estudiante una
participacion minima e insignificante, por ejemplo,
llamandolo al pizarrén, haciéndole preguntas
muy cortas, etc. (Figura 1, cuadro del medio). Es
una ensefanza tradicional que afade elementos
constructivistas de una manera cosmética.

Figura 1. Ejemplo de un aula que opera bajo la “‘guia pedagdgica méaxima”.
Fuente: Elaboracion propia.

En el segundo modelo, llamado en Ontario “la
ensefanza por modelaje”, el profesor “modela” la
solucién del problema para los estudiantes; es decir,
empieza mostrando a los estudiantes como hacer las
cosas (porejemplo, comoresolver un problema nuevo).
Luego, el profesor desaparece progresivamente y de
esta manera deja poco a poco la responsabilidad al
estudiante (Gauthier et al., 2013).

LUIS RADFORD

Al otro extremo de esta gama de modelos de
enseflanza encontramos el de la “guia pedagdgica
minima” que proponen Godino y Burgos (2020). Estos
autores argumentan que, debido a la complejidad del
conocimiento matematico, la autonomia del alumno
no puede ser el punto de partida del aprendizaje.
Se puede partir del paradigma de la transmision del
conocimiento, con una “guia pedagogica minima” (p.
96), y luego pasar al paradigma constructivista.

Cada modelo de ensefianza de este paradigma
sintético socioconstructivista -o de la indagacion-
conduce a un aula de matematicas con dindmicas un
poco diferentes. Las diferencias se explican segun la
manera como se distribuyen los grados de importancia
entre los quehaceres del estudiante y los del profesor.
Estas aulas se inspiran en varios supuestos teoricos
que parecen casi indiscutibles; operan en silencio,
diriamos casi a escondidas. Entre estos supuestos,
estan:

a) Primero, el aprendizaje es visto como un
atributo del estudiante.

Esto quiere decir que el aprendizaje es un
fendmeno que se predica o se dice de un sujeto,
de un individuo: Pedro aprendid o no tal cosa.
No se dice, por ejemplo, que una clase de 30
alumnos aprendio esto o lo otro. Suena raro {no?
Suena impreciso. Y si esto se dice, rapidamente
van a preguntar por Pedro: ;jAprendié? ;Cuanto
aprendio? Hay un discurso socioeducativo que
asigna una realidad a la idea del aprendizaje
como fendmeno que acontece (o no) a alguien, al
estudiante.

b) Segundo, un estudiante aprende cuando puede
responder a las preguntas que se le hacen de
manera autonoma.

Esto quiere decir que la autonomia se toma como
criterio de aprendizaje. Este es el caso de la Teoria
de Situaciones Didacticas (Brousseau, 2002; para
una discusién, ver Radford, 2018). Es por eso
que, en los dos ultimos ejemplos de modelos de
ensefianza que he mencionado, el profesor esta
alli, pero como si no debiera, algo asi como una
nota falsa en una pieza musical.

?Una definicion ofrecida por el sitio web Thirteen.org (s. f.) es: el paradigma por indagacion, en oposiciéon al método tradicional
de ensefanza, “estd mas centrado en el estudiante, con el profesor como facilitador del aprendizaje” (parr. 3). Esta idea aparece
también cuando Jonnaert y Masciotra (2007) explican el socioconstructivismo. Estos autores dicen: “La dimension ‘socio’ [en el
término socioconstructivismo] significa que el profesor facilita las interacciones entre los alumnos” (p. 57). Traducciones propias.
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c) Tercero, se asume que el estudiante piensa
“naturalmente” de ciertas maneras?®.

En este contexto, el trabajo del profesor es guiar al
estudiante. Por ejemplo, en el método de la guia
pedagodgica minima, se trata de dar al estudiante
esa guia minima que le hace falta para llegar a
los conceptos matematicos; hay que darle un
pequefio empujon, algo asi como ese soplo que
se le daria a un barquito de papel para que llegue
a su destino.

d) Cuarto, se concibe al estudiante como una
entidad psicoldgica.

El estudiante es visto como “sujeto cognitivo”
(Valero, 2004, p. 39), como si llevara en la cabeza
una cajitaconideasy representaciones del mundo.
En su tesis doctoral, Maritza Silva sefala un pasaje
en el que un profesor le dice al estudiante: “Eso
es lo que tienes que meterte en la cabecita [...]
idenominador distinto de cero!, idistinto de cero!,
idistinto de cero! y te lo grabais idistinto de cero!”
(2021, p. 119). La metafora detras es que hay ideitas
que se mueven dentro de la cabeza del estudiante
y de alli salen.

Creo que estos supuestos nos dan una idea del aula
contemporanea. Por ejemplo, podemos ver que
autorizan al profesor y los investigadores a ver al
estudiante y a su aprendizaje de ciertas maneras.
Asi, del lado del profesor, resulta “natural” hacer
evaluaciones individuales para dar cuenta del
aprendizaje del estudiante. Del lado del investigador,
resulta “natural” que este use cuestionarios con
problemas matematicos a los estudiantes para que
nos revelen lo que piensan “en la cabecita”.

Sin embargo, tenemos que ir un poco mas lejos en
nuestra discusion de las aulas contemporaneas de
matematicas. Ustedes podrian objetar que mi analisis
no ha tomado en cuenta algo muy importante: la
interaccion social, que se ha convertido en un rasgo
predominante de la practica y del discurso cientifico
en educacion (Radford, 2011). Es cierto; incluso en el
aula de la guia pedagdgica maxima, los estudiantes
interactuan entre ellos. Es esto lo que muestra el
esbozoaladerechadelaFigural. Elesbozo nos permite
ver que hay estudiantes que estan solos, pero otros
estan en parejas, sugiriendo que hay algun intento de
fomentar la interaccion social. La pregunta entonces
es: ¢Cual es el sentido de lo social en la dinamica del
aula en las clases “socioconstructivistas”? ;Cémo
conciben lo social los socioconstructivistas? Para

responder a estas preguntas tenemos que entender el
paso del atomo a la monada.

3. Del atomo ala ménada

Si desde hace algun tiempo en el discurso con el que
se define la educacion se habla cada vez mas de los
estudiantes (en plural) y no del estudiante (en singular),
es que hemos pasado del atomo a la monada. Esto
quiere decir que los estudiantes no son mas que un
plural, es decir, una pluralidad de entidades separadas
unas de otras. Cada uno es una monada-estudiante
que piensa con sus propias capacidades cognitivas.

En el nuevo caso, el de la moénada, lo que vemos en
el aula no es una actividad, sino tantas actividades
como estudiantes, en que cada estudiante realiza la
suya propia. Si hay n estudiantes en la clase, cada
estudiante €; realiza su propia actividad @; . El aula
de matematicas es la suma Y.e; de sus ménadas y
lo que ocurre en una lecciéon de matematicas es una
coleccion {a;} de actividades individuales.

Evidentemente, el discurso educativo puede llegar a
tomar en cuenta la interaccion entre estudiantes, la
comunicacion e incluso puede hacer referencia a la
lecciéon que siguieron los estudiantes con el profesor.
Sin embargo, todos estos elementos sociales son
vistos de forma instrumental: son considerados
estimulos externos que ofrece el entorno a la actividad
cognitiva del estudiante (se pueden ver detalles y
ejemplos en Radford, 2020a).

4. ¢Y cual es el problema?

En este tipo de aulas que reducen la interaccion social
a un puro estimulo, la concepciéon de la interaccion
es muy pobre, por no decir equivocada. El trabajo
de Vygotsky (1987) sobre la “zona de desarrollo
proximo” muestra que la interaccidén con otros, y en
particular con el profesor, juega un papel crucial en el
aprendizaje.

Esto que estoy diciendo es valido también para
los elementos culturales e historicos. En efecto,
el problema es que los elementos sociales,
culturales e histéricos no pueden ser considerados
instrumentalmente en el aprendizaje de los estudiantes.
Esos elementos no son estimulos externos que ofrece
el entorno a la actividad cognitiva del estudiante, al
contrario, son parte de las maneras en que llegamos a
pensar el mundo (Valero, 2004, 2010).

8 Evidentemente, las teorias en educacion matematica no ponen este y los otros supuestos que estoy mencionando de manera
explicita. Estos supuestos operan, como he dicho hace un momento, casi a escondidas. Por ejemplo, los autores de un articulo
reciente se propusieron identificar los criterios mas sobresalientes de clasificacion y seriacion que utilizan los nifios de prescolar
(Casadiego et al., 2020). La pregunta es: ien qué atributos de los objetos concretos del mundo del nifio se detiene con mas arraigo
su atencion? Luego de observar la interaccion de los nifos con los bloques ldgicos, la conclusion es que el color y el tamafo son
las caracteristicas que los ninos identifican mas rapidamente. Puede verse como se asume tacitamente que los nifios piensan las
formas de su mundo “naturalmente”. Es entonces legitimo pensar que los bloques ldgicos (y el entorno social del nifio) no son
portadores de conceptualizaciones culturales. Se asume que todos vemos lo mismo. Mas adelante, cuando hablaré de una escuela

en Uganda, veremos que esto no es asi.
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Klaus Holzkamp (2013), por ejemplo, hace ver que
las conceptualizaciones de un individuo, sin ser
determinadas por el contexto y las circunstancias,
no son arbitrarias; estan sujetas a procesos Yy
conceptualizaciones socioculturales que preceden la
accioén del individuo.

Cabe recordar aqui que el lenguaje opera, entre otras
cosas, como portador de una conceptualizacion
cultural. Esto nos recuerda la experiencia que vivio
una aspirante a profesora, Krista, que fue a hacer su
practica docente en Uganda. En medio de una leccién
de geometria, esta estudiante inglesa se encontré con
que el lenguaje de la comunidad, el runyankore, no
tiene “palabras para triangulo, rectangulo o incluso
cuadrado. Hay una palabra, oriziga, que significa
circular o curvo, pero no se refiere especificamente
a un circulo” (Bradford y Brown, 2005, p. 16). Es muy
facil olvidar que el mundo en que vivimos esta repleto
de conceptualizaciones historico-culturales que nos
abarcan, y que se muestran en la materialidad del
mundo, en el lenguaje que usamos y en nuestras
acciones. Es muy facil olvidar también que las maneras
de pensar el mundo no son naturales, sino culturales.
Cuando olvidamos esto, terminamos creyendo que
la actividad cognitiva es puramente nuestra, que se
origina en nosotros, que sale de nuestra cabeza.

Diriamos que, en realidad, la cosa va al revés.
Tenemos que darle un giro de 180° a todo esto para
entender que la cognicion y las ideas que cada uno
forma vienen de afuera, y para darnos cuenta de que
cada uno de nosotros es lo que el filésofo holandés
Benedicto de Spinoza (1989) llamaba un “modo” de la
“substancia”, es decir —en lenguaje del siglo XXI-, que
cada uno es una realidad singular, individual y limitada
de la sociedad y que es en esta que encontramos
los elementos por medio de los cuales pensamos
subjetivamente el mundo.

5. ¢Y cOmo es que semejante cosa se hos paso
por alto?

La pregunta es: ;Y cdmo es que semejante cosa haya
pasado desapercibida y que hayamos terminado
pensando que, para comprender la cognicion, el
aprendizaje y la dinamica del aula, habia que centrar
esta dinamica en el estudiante, y anadir al profesor
como la guia que podria hacer falta al estudiante en
los momentos de desmayo o desfallecimiento?

La respuesta es demasiado compleja para ser tratada
aqui en detalle. Voy a limitarme a mencionar que tiene
que ver con la concepcion del humano que surgido enla
Alta Edad Media y el Renacimiento occidental, cuando
el incipiente capitalismo artesanal y las nuevas formas
de produccién econdémica llevaron a la emergencia
de una nueva conciencia social que culmina en lo que
Colin Morris (1972) ha llamado “el descubrimiento del
individuo”. Desde entonces, el Occidente se embarco
en una ruta nueva en la que, a diferencia de otros

LUIS RADFORD

periodos historicos, el individuo se ubico poco a poco
en el centro del universo.

Se produjo, entonces, el proceso de personalizacion,
segun Lipovetsky (2000); es decir, el proceso que
“ha promovido y encarnado masivamente un valor
fundamental, el de la realizacién personal” (p.7). La
modernidad produjo procedimientos de subjetivacion
de los que emergid, gloriosa, una vision nueva del
humano: el individuo como fundamento. Con esto
quiero decir que el individuo se convirtié en su propio
fundamentoy en el fundamento del mundo. Como dice
el fildsofo francés Etienne Balibar (2014), “es solamente
a posteriori, cuando ya se han constituido como
individuos [...] que los individuos [de la modernidad]
pueden relacionarse entre si de diferentes maneras.
Pero estas relaciones son por definicion accidentales,
no definen su esencia” (p. 213).

En el ambito de la politica, el neoliberalismo
encapsula esta idea del individuo como fundamento
al considerarlo cimiento social. La filosofia acierta esta
misma idea al reclamar que el fundamento del ser
esta en su libertad de accion (como lo hace la filosofia
kantiana). En el ambito de la psicologia, esta idea se
afirma en la concepcion del sujeto que se forma desde
adentro, desde su propia interioridad. Asi, por ejemplo,
la mente es considerada un atributo del individuo. En
el dmbito de la educacion, esta idea del humano como
fundamento de si mismo repercute en el concepto de
aprendizaje que se concibe como resultado de las
ideas que el estudiante se hace él mismo a partir de sus
propias acciones y representaciones. En la educacion
matematica, como nos dice el constructivismo, el
estudiante construye su propio saber (von Glasersfeld,
1995).

Politica El cimiento social es el individuo

Filosofia El fundamento del ser esta en su libertad
de accion

Psicologia La mente es un atributo del individuo.

Educacion El aprendizaje resulta de las ideas que se
va haciendo el estudiante a partir de sus
propias acciones.

Educacion El estudiante construye su propio saber.

Matematica

Figura 2. El individuo como fundamento.

Fuente: Elaboracion propia.
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En la Figura 2 se muestra que cada una de estas
esferas societales (Radford, 2021a) solo traduce, a su
manera y en su propio lenguaje, la forma ideal mas
general posible del humano como lo conciben la
modernidad y la posmodernidad. La concepcion que
despoja al humano de todas sus determinaciones
sociales, historicas y culturales, y lo convierte asi en
un yo languido, vaciado, que solo se lleva a si mismo
en su nucleo mas intimo, lo que los filésofos llaman
su ipseidad, es decir su mismidad. Pedro aprendio
algo en el aula de matematicas y lo que aprendio
tiene que ver con su entorno histérico-cultural solo
de manera circunstancial. Lo que Pedro aprendio es
suyo, es producto de su esfuerzo personal y como tal
le pertenece. {Sacé 80% en geometria! El nimero da
realidad objetiva al aprendizaje de Pedro; lo afirma en
su soledad ontoldgica.

Llegamos a un punto en el que podemos dar respuesta
a la pregunta que planteamos al inicio, la pregunta
de eso que da a la escuela moderna y posmoderna
occidental su configuracion actual y que la mantiene
en donde esta, oprimida. La respuesta se encuentra
en esta figura historica que podemos llamar la figura
de la ontologia moderna, que toma al individuo como
fundamento.

Ahora, creo, podemos entender lo que configura
por detras, a escondidas y en silencio, la dinamica
de tantas aulas de matematicas. Ahora podemos
entender como y por qué la clase de matematicas se
ha convertido en un sitio de alienacion, y que es una
de las cosas que salio mal en el proyecto de la escuela
reformada.

El alumno y el profesor permanecen ajenos entre si. Su
relacién es casi comercial; uno tratando de maximizar
sus propios aprendizajes y el otro ayudandolo o
guiandolo alli donde se pueda requerir (Radford, 2014).
Ambos viven la ensefanza y el aprendizaje como si
ese vivir fuese ajeno al amplio contexto historico y
cultural, como si entre profesores y estudiantes no
pudiese haber una conexién real humana posible.

6. Las matematicas escolares como praxis
emancipadora

¢Coémo podriamos plantear la dinamica del aula de
matematicas para recuperar la dimension histoérico-
cultural y concebir el aula como un espacio portador
de relaciones sociales y productor de aprendizajes no
alienantes?

La investigacion sociocultural ha mostrado la
tremenda complejidad que subyace en el aula de
matematicas y el aprendizaje, y ha puesto atencién
(entre otras cosas) en: 1) el lenguaje; 2) las estructuras
sociales y simbdlicas imbricadas en la escuela; 3) la
cultura material (por ejemplo, los artefactos), y 4) las
cuestiones de poder y género.

Una parte importante de la investigacion sociocultural
ha intentado ver el aprendizaje como la participacion

progresiva del niflo en la practica social o su ingreso
en las comunidades de practica (Lave y Wenger, 1991).
Nuestro camino en la teoria de la objetivacion (TO)
(Radford, 2021a) retoma los cuatro puntos anteriores,
pero tematiza el aula y el aprendizaje de manera un
poco diferente. La TO no es una teoria constructivista
ni conductista ni participacionista; con la discusion
acerca de esta tematizacion un poco diferente quisiera
terminar este articulo.

Conviene, primero, disipar un malentendido potencial:
cuando digo que no se trata de concentrar la atencion
en el estudiante, no quiero decir que no hay que ver
mas al estudiante. Tampoco quiero decir que lo que
tenemos que hacer ahora es voltear la mirada hacia el
profesor o el saber. Lo que quiero decir es que hay que
ver al estudiante y al profesor, pero no con los lentes
de la psicologia cognitiva individualista que los asume
como sujetos ya dados, ya constituidos; convendria
ver al estudiante y al profesor como sujetos historicos
y culturales que se constituyen de forma cotidiana y
conjunta en el aula, en el transcurso de la actividad
de ensefanza y aprendizaje. En efecto, las aulas de
matematicas no producen solamente saberes, sino
también subjetividades (Radford, 2021a). Tomando
en cuenta esta idea, la propuesta que ofrece la TO
considera al aula de matematicas como un aula que
gira en torno a dos ejes, el del sabery el del ser. Y es a
partir de esos dos ejes que se sugiere conceptualizar
el aprendizaje. En otras palabras, el problema del aula
de matematicas ya no es solo acerca de los saberes
que el estudiante aprende, sino también acerca del
tipo de sujeto que nuestras practicas educativas
tienden a fomentar.

Esto que acabo de decir suena terrible cuando lo
escuchamos con los oidos constructivistas, puesto
que estos operan bajo los preceptos de la libertad
y autonomia del individuo. Los constructivistas
consideran que el aula es un sitio de realizacion de
los proyectos personales del estudiante. Dado que
piensan que el estudiante se forma desde adentro, de
acuerdo con su esencia y sus propias potencialidades,
el aula no puede ser un sitio que forma al estudiante.
Sin embargo, el punto es que no hay educacion que
no favorezca cierto tipo de saberes y que no promueva
la produccion de ciertas subjetividades (Popkewitz,
2004). Paulo Freire lo habia sefalado en su trabajo:
“La educacion nunca ha sido ni sera neutra” (2016, p.
38). La educacion siempre sera una cuestion politica
y econdmica, por lo cual la educaciéon matematica,
tanto en su practica como en su investigacion, no
puede dejar de hacerse la pregunta sobre el tipo de
individuo que se fomenta explicita o implicitamente.

En la teoria de la objetivacion, entendemos el
proyecto educativo como un proyecto emancipador
de las practicas corrientes que reducen al estudiante
a un sujeto cognitivo (como en el paradigma
constructivista) o a capital humano (como en el
paradigma de la transmision de saberes), y que, en
un caso y en el otro, ofrecen una practica matematica
alienante (Radford, 2014, 2016). Concebimos el
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objetivo de la educacién matematica como un
esfuerzo politico, social, historico y cultural dirigido
a la creacion dialéctica de sujetos reflexivos vy
éticos que se posicionan criticamente en practicas
matematicas constituidas historica y culturalmente, y
que reflexionan sobre nuevas posibilidades de accion
y pensamiento.

En la TO, el aprendizaje se concibe como un encuentro
con el saber cultural, cuya caracteristica fundamental
es de ser ético y critico. A partir de estas dimensiones
éticas y criticas, el estudiante tiene oportunidad
de ubicarse y posicionarse en el plano social del
aula de matematicas y mas alla, y de constituirse
cotidianamente, con otros, como subjetividad. El
punto fundamental es que es en el tipo de actividad
que los estudiantes y profesores producen en el aula
en el cual se encuentra la posibilidad de una practica
emancipadora (Radford, 2020b).

En nuestro caso, esta practica emancipadora esta
orientada por las siguientes ideas:

« En primer lugar, se rompe con la separacion
tradicional entre profesores y estudiantes que
pone al estudiante en un lugar de inferioridad y
obediencia respecto a la produccion y circulacion
del saber en el aula. Rompe también con la
separacion constructivista en la que el profesor
es visto como un guia que ayuda a los estudiantes
a llegar tan lejos como puedan con sus propias
cogitaciones.

En la actividad emancipadora no hay n+I/
actividades llevadas a cabo simultdneamente en
el aula, las n actividades a4, ay, ..., ay

de las monadas eq, ey, ..., €, mas la actividad de
ensefanza a, del profesor, p . Hay solamente
una actividad: la ensefanza-aprendizaje en la cual
estudiantes y profesores laboran hombro con
hombro para producir y hacer circular el saber
matematico en el aula.

« En segundo lugar, la actividad emancipadora
permite un encuentro colectivo con el saber
cultural. Aqui, el aprendizaje no es propiedad de
un estudiante sino de un colectivo. Recordaran
gque mencioné que el primer supuesto que
informa el aula contemporanea de matematicas
es que el aprendizaje es propiedad del alumno.
Aqui damos un giro de 180°. Aprendemos juntos,
en medio de tensiones, objeciones, etc., pero
juntos, colectivamente.

« En tercer lugar, la actividad de ensefanza-
aprendizaje ofrece condiciones para que ese
encuentro colectivo incluya voces y perspectivas
diferentes en las que la diferencia es valorada. Pero
no se trata de la inclusividad condescendiente
y superficial que propone el neoliberalismo.

LUIS RADFORD

Se trata de un encuentro inclusivo en el que
los estudiantes se involucran e interactian con
las ideas del otro y asumen la responsabilidad de
entender esa voz diferente y tomar posicién critica
ante ella.

+ Cuarto, la meta del encuentro con el saber
mediante procesos colectivos no es hacer que los
estudiantes acepten las ideas y significados de
las matematicas dominantes (aquellas ya inscritas
en el curriculo). Es precisamente encontrarlas,
examinarlas criticamente, apreciarlas en su fuerza
y dimensién estética y tedrica, y verlas como
expresion de una de las posibles racionalidades
humanas, sinque, portanto, tenganqueaceptarlas.
Me parece que una practica emancipadora debe
reconocer, a la vez, las racionalidades y lo que
ofrecen, pero también lo que limitan.

+ Quinto, una practica emancipadora de las
matematicas escolares se realiza a través
de la practica de una ética que valoriza la
responsabilidad, el compromiso con el trabajo
colectivo y el cuidado del otro (Radford, 2021b).

A titulo de ejemplo, voy a referirme a una actividad
de ensefanza-aprendizaje en una clase de 50
grado (estudiantes de 10 y 11 afos)*. Para entender
la actividad, conviene mencionar que los dias
anteriores los estudiantes y la profesora resolvieron
colectivamente ecuaciones lineales. La resolucion de
las ecuaciones se hizo con ayuda de material concreto
constituido de tarjetas de carton y sobres de papel que
contenian un mismo numero desconocido de tarjetas
en su interior. Un ejemplo de dichas ecuaciones se
muestra en la Figura 3 (cuadro izquierdo).

Aircifl

7 rfes

Figura 3. Izquierda: la ecuacién dada. Derecha: la resolucion de la
ecuacion.

Fuente: Elaboracion propia

El problema consiste en encontrar el nimero de
tarjetas que contiene un sobre, sabiendo que Jean
tiene cuatro sobres y una tarjeta, mientras que Mireille
tiene dos sobres y siete tarjetas y que el nimero total
de tarjetas de Jean es el mismo que el de Mireille.

El cuadro de la derecha de la Figura 3 muestra la
solucién propuesta por una estudiante, quien empieza
por quitar una tarjeta de cada lado de la ecuacion,

4 Una presentacion mas detallada de este ejemplo se encuentra en Radford (2021c).
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luego dos sobres de cada lado de la ecuacion, con
lo que deduce que dos sobres tienen seis tarjetas.
Enseguida, divide por dos y determina que hay tres
tarjetas en cada sobre.

En la actividad que quiero mencionar la clase fue
dividida en pequefos grupos de dos a cuatro
miembros. Los estudiantes fueron invitados a efectuar
la siguiente tarea en un trabajo colectivo:

Van a escribir un texto que explique los pasos que hay
que seguir para resolver una ecuacion como las que
vimos anteriormente. El texto esta dirigido a un alumno
de 5° grado de otra escuela, y no se sabe si este alumno
sabe resolver ecuaciones.

Su explicacion debe ser clara, justa y convincente:

a. Claro: se entiende lo que se dice en el texto?

b. Justo: ;es la respuesta correcta?

c. Convincente: json realmente convincentes los
argumentos del texto?

A diferencia de los problemas anteriores (como el que
se muestra en la Figura 3), en esta tarea se trata de
explicar, en términos generales, las etapas a seguir
para resolver una ecuacion cualquiera.

En el grupo de José, Elisa, Celeste y Carina, la discusion
se dio alrededor de aquello que el texto debia incluir.
Este grupo produjo el texto que se muestra en la
Figura 4, cuadro izquierdo. Luego, alentados por la
profesora, este grupo intercambio su texto con el
texto de otro grupo (el grupo de Walton y David). El
intercambio tenia el fin de aprender juntos de lo que
los otros hicieron y de posicionarse criticamente
frente al texto de los otros. El texto de Walton y David
aparece en el cuadro del medio de la Figura 4. A la
derecha vemos a los estudiantes del grupo de Elisa
estudiar con atencion el texto del grupo de Walton y
David.

El grupo de Elisa se sorprende de ver que la hoja del
otro grupo tiene pocas etapas. Celeste dice: “Solo
tienen cuatro pasos; jcreo que podria ser un poco
mas largo...!”. Elisa dice: “No entiendo”. Este grupo
observa que, en lugar de considerar una ecuacion
cualquiera, el texto de Walton y David considera una

ecuacion particular:

‘i@‘é’gmmm = ‘Eﬁ o o o o

José, que se siente a gusto con un texto ilustrado
con un ejemplo, afade: “iDieron un ejemplo! Si la
persona [el estudiante de 5° grado] lee el ejemplo,
comprendera el sentido”.

Figura 4. Izquierda: el texto de José, Elisa, Celeste y Carina. Al centro: el
texto del grupo de Walton y David.
Fuente: Archivo del autor.

Los estudiantes deciden escribir una critica tomando
turnos. Una de las criticas tiene que ver con la etapa 2
propuesta por Walton y David. Esta etapa dice: “Toma
ellado [de la ecuacion] con menos sobres y quita todos
los sobres”. El primer grupo argumenta que debieron
decir que ese mismo numero de sobres debe también
ser quitado del otro lado de la ecuacion. La Figura 5
(cuadro izquierdo) muestra las anotaciones hechas al
texto de Walton y David.

Figura 5. Izquierda: el texto de Walton y David con anotaciones criticas.
Centro y derecha: el encuentro de los dos grupos que se dio més tarde.
Fuente: Archivo del autor.

Después de haber concluido su analisis critico de
manera independiente, los grupos se encontraron
frente a frente (Figura 5, centro y derecha).

- Walton (el cuarto de izquierda a derecha):
“guitamos 3 tarjetas aqui” (sefala el pasaje en su
hoja. Ver Figura 5, cuadro del medio).

- Carina (la primera de izquierda a derecha): “tu
debias haber dicho ‘y también 3 tarjetas del otro
[lado]” (Figura 5, cuadro de la derecha).

Como vemos, el examen critico del texto del otro
grupo, asi como la discusion entre los grupos, es la
ocasion para aprender mas juntos. El aprendizaje
no es considerado propiedad de un estudiante, es
producto de un proceso colectivo. En el curso de este
proceso, las matematicas se desvelan a la conciencia
de los estudiantes, no como un simple saber externo
y formal, sino como una posibilidad cultural que se
materializa o encarna en un contenido conceptual
concreto polifacético (sea pensado como generalidad
expresada de forma singular, es decir en un ejemplo
concreto, como proponen Walton y David, o como
generalidad en s/, como propone el grupo de Elisa
que evita tomar un ejemplo concreto). En esta aula de
matematicas, la actividad es tal que:
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1. En ella, el aprendizaje aparece como proceso
colectivo: no se trata de varias actividades
ai, a,, as, ...singulares, sino de una sola actividad,
A.

2. Permite un encuentro colectivo con el saber
cultural.

3. Ofrece la posibilidad de entrar en contacto con
otras voces y perspectivas, no en aras de un
beneficio personal sino de la creaciéon de una
obra (una idea) comun. Se trata de un encuentro
con otras voces y perspectivas mediante el
cual estudiantes y profesores se implican
en comparaciones, distinciones y tomas de
posicion respecto al saber, generan en el camino
nuevas ideas y, a su vez, se constituyen como
subjetividades.

4. Permite un encuentro critico con el saber cultural.

5. Reposa en la practica de una ética de orientacion
comunitaria en la que los estudiantes asumen
responsabilidad hacia otros, se comprometen
con el trabajo colectivo y el cuidado del otro.

7. Sintesis

La idea de este articulo es abrir una reflexién en torno
al aula de matematicas, un intento de reimaginarla.
Evidentemente, no es la primera vez que educadores
se enfrentan con esta tarea; imaginar el aula escolar en
general y la de matematicas en particular fue la tarea
que se dieron los pedagogos y administradores de la
educaciéon de principios del siglo pasado (Labaree,
2005), cuando se enfrentaron al problema de educar
a las nuevas generaciones y a las dificultades para
encarrilar a las sociedades de la época hacia la via de
la industrializacion. Es aqui donde aparece la version
moderna del paradigma de transmision de saberes y
su idea de la enseflanza magistral que, a diferencia
de otras versiones histéricas anteriores, tiene ahora
que educar en masa. Al mismo tiempo aparece, en
un movimiento opuesto, el paradigma de la escuela
centrada en el estudiante (Rugg y Shumaker, 1969), el
cual es el origen del constructivismo contemporaneo.
Vimos que esos dos paradigmas educativos -uno
centrado en el profesor y el saber, el otro en el
estudiante- se han fusionado en un nuevo paradigma
(el paradigma socioconstructivista o de indagaciones
por el estudiante) que intenta poner al profesor y al
estudiante al frente de la escena. Pero el “y” que une
al profesor y al estudiante se convierte en un gran
problema ya que, amparado en los preceptos de la
libertad y la autonomia del estudiante -y de hecho
en una concepcion humanista del individuo que
data del Siglo de las Luces, es decir, del siglo XVIII-
no puede concebir al profesor mas que como guia
(Radford, 2014). Una solucién es pensar el conectivo
“y” sincronicamente, como proponen el método de
modelaje o el método de la “guia pedagogica minima”
de Godino y Burgos (2020), en el cual el foco de
atencion es primero el profesor y, luego, el estudiante.

En la primera parte de mi presentacion sugeri
algunos supuestos que asume el aula de matematicas

LUIS RADFORD

socioconstructivista -entre ellos, el de pensar el
aula en términos individualistas- que reducen la
actividad cognitiva a representaciones subjetivas y el
aprendizaje a un fenomeno individual. Luego emprendi
una breve excavacién historico-critica para intentar
entender aquello que nos condujo a concebir el aula
en esos términos. La breve excavacion historico-
critica que emprendi sugiere que la concepcion del
aula contemporanea (en su estructura, dinamica
y naturaleza) no ha sido accidental o fortuita. Es
parte de un proceso historico de las sociedades
occidentales de naturaleza econdmica y politica
(Popkewitz y Rizvi, 2009); un proceso de refinamiento
progresivo y agresivo de las relaciones que definen al
individuo; un proceso no solo de individuacion, sino
de individualizacion que los filosofos, sociélogos y
antropologos llaman individualismo (Lipovetsky, 2000;
Taylor, 2003). Vimos que la respuesta a la pregunta
que planteamos al inicio, sobre eso que configura
la escuela moderna y posmoderna occidental en la
actualidad y que la mantiene donde esta, oprimida,
se encuentra en esta figura historica, que llamé la
figura de la ontologia moderna, que toma al individuo
como fundamento de s/ y de su mundo. La Figura 2
nos muestra como las diferentes esferas societales
(la politica, la filosofia, la psicologia y la educacion)
traducen y expresan en su propio lenguaje esta figura.
Dentro de este contexto, no deberia sorprendernos
que la respuesta a la pregunta encuentre una realidad
efectiva en la materializacion cotidiana de esta figura
ontologica que caracteriza las sociedades capitalistas
contemporaneas.

En la ultima parte, mencioné algunas ideas que
han surgido de mi investigacion con profesores
y estudiantes, y que iluminan nuestro quehacer
pedagodgico en la busqueda de medios que puedan
delinear una praxis escolar diferente. Esas ideas
aparecen en el ejemplo que di de una actividad de
ensefanza-aprendizaje en una clase de 50 grado.
Aunque muy breve, este nos permite ilustrar los
principios que sugerimos anteriormente de lo que
podria ser las matematicas escolares como praxis
emancipadora. El aprendizaje es comprendido como
un encuentro colectivo con saberes culturales que se
desvela a la conciencia de los estudiantes por medio
de la actividad de ensefianza-aprendizaje. Se trata de
un encuentro cuya meta no es que los estudiantes
acepten una manera de pensar las matematicas. Se
trata, por el contrario, de un encuentro que ofrece la
posibilidad de entrar en contacto con otras voces y
perspectivas, no para mejorar la perspectiva subjetiva,
como en el caso de la clase de ménadas mencionada,
que operan guiadas por el beneficio personal. Se trata
de un contacto historico-cultural con otras voces
a través de las cuales los individuos se constituyen
continuamente con otros.

No hay que confundir esto que sugiero con lo que
podria ser el ejercicio de una democracia languida
de expresion de subjetividades esencialmente
independientes. Al contrario, afirmo la idea de un
aula emancipada que funciona como un espacio de
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produccion de saberes y subjetividades en el que
estudiantes y profesores producen matematicas
de forma conjunta. Alli se expresan y se producen
relaciones sociales; aprenden unos de los otros a
posicionarse socialmente, a oir, refutar, objetar,
criticar, apreciar y ver que hay muchas maneras de
pensar matematicamente; de esta manera, salen de
su nicho solipsista para constituirse en subjetividades
culturales, criticas y éticas. A diferencia de las
actividades alienantes que encierran al sujeto en si
mismo, las actividades como las que ilustra nuestro
breve ejemplo de 50 grado ofrecen pautas para
la realizacion de un trabajo conjunto en el que los
estudiantes y el profesor pueden reconocerse en las
ideas que circulan en el aula, mientras que encuentran
una exterioridad conceptual cultural refractada
de varias maneras en los razonamientos que ellos
movilizan.

No es pues solo la praxis de la matematica escolar la
que tenemos que poner en tela de juicio sino también
nuestras concepciones de las matematicas mismas.
Hay que pensarlas, creo, de otra manera, no como un
saber externo y formal, sino como un saber dotado
de una logica historica y dindmica cuyo contenido
se da a la vida concreta del aula bajo la mediacion
de la actividad humana sensible, la labor conjunta
de profesores y estudiantes. Esta mediacion no es
un ejercicio formal del pensamiento ni sujecion del
individuo, sino mediacion que desemboca en una
logica polivalente, en determinacion de un proceso
real que contiene ya las condiciones de su propia
objetividad relativa. Su normatividad racional se
plantea como posible referencia de enriquecimiento
colectivo. Evidentemente, es imposible abordar con
la profundidad que se requiere el tema de lo que
podria ser las matematicas escolares como praxis
emancipadora. Espero, sin embargo, que este corto
articulo sugiera nuevas pistas de accion y reflexion.

Reconocimientos

Este articulo es resultado de un programa de
investigacion subvencionado por the Social Sciences
and Humanities Research Council of Canada / Le
Conseil de Recherches en Sciences Humaines du
Canada (SSHRC/CRSH).
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RESUMEN

En este documento se presentan los resultados de una investigacidon cuyo objetivo principal fue describir el
grado de representatividad de los significados de referencia, pretendido e implementado, sobre el tema de
proporcionalidad, con respecto a un conjunto de significados parciales que funcionan como referencia global.
La investigacion se llevo a cabo tomando en consideracion la propuesta curricular de matematicas para segundo
grado de la secundaria mexicana (13 afnos), y esta fundamentada teéricamente en algunos elementos del Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos. Metodologicamente se uso el estudio de casos.
Los resultados de la investigacion indican que los significados implementados por los profesores observados son
poco representativos con respecto al significado de referencia, teniendo el riesgo de que existan repercusiones
para sus alumnos en otros temas ligados con la proporcionalidad.
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ABSTRACT
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1. Introduccion

La proporcionalidad es uno de los principales temas
en la educacion matematica de los distintos niveles
escolares en México, pues se estudia desde los inicios
de la escuela basica (3-15 afios), hasta el nivel superior
(18-22 anos), y es considerada una de las bases para
el estudio de diversos temas matematicos tales como
los porcentajes, reproducciones a escala y variaciéon
lineal, ademas de ser una nocion fundamental en areas
como la fisica, la quimica y las artes, por mencionar
algunas.

Su importancia en la formacion matematica de
los individuos ha sido estudiada desde diferentes
perspectivas, entre ellas las dificultades que
presentan profesores para su ensefanza. En este
sentido, Block (2001) identifica que, en un estudio con
profesores de primaria, el 71% del grupo considera
como una condicidn suficiente para que una relacion
sea de proporcionalidad, el hecho de que “cuando
una cantidad aumenta, la otra también aumenta”
(p. 677); ademas, menciona que poco mas del 50%
considera correcta la afirmacion “dos numeros
son proporcionales si uno es multiplo del otro, por
ejemplo, 12 y 4” (p. 677), es decir, hay confusion
entre los términos “proporcional” y “multiplo”. Por
otro lado, Balderas et al. (2014) identificaron que
profesores de secundaria, a pesar de que suelen
resolver correctamente gran parte de las situaciones
que se les plantean, cuando justifican la existencia de
una relacion de proporcionalidad suelen presentar
argumentaciones y caracterizaciones insuficientes e
incompletas de dicha relacion.

Por su parte, Rivas et al. (2012) sefialan las dificultades
manifestadas por futuros profesores de bachillerato,
quienes centran su atencién en la aplicacion de
técnicas como la regla de tres, sin lograr desarrollar
un razonamiento proporcional involucrado en las
situaciones-problema que les fueron planteadas.

Por otro lado, algunas investigaciones como Mochon
(2012), Fernandez et al. (2012) y Torres y Deulofeu
(2018) manifiestan que, al igual que en algunos
futuros profesores, los estudiantes presentan diversas
dificultades al resolver tareas de proporcionalidad,
al enfocarse principalmente en la aplicacion de
técnicas para resolver los problemas, mismas que
son empleadas de manera incorrecta debido a la
ausencia de razonamiento proporcional por parte
de los estudiantes. Posiblemente estas dificultades
se presentan a partir de que los mismos profesores
en formacion, o los profesores en servicio, no
comprenden la nocién de proporcionalidad.

Con respecto al estudio de la proporcionalidad,
Mochén (2012) manifiesta que se le debe dedicar un
tiempo considerable al tema, debido a la importancia
de este y a las diversas dificultades que presentan los
profesores participantes en el estudio que él reporta,
dificultades que el autor considera que pueden afectar
a los futuros estudiantes de estos maestros.

Con estos antecedentes, en los cuales se manifiestan
la importancia del estudio de la proporcionalidad, las
dificultades reportadas en la literatura y, ademas, la
importancia de que los futuros docentes que laboraran
en el nivel basico tengan una solida formacién en
el tema, se planted una investigacion dirigida a
profesores, cuyo objetivo principal fue describir
el grado de representatividad de los significados de
referencia, pretendido e implementado, sobre el tema
de proporcionalidad, con respecto a un conjunto de
significados parciales que funcionan como referencia
global, esto es, contrastar elementos curriculares,
de planeacion y ejecucion del proceso de estudio
para el tema (de parte de profesores mexicanos de
Matematicas de segundo grado de secundaria) versus
elementos provenientes de los sistemas de practicas
matematicas que son susceptibles de desarrollarse
con el estudio del tema mencionado.

2. Elementos tedricos

La investigacion se sustentd tedricamente con
algunos elementos del Enfoque Ontosemiotico del
Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS)
(Godino et al., 2009), especificamente la Teoria de
los Significados Sistémicos (Godino y Font, 2008). Se
retomaron los Significados Pragmaticos (Godino et
al., 2017) para la proporcionalidad, mismos que estan
escritos a partir de los niveles de algebrizacion de la
actividad matematica escolar (Godino et al., 2014).
Estos significados pragmaticos fueron elegidos en
tanto que son apropiados para el logro del objetivo
planteado.

2.1 Teoria de los Significados Sistémicos

Cuando se estudia matematicas, mas que conocer
las practicas que se realizan en la resolucién de
un problema en particular, interesa considerar los
sistemas de practicas (operativas y discursivas) que
manifiestan los sujetos en su actuacion ante diversos
tipos de situaciones-problema. En el EOS (Godino et
al., 2009), el significado de un objeto matematico se
concibe como “el sistema de practicas que realiza
una persona (significado personal), o compartidas en
el seno de una institucion (significado institucional)
para resolver un tipo de situaciones-problemas” (p. 5).
Como se sefnalo, esta investigacion tiene como uno de
sus basamentos tedricos mas importantes a la Teoria
de los Significados Sistémicos.

En particular, al ser un trabajo de investigacion
cuyos sujetos de investigacion son profesores de
Matematicas de secundaria, se estd interesado
Unicamente en los significados institucionales, para lo
cual se tendran en cuenta los siguientes tipos:

» Referencial (o de referencia, también conocido
como pretendido por el curriculo): se refiere
al sistema de practicas que se utilizan como
referencia para elaborar el significado pretendido.
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En una institucion de ensefanza concreta, este
significado de referencia sera una parte del
significado holistico del objeto matematico.

- Pretendido: sistema de practicas incluidas en la
planificacion del proceso de estudio.

+ Implementado: en un proceso de estudio
especifico, es el sistema de practicas
efectivamente implementadas por el docente
(Godino y Font, 2008).

En esta ocasion, los significados pragmaticos de
la proporcionalidad formaran parte de lo que en el
EOS se conoce como significado holistico, dichos
significados estan descritos a partir de los niveles de
algebrizacion de la actividad matematica escolar, los
cuales se presentan a continuacion.

2.2 Niveles de algebrizacion de la actividad

matematica escolar

Una parte fundamental para el desarrollo de este
trabajo son los niveles de algebrizacion de la actividad
matematica escolar (Godino et al., 2014), en donde se
establecen niveles de algebrizacion de acuerdo con
las caracteristicas de las practicas realizadas para
resolver tareas matematicas. Se proponen dos niveles
de algebrizacion elementales a los que se denominan
“protoalgebraicos”, al considerarlos como primarios,
primitivos o incipientes. Se propone ademas un tercer
nivel en el que la actividad matematica se puede
considerar como propiamente algebraica.

Es importante tener presente que estos niveles son
asignados, no a la tarea misma, sino a las practicas
matematicas que realizan los individuos para
resolverla, por lo que depende de la forma en que la
tarea es resuelta para que la actividad sea ubicada
en un nivel o en otro. Por otro lado, si las variables
involucradas en la tarea sufren algunos cambios, estos
pueden dar lugar a nuevas practicas matematicas que
pudieran ubicarse en el mismo nivel o en algun otro.

Para poder establecer estos niveles, Godino et al.
(2014) indican que “un proceso de generalizacion da
como resultado un tipo de objeto matematico, al cual
se le denomina objeto intensivo, es decir, la regla que
genera la clase, el tipo o generalidad implicada” (p.
205). Por otro lado, mediante el proceso inverso o de
particularizacion se obtienen objetos a los cuales se les
denomina extensivos, es decir, objetos particulares.
“Una coleccion finita simplemente enumerada no se
debe considerar como un intensivo hasta el momento
en el que el sujeto muestra el criterio o la regla que se
aplica para delimitar los elementos constituyentes del
conjunto” (p. 205).

Ademas de la regla o generalidad que da lugar al
conjunto original, existe un proceso de unitarizacion
en donde la nueva entidad unitaria debe hacerse
ostensiva o materializada mediante un nombre, icono,

KARLA PAOLA LUQUE ALVAREZ SILVIA ELENA IBARRA OLMOS

gesto o un simbolo. Godino et al. (2014) ademas
mencionan que los criterios basicos para definir los
niveles de algebrizacion son los siguientes:

inferencia de

Generalizacion: Generaciéon o

intensivos.

Unitarizaciéon: Reconocimiento explicito de
intensivos como entidades unitarias.

Formalizacion y ostension: Nombramiento
mediante expresiones simbodlico-literales.

Transformacion: Utilizacion de los objetos
intensivos en procesos de calculo y en nuevas
generalizaciones. (p. 8)

2.3 Los significados pragmaticos de |la

proporcionalidad

Los significados pragmaticos de la proporcionalidad
directa fueron categorizados a partir de los niveles
de algebrizacion (Godino et al., 2014), mismos que
se describen a partir de los tipos de sistemas de
practicas que se realizan al resolver una tarea de
proporcionalidad. A continuacion, se enuncian cada
uno de ellos y se muestran adaptaciones de ejemplos
(Godino et al., 2017).

2.31 Significado informal/cualitativo

Como ejemplo del sistema de practicas desarrolladas
en la resolucion de un problema, desde el punto de
vista del significado informal/cualitativo se presenta el
siguiente:

Si Maria quiere comprar mas galletas de las que
compra normalmente para darle a su hija para llevar a
la escuela, Maria tendra que gastar:

(a) Mas dinero de lo que gastaba antes; (b) Menos
dinero de lo que gastaba antes; (c) Hara exactamente
el mismo gasto.

El sistema de practicas promovidas en este
caso permite tener un primer acercamiento al
planteamiento de la situacion-problema, donde
las respuestas esperadas permitiran identificar de
manera general las relaciones entre las variables que
intervienen. A su vez, esto proporcionara ideas sobre
como proceder al resolver una situacion-problema y
a estimar el resultado final, ademas de que puede ser
de utilidad para identificar si se esta ante una relacion
de proporcionalidad directa o inversa o si no hay
proporcionalidad.

2.3.2 Significado aritmético

Como primer significado pragmatico los autores
establecenelsignificadoaritmético,argumentandoque
este se caracteriza por la aplicacién de procedimientos
de calculos aritméticos (multiplicacién, division). Se
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toma como ejemplo la siguiente situacion problema:
Un kilogramo de queso cuesta $75, icuanto hay que
pagar si se quieren comprar 2.5 kilogramos de queso?
La situacion se resuelve a partir de operaciones
aritméticas en las que, sabiendo que 2 kg son el doble
de 1 kg, habria que considerar que por 2 kg de queso
se debe pagar el doble que lo que se pagaria por 1
kg, por lo que 2 kg cuestan $150. Pero, 0.5 kg es la
mitad de 1 kg, por lo que habria que pagar la mitad, es
decir, 0.5 kg cuestan $37.5. Al sumar se tiene que 2.5
kg cuestan $187.5.

El sistema de practicas que aqui se presenta tiene
un caracter discursivo-descriptivo de la situacién
problema, ademas de normativo y operativo. En esta
solucion intervienen Unicamente valores numéricos
y se aplican operaciones aritméticas sobre dichos
valores, es decir, no intervienen objetos ni procesos
algebraicos, por lo que la actividad realizada, segun
Godino et al. (2014), se considera de Nivel O de
algebrizacion.

El significado protoalgebraico estd centrado en la
aplicacién de la nocién de proporcion y la resolucion
de una ecuacion de la forma Ax = B , como, por
ejemplo, en la siguiente secuencia de practicas: Un
kilogramo de queso cuesta $75, icuanto hay que
pagar si se quieren comprar 2.5 kilogramos de queso?

Se supone que, si se compra el doble, triple, etc. de
producto, se debera pagar el doble, triple, etc. de
precio. Por lo que la relacion que se establece entre las
cantidades del producto comprado y el precio pagado
es de proporcionalidad directa. En una relacion de
proporcionalidad directa se tiene que las razones de
las cantidades que se corresponden son iguales:
1 25 .
— = siendo x el costo de 2.5 kg de queso.
75 x
En toda proporcion se cumple la
producto en cruz de los términos,

igualdad del

Tx x =25x75

Luego, x =187.5. Por tanto, el precio del queso debe
ser $187.5.

2.3.4 Significado algebraico-funcional

El significado algebraico-funcional se caracteriza por
la aplicacion de la nocién de la funcién lineal y de
técnicas de resolucion basadas en las propiedades de
dichas funciones:

fla+b) = f(a)+ f(b),f(ka) = k f(a)

donde f representa una funcion, ay b son elementos
pertenecientes a un espacio vectorialy k € R
representa un parametro. Una de estas técnicas se
aplica a continuacion:

Se supone que, si se compra el doble, triple, etc. de
producto, se debera pagar el doble, triple, etc. de
precio. Ademas, lo que se pague por dos cantidades

distintas de queso, serd lo mismo que comprar un
paguete con la misma cantidad -en peso- de queso.
Por tanto, la correspondencia que se establece entre
el conjunto de las cantidades del producto (Q) vy el
conjunto de los precios pagados (P), f: @ — P ,es
lineal. En toda funcion lineal f, se cumple que, la
imagen de la suma de cantidades es la suma de las
imagenes, f(a+ b) = f(a)+ f(b), y la imagen del
producto de una cantidad por un numero real es el
producto de la cantidad imagen por dicho nimero,

flka) = kf(a).

El coeficiente k de la funcidn lineal es el coeficiente
de proporcionalidad en el caso de las relaciones de
proporcionalidad directa entre magnitudes (tanto por
uno). Aplicando dichas propiedades al caso, se tiene:
f(lkg) = 75; 2.5 f(1kg) = 2.5 X 75; f(2.5kg)

= 187.5

[Dos kilogramos y medio de queso cuestan 187.5
pesos].

Se puede observar que el modelo matematico de
estas funciones se puede representar por una funcion
delaformay = k X x, dondek es la constante de
proporcionalidad, x la variable independiente e ¥ la
variable dependiente. Aunque se habla de una funcion
lineal, al poderk tomar cualquier valor, lo que se tiene
en realidad es una familia de funciones lineales, con
parametro k , lo cual segun Godino et al. (2014) es un
primer acercamiento al Nivel 4 de algebrizacion.

2.4 Los significados pragmaticos en el estudio de la
proporcionalidad inversa

Como se puede observar, los significados pragmaticos
de la proporcionalidad discutidos en  Godino et
al. (2017) estan descritos particularmente para el
caso de la proporcionalidad directa. Sin embargo,
tanto en el curriculo como en las planeaciones e
implementaciones de clases de los profesores, asi
como en las pruebas escritas propuestas, se identifico
la nocidon de proporcionalidad inversa. Por ello, se
propone a continuacion una version aplicada para la
proporcionalidad inversa.

2471  Significado  informal/cualitativo  para la
proporcionalidad inversa

Como ejemplo del sistema de practicas desarrolladas
en la resolucion de un problema de proporcionalidad
inversa, desde el punto de vista del significado
informal/cualitativo, se presenta el siguiente:

Un coche que circula a 90 km/h ha tardado 12 horas
en realizar un viaje. Si el coche aumenta su velocidad,
;qué ocurre con las horas que tarda en realizar el
mismo viaje?

1. Por cada hora que transcurre, el auto inicialmente
avanzaba 90 km.
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2. Si se aumenta la velocidad, la distancia recorrida
por cada hora aumenta.

3. Al aumentar la distancia que se recorre por cada
hora que transcurre, el coche realizara el viaje en
menos horas.

4. Por lo tanto, la cantidad de horas que tarda el coche
en realizar el mismo viaje disminuye a medida que se
aumenta la velocidad.

El sistema de practicas promovidas en este caso
permite tener un primer acercamiento a la nocién
de proporcionalidad inversa, donde los sistemas de
practicas asociados involucran la identificacion de una
primera caracteristica de la proporcionalidad inversa.
A su vez, favorece estimar los datos relacionados, en
este caso, distancia-tiempo, ademas de que puede ser
de utilidad para identificar si se esta ante una relacion
de proporcionalidad directa o inversa o si no hay
proporcionalidad.

24.2 Significado aritmético de la proporcionalidad
inversa

Godino et al. (2017) establecen como primer
significado pragmatico de la proporcionalidad el
significado aritmético, el cual es distinguido por la
aplicacion de procedimientos de calculos puramente
aritméticos (multiplicacion, division). Para este
significado se plantea la siguiente situacién problema:
Un coche circulando a 90 km/h ha tardado 12 horas en
realizar un viaje. (Cuanto tiempo tardara en recorrer el
mismo trayecto a una velocidad de 80 km/h?

El coche recorre 90 kilometros por cada hora
transcurrida. Como tardé 12 horas en recorrer el
trayecto, entonces recorrié en total 90 x 12 = 1080
kildbmetros. Para saber cuantas horas tarda en recorrer
80 kildmetros se calcula el cociente:

1080

80

=13.5 horas.

Por lo tanto, el coche tarda 13.5 horas en recorrer el
mismo trayecto a una velocidad de 80 km/h.

En esta solucién intervienen Unicamente valores
numeéricos y se aplican operaciones aritméticas como
la division y la multiplicaciéon sobre dichos valores, es
decir, no se hace uso de un razonamiento algebraico,
por lo que el sistema de practicas llevado a cabo,
segun Godino et al. (2014), se considera de Nivel O de
algebrizacion.

2.4.3 Significado protoalgebraico de la proporcionalidad
inversa

El significado protoalgebraico estd centrado en la
aplicacién de la nocion de proporcion inversa y en la
resolucion de una ecuacion de la forma xy = k
como por ejemplo, en la siguiente secuencia de
practicas:

KARLA PAOLA LUQUE ALVAREZ SILVIA ELENA IBARRA OLMOS

La relacion que se establece entre las cantidades
velocidad y tiempo que se tarda en recorrer el
trayecto, es de proporcionalidad inversa. En una
relacion de proporcionalidad inversa, los productos
de las cantidades que se corresponden son iguales,
esto es:

90km/, x 12 h = 80kM/, x xh

siendo x el tiempo que se tardard en transcurrir el
mismo trayecto a una velocidad de 80 km / h.

_ 90km/hx12h _
Luego, x = “eokmmn 13.5 h.

244  Significado  algebraico-funcional  de la
proporcionalidad inversa

El significado algebraico-funcional se caracteriza por
la aplicacion de la nocion de la funcion racional

f(x) = kx y de técnicas de resolucion basadas en
las propiedades de dichas funciones. De aqui que,

£(90 km/h) = 12 h, es decir, ﬁ: 12 h.

Por ser una relacion de proporcionalidad directa,
se sabe ademas que k = xVy por lo tanto

k = 1080 km [auna velocidadde 1 km/h

se tardaria 1080 horas en recorrer el trayecto].

1080
De aqui que f(x) = —, . por lo que

1080 km

f(80 km/ ) = sk = 135h

Luego, el tiempo que se tarda en recorrer el trayecto
a una velocidad de 80 km/h es 13.5 horas.

El sistema de practicas puesto en juego en esta
solucioén involucra una funcion racional, que, al poder
k tomar cualquier valor, lo que se tiene en realidad es
una familia de funciones inversas, con parametro

k , lo cual segun Godino et al. (2014) es un primer
acercamiento al Nivel 4 de algebrizacion.

3. Metodologia

Para este trabajo se recurrio al analisis documental y
al estudio de casos. El andlisis documental se realizd
al Plan de estudios 2011 (Secretaria de Educacion
Pdblica, 2011) y a un libro de texto vigente para
segundo afo de secundaria (Garcia y Block, 2016).
De igual manera se hizo un analisis a las fuentes en
las que se basan los profesores para planear sus
clases. Otra técnica de investigacion empleada
fue la observacion no participante, para lo cual se
analizaron 8 y 6 sesiones de clases de dos profesores,
respectivamente, mismas que fueron consideradas
por los docentes como las requeridas para estudiar los
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temas de proporcionalidad directa e inversa durante
ese ciclo escolar.

Se optd como técnica de investigacion el estudio de

casos debido a que representa:
una herramienta muy util de hacer investigacion,
ya que permite tener como resultado un enfoque
holistico de una situacion o evento en estudio,
lo cual concede al investigador un abanico muy
amplio de posibilidades para abordar un problema
de investigacion. (Escudero et al., 2008, p. 10)

En la siguiente seccidn se exponen las acciones
metodoldgicas y los instrumentos de investigacion
que fueron disefiados y que contribuyeron al logro del
objetivo planteado.

3.1 Técnicas e instrumentos

El trabajo fue dividido en fases, a cada una de ellas
le corresponden ciertas acciones metodoldgicas, asi
como lastécnicas e instrumentos de investigacion alos
queserecurrioparaeldesarrollodeestas.Enlasiguiente
tabla se sintetizan los aspectos antes mencionados.

Tabla 1

Descripcion de los aspectos metodoldgicos de la investigacion

Fases Acciones metodolégicas Técnicas (TI) e Instrumentos de
investigacion (1)

Declaracion de los significados | Declaracion de los significados | Tl: Revision documental de articulos
pragmaticos en el estudio de la | pragmaticos sobre la nocidon de | relacionados con los significados
proporcionalidad. proporcionalidad, a partir de los cuales | parciales y los significados
se caracterizaron cada uno de los | pragmaticos de la proporcionalidad.
significados institucionales planteados en | II: Sintesis y ficha de contenido.

los restantes objetivos especificos.

Caracterizacion del significado | Identificacion y descripcion de los | Tl: Andlisis documental de planes de
pretendido por el curriculo. sistemasde practicasylasconfiguraciones | estudio y libros de texto.

epistémicas promovidas en el plan de | Il: Cuadros sindpticos.

estudios y sus apoyos.

Caracterizacion del significado | Identificacion de las configuraciones | Tl: Analisis de las planificaciones de
pretendido  por profesores de | de objetos y los sistemas de practicas | clase de los profesores seleccionados
secundaria en el estudio de la | puestasde manifiesto en las planeaciones | y anadlisis de cuestionario aplicado
proporcionalidad. de clase de los sujetos en estudio. a los mismos, con el objetivo de
obtener informacién acerca de cémo
los profesores planean sus sesiones
de clases referentes a los temas de
interés.

II: Cuadros sindpticos y cuestionario.

Caracterizacion del significado | Identificacion de los sistemas de practicas | Tl: Observacion no participante de las

implementado por profesores | y las configuraciones epistémicas que | clases implementadas por los sujetos

de secundaria en el estudio de la | son implementadas por los profesores al | en estudio.

proporcionalidad. impartir el tema de la proporcionalidad. Il: Formato para el registro de
observacion de clases disefado
exprofeso.

Triangulacién de la informacion. Triangulacion de la informacion obtenida | Tl: Contrastacion de los sucesivos

en cada una de las fases anteriores, con | significados.
el propodsito de cumplir con el objetivo | Il: Tabla comparativa.
general de este trabajo.

Fuente: Elaboracidn propia a partir de los aspectos tedricos y metodoldgicos de la investigacion desarrollada.
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El analisis y triangulacion de la informacién generada
permitié el logro del objetivo planteado.

3.2 Poblacion participante

Para llevar a cabo este trabajo, se seleccionaron como
sujetos de investigacion a dos profesores que imparten
clases de Matematicas en segundo afio de secundaria.
A pesar de que el tema de proporcionalidad es también
estudiado en primer grado, los profesores indicaban
que, como introduccion al tema, se presentaria un
breve repaso de lo visto en el grado anterior, lo cual
da evidencia del tipo de sistemas de practicas que
el profesor pone en juego en primer grado. Como
caracteristica principal de estos sujetos estaba el que
impartieran alguno de los temas de proporcionalidad,
esto debido a que el sistema educativo mexicano
permite a los profesores la eleccion del orden de los
temas a tratar, lo que origina que algunos de ellos
no sean estudiados por falta de tiempo, o que sean
estudiados superficialmente.

Se entrevistaron a cinco posibles sujetos de
estudio, de los cuales uUnicamente dos cumplian
con las caracteristicas solicitadas. Los docentes
seleccionados sefalaron que los temas que serian
impartidos eran:

+ Representacion algebraica y analisis de
una relacion de proporcionalidad y = kx,
asociando los significados de las variables
con las cantidades que intervienen en dicha
relacion.

« Identificacion y resolucion de situaciones de
proporcionalidad inversa mediante diversos
procedimientos.

4, Resultados

Se presenta a continuacion la informaciéon obtenida
en cada una de las fases, mediante las siguientes
tablas. Esto con la finalidad de sintetizar la informacién
generada.
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Tabla 2
Significados del Profesor A

cuestionamientos en los que
se espera que el estudiante
logre identificar los tipos de
relaciones que existen. Se
plantean preguntas como:
;qué sucede con la variable
dependiente  cuando la

involucradas, esto como un
primer acercamiento a la
proporcionalidad directa.
Este significado es en el
que se presenta mayor
énfasis, ya que la mayoria
de las situaciones-problema

Significados pragmaticos Significados  pretendidos | Significados  pretendidos | Significadosimplementados
por el curriculo por el Profesor A por el Profesor A
Significado informal/ | Este se presenta como | Se promueve con la | Nose promueve.
cualitativo un primer acercamiento | finalidad de que los
al concepto de | estudiantes se percaten
proporcionalidad, ya | de la existencia de una
que surge a partir de |relacion entre las variables

en los que se solicita que se
calcule el valor de alguna de
las variables involucradas.

cual se proporcionan o se
solicita a los estudiantes
que establezcan las
expresiones algebraicas
que corresponden a las
relaciones entre las variables
involucradas.

variable independiente | involucra procedimientos de
aumenta? caracter numérico.

Significado aritmético Surge al momento de|Se promueve con la|Se promueve al momento
resolver problemas de | finalidad de representar las | en que se solicita que
llenado de tablas o de | relaciones entre variables |los estudiantes realicen
responder cuestionamientos | mediante reglas, para lo | operaciones basicas como

multiplicacion y division de
numeros, que en la mayoria
de los casos suelen ser
numeros enteros.

Significado protoalgebraico

Se promueve al
momento en que se
solicita la generalizacion
de las situaciones de

proporcionalidad, esperando
que al resolver los problemas
los estudiantes sean capaces
de plantear una ecuacion del
tipo o apliquen la regla de
tres simple y la regla de tres
inversa.

Se promueve al
momento en que se
solicita la generalizacion
de las situaciones de

proporcionalidad, esperando
que al resolver los problemas
los estudiantes sean capaces
de plantear una ecuacion
del tipo o apliquen la regla
de tres simple y la regla
de tres inversa. También
se promueve al momento
en que se solicita la
identificacion de la gréfica
que cumple con una relacion
de proporcionalidad directa
o la traduccion del lenguaje
numeérico al grafico.

Se promueve Unicamente a
manera de generalizacion,
al solicitar a los estudiantes
que indiquen la “regla” que
satisface una relacion dada o
que a partir de una ecuacion

del tipo se calculen los
valores de alguna de las
variables involucradas
o de la constante de

proporcionalidad.

Significado algebraico-

funcional

Se promueve de manera
parcial, pues no se aborda el
estudio de las propiedades
de las funciones, pero si
caracteristicas particulares.
Estas se abarcan en el
estudio de las caracteristicas
de gréficas que
representan relaciones de
proporcionalidad en el plano
cartesiano. Se  continda
estudiando en tercer grado.

No se promueve.

No se promueve.

Fuente: Elaboracion propia a partir del analisis de los datos obtenidos en cada una de las fases metodoldgicas. Profesor A.
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Tabla 3
Significados del Profesor B
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Significados pragmaticos

Significados  pretendidos

por el curriculo

Significados  pretendidos
por el Profesor B

Significados implementados
por el Profesor B

Significado informal/

cualitativo

Este se presenta como
un primer acercamiento

al concepto de
proporcionalidad, ya
que surge a partir de
cuestionamientos en

los que se espera que
el estudiante logre
identificar los tipos de
relaciones que existen.
Se plantean preguntas
como: jqué sucede con
la variable dependiente
cuando la variable
independiente aumenta?

No se promueve.

No se promueve.

Significado aritmético

Surge al momento de
resolver problemas
de llenado de tablas
o) de responder

cuestionamientos en
los que se solicita que
se calcule el valor de
alguna de las variables
involucradas.

Se promueve en
situaciones-problema en
las que el profesor espera

que sus estudiantes
realicen algunas
operaciones basicas
(multiplicacion, division)

para determinar uno de
los datos faltantes.

Se promueve al solicitar
a los estudiantes
que encuentren el
valor unitario de
algunas relaciones
de proporcionalidad,
simplemente como un
primer acercamiento a la
solucion de la situacion-
problema.

Significado
protoalgebraico

Se promueve al
momento en que se
solicita la generalizacién
de las situaciones
de proporcionalidad,
esperando que al resolver
los problemas los
estudiantes sean capaces
de plantear una ecuacion
del tipo y = kx o apliquen
la regla de tres simple y la
regla de tres inversa.

Se espera los
estudiantes sean
capaces de entender y
poder aplicar la regla
de tres simple y regla
de tres inversa, ademas
de trazar gréficas que
representan la relacion de
proporcionalidad directa
o inversa, asi como el que
los estudiantes puedan
establecer la regla y = kx
que representa dichas
relaciones.

que

Se promueve en mayor
medida, debido a que el
profesor prioriza que los
estudiantes sean capaces
de hacer uso de la regla
de tres simple o la regla
de tres inversa.

Significado  algebraico-

funcional

Se promueve de manera

parcial, pues no se
aborda el estudio de
las propiedades de
las funciones, pero
si caracteristicas
particulares. Estas se

involucran en el estudio

de las caracteristicas
de gréaficas que
representan  relaciones

de proporcionalidad en
el plano cartesiano. Se
continlia estudiando en
tercer grado.

No se promueve.

No se promueve.

Fuente: Elaboracidn propia a partir del analisis de los datos obtenidos en cada una de las fases metodoldgicas. Profesor B.
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La concrecion de las acciones metodologicas
planteadas permitid identificar que el curriculo
promueve tres de los cuatro significados pragmaticos
para segundo de secundaria, retomando el cuarto
significado pragmatico en tercer grado con el tema
de variacion lineal. El significado informal/cualitativo
se promueve como un primer acercamiento al tema
de proporcionalidad; el significado aritmético como
técnica de resolucion de los problemas, se promueve
en situaciones donde lo que se espera es que los
estudiantes ejecuten multiplicaciones, divisiones o
cualquier calculo aritmético. Por su parte, el significado
protoalgebraico surge en situaciones en donde lo
que se espera es la generalizacion de las situaciones
de proporcionalidad, buscando que al resolver los
problemas los estudiantes sean capaces de poder
plantear una ecuacién del tipo ¥ = kx o apliquen
la regla de tres simple y la regla de tres inversa.

Los significados pretendidos por el curriculo se
han identificado a partir del analisis de ejemplos
de situaciones-problema que se plantean en
las orientaciones didacticas que se presentan a
los docentes sobre como abordar los temas de
proporcionalidad directa e inversa.

En cuanto al significado pretendido, con el Profesor
A se identificé que, aunque en sus planeaciones de
clases se manifiestan los tres significados pragmaticos
que son promovidos por el curriculo, en su
implementacion se presenta el significado aritmético
en mayor medida, pues los problemas planteados
unicamente solicitan a los estudiantes la aplicacién
de procedimientos como multiplicacion y division de
numeros enteros. También se promueve el significado
protoalgebraico, ya que, a partir de encontrar las
soluciones, se solicita que los estudiantes identifiquen
la constante de proporcionalidad %k , y que lo
representen en una expresion de laforma y = kx

El tratamiento que se le da a este tipo de situaciones
es considerado parcialmente protoalgebraico ya que
no se manifiestan caracteristicas de la expresion
como funcién, pues se basa Unicamente en sustituir el
valor de la constante k en una expresion dada.

Del mismo modo sucede para el caso del Profesor
B, ya que mientras que en su planeacion de clases
promueve Unicamente dos de los significados
pragmaticos, en su implementacién da prioridad
uUnicamente al significado protoalgebraico, pues
muestra interés en que sus estudiantes sean capaces
de aplicar la regla de tres simple y la regla de tres
inversa. Solo en ocasiones se interesa en que los
estudiantes sean capaces de realizar la grafica que
represente la relacion de proporcionalidad dada, la
cual se hace a partir de la identificacion de puntos
(x.,y) en el plano cartesiano, lo cual involucra una
introduccion al significado algebraico-funcional.

5. Conclusiones

A partir del desarrollo de la investigacion aqui

presentada, se concluyen varios aspectos que se
consideran interesantes. En primer lugar, cabe resaltar
que la propuesta de los significados pragmaticos
(Godino et al., 2017), que esta descrita a partir de los
niveles de algebrizacion y fue retomada para esta
investigacion, se desarrollo Unicamente para el caso
de la proporcionalidad directa, por ello, se recurrio a
la elaboracion propia de una propuesta para el caso
de la proporcionalidad inversa, misma que se muestra
en la seccion 2.4.

A partir de ambas propuestas, se llevd a cabo la
identificacion de los significados pragmaticos
para la proporcionalidad directa e inversa, puestos
de manifiesto en el curriculo, asi como en las
planeaciones e implementaciones de clases de ambos
profesores. Lo anterior, dio lugar al logro del objetivo
planteado: describir el grado de representatividad de los
significados de referencia, pretendido e implementado,
sobre el tema de proporcionalidad, con respecto a un
conjunto de significados parciales que funcionan como
referencia global.

A partir del andlisis de la informacion obtenida en
cada una de las fases metodologicas desarrolladas,
se concluye que los significados promovidos por los
profesores en sus planeaciones e implementaciones
de clases van perdiendo la riqueza con respecto al
significado pretendido por el curriculo. Lo anterior
debido a que, a pesar de que el curriculo establece
que para segundo grado de secundaria se deben
promover tres significados pragmaticos (el significado
informal-cualitativo como un primer acercamiento
a la nocion de proporcionalidad directa e inversa, el
significado aritmético al plantear problemas en los
que hay que determinar el valor de la constante de
proporcionalidad oalgunadelasvariablesinvolucradas
a partir de operaciones basicas, asi como el significado
protoalgebraico al plantear situaciones-problema en
donde se solicita el llenado de una tabla o la grafica de
una relacion de proporcionalidad), los profesores por
su parte promueven versiones incompletas de dichos
significados, priorizando unicamente uno de ellos.

Loanterior presenta consecuencias, pues el significado
que aprenden los estudiantes es incompleto y poco
representativo con respecto a la propuesta curricular,
por lo que la riqueza matematica del tema se ve
disminuida. A partir de ello se concluye que la falta de
representatividad del significado de proporcionalidad,
promovido por los profesores, es posible que genere
a su vez dificultades de aprendizaje en los estudiantes
de secundaria, mismas que afectaran en estudios
posteriores donde la proporcionalidad es considerada
como un tema base.

A pesar de que existen diversas investigaciones en
donde se abordan las dificultades de los estudiantes
y de los profesores con respecto al tema de la
proporcionalidad (Balderas et al., 2014; Block,
2001; Mochdn, 2012), este documento presenta
una categorizacion de significados, la cual permite
dar evidencia de los puntos clave en los que hay
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que centrar la atencion al tratar de abordar dicha
problematica.

Se puede destacar principalmente la importancia de
promover el desarrollo del razonamiento proporcional
en los estudiantes, sin exigir desde un primer
momento que se repliquen las técnicas o reglas
presentadas por los docentes. Para ello, es importante
que los docentes tengan conocimientos acerca de
la diversidad de significados de la proporcionalidad,
asi como de los distintos sistemas de practicas que
pueden manifestar sus estudiantes, para que a partir
de ello planeen e implementen sus sesiones de clases,
dando la importancia que el tema merece.

Por otra parte, aunque se logro el objetivo planteado a
partir de los elementos retomados de los significados
pragmaticos de la proporcionalidad y de la propuesta
propia para la proporcionalidad inversa, se considera
necesaria una extension a ambas propuestas ya que,
por ejemplo, para el caso del significado informal-
cualitativo, solian presentarse ejemplos de sistemas
de practicas que pudieran considerarse mas
informales que otros, lo mismo ocurrié en cada uno
de los restantes significados, por lo que pudieran
considerarse subcategorias dentro de cada uno de los
significados pragmaticos propuestos.
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RESUMEN

Este articulo de propuesta didactica tuvo como objetivo unir los productos educativos de dos tesis de maestria,
una académica y otra profesional, con el propdsito de explorar las potencialidades y limitaciones relativas al uso
del material de manipulacién de Algeblocks. Los contenidos matematicos fueron contemplados de acuerdo a
las competencias y habilidades presentes en la Base Curricular Nacional Comun (BNCC), para los ultimos afios
de la serie de la Escuela Primaria y Secundaria. Mas concretamente, presentamos propuestas de tareas para el
estudio de productos notables basadas en la metodologia de ensefianza-aprendizaje-evaluacion a través de la
resolucion de problemas. La relacién de Euler fue otro contenido estudiado desde la perspectiva de las tareas
de exploracion-investigacion centradas en el instituto. En el contexto de cada tarea propuesta, presentamos una
resolucion comentada con pautas didactico-pedagodgicas, segun el prototipo del material manipulable utilizado.

PALABRAS CLAVE:
Material manipulable; escuela primaria y secundaria;
resolucién de problemas.

ABSTRACT

This didactic proposal article aimed to unite educational products from two Master’s theses, one academic
and the other professional, with the purpose of exploring potentialities and limitations regarding the use of
Algeblocks manipulative material. The mathematical contents were considered according to the competences
and abilities presented in the Common National Curricular Base - BNCC, for the final years of the Elementary and
High School series. More specifically, we present task proposals for the study of notable products based on the
Teaching-Learning-Assessment Methodology through Problem Solving. Euler’s relationship was another content
studied from the perspective of exploration-research tasks for high school. Within the context of each proposed
task, we present a commented resolution with didactic-pedagogical guidelines, according to the prototype of
the manipulable material used.
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Manipulative material; elementary and high school;
problem solving.
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1. Introduccion

Este texto reune aspectos de ensefanza y/o
aprendizaje de las Unicas tesis de maestria brasilefas
(Camargo, 2020; Silva, 2018), cuyo producto
educativo implicaba la planificacion de tareas con
el material manipulador de los Algeblocks. Este
hecho fue verificado por Camargo (2020) en el
mapeo realizado a disertaciones y tesis restringidas
a estudios que involucran materiales didacticos
manipulables y concretos, desde la plataforma digital
de la Coordinacién de Perfeccionamiento del Personal
de la Ensefanza Superior (CAPES) y de la Biblioteca
Digital Brasilena de Tesis y Disertaciones (BDTD).

El prototipo de material didactico de Algeblocks en
la investigacion de Camargo (2020) consistia en 72
piezas prismaticas de 10 colores diferentes, para
distinguir las dimensiones de las piezas mencionadas.
Para dicha construccion fue necesario considerar una
terna de dimensiones X, Y y 1u (una unidad) para los
prismas a construir, ya que estamos considerando un
material didactico con piezas tridimensionales. Se
adopto una terna de dimensiones X = 60 mm, Y = 50
mmy lu =35 mm.

Después de la etapa de hacer estas piezas (Figura 1),
fueron pintadas y clasificadas como: 8 cubos amarillos
de aristas X; 8 cubos anaranjados de aristas Y; 16
cubos azules de arista 1u; 6 prismas rojos de aristas X,
X e Y (pieza X?Y); 6 prismas verdes de aristas X, X y 1u
(pieza X?); 6 prismas marrones de aristas Y, Y y X (pieza
Y2X); 6 prismas purpuras con aristas Y, Y y 1u (pieza Y?);
6 prismas verde claro con aristas 1u, 1u y X (pieza X);
6 prismas azul claro con aristas 1u, lu e Y (pieza Y) y 4
prismas rosados con aristas X, Y y 1u (pieza XY).

Figura 1. Piezas del Algeblocks.
Fuente: Camargo (2020, p. 47).

Este material educativo también puede hacerse
con cartén o cartulina, por ejemplo, a un costo mas
asequible, como se muestra en la Figura 2.

Figura 2. Construccion en papel cartén de la pieza X.
Fuente: Camargo (2020, p. 57).

Una pregunta propuesta por Camargo (2020) sobre
los Algeblocks tiene la siguiente formulacién: ;por
qué se necesitan exactamente 10 tipos de piezas
para componer este material? Una de las respuestas
involucra el uso del diagrama de arbol (Figura 3),
ya que en la escuela secundaria los contenidos que
implican el analisis combinatorio se contemplan en el
curriculo de estudios de Matematicas:

1y—aw
x
Y
¥ y<
1w
T\.L.__]'u,
X
1w Y
Ju ——=1w

Figura 3. Diagrama de arbol para obtener las ternas
que implican X, Yy 1u.
Fuente: Camargo (2020, p. 50).

Considerando la Figura 3, las rutas de dos etapas no
deben ser consideradas, ya que se han agotado todas
las posibilidades de eleccidn de las ternas.

En las siguientes secciones presentamos un recorte
de la disertacion de Camargo (2020) y Silva (2018),
centrandonos en sus productos educativos elaborados
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en forma de tareas, tanto para los ultimos afos de la
escuela primaria como para los grados de la escuela
secundaria. Segun Castro, Oliveira y Tinti (2019), el
producto educativo es el resultado de la investigacion
de “un profesor-investigador que tiene la iniciativa de
buscar medios y métodos para mejorar su desempefo
profesional y que puede producir conocimientos y
materiales para mejorar eficazmente la calidad de la
ensefanza” (p. 243).

Camargo (2020) elabord cuatro tareas con un guion
de resolucion y pautas didactico-pedagogicas para el
profesor. Los contenidos matematicos contemplados
fueron: funcién de segundo grado; conceptos de
poligonos regulares; resolucion, analisis y discusion de
sistemas lineales con dos ecuaciones y dos variables
utilizando método de eliminacion; enfoque de
conceptos de prismas (area de superficie y volumen)
y relacion de Euler.

Para este texto, seleccionamos la tarea que involucra
la relacion de Euler, cuya habilidad y competencia esta
contemplada en el 3° grado de la escuela secundaria,
en la Base del Curriculo Nacional Comun ([BNCC],
Brasil, 2018).

Destacamos que en el 5° grado de la escuela primaria
también se prevé el desarrollo de la capacidad de
asociar figuras espaciales a sus planos (prismas,
piramides, cilindros y conos) y analizar, nombrar y
comparar sus atributos, lo que incluye la relacion de
Euler, segun el BNCC (Brasil, 2018).

Silva (2018) elaboro doce tareas que se aplicaron a una
promocion de 8° grado de primaria en una escuela
publica estatal, segin la metodologia ensenanza-
aprendizaje-evaluacion mediante la resolucién de
problemas. Se abordaron los contenidos de numeros
enteros, suma, resta, multiplicacion vy division
de numeros enteros, expresiones algebraicas,
polinomios, suma, resta, multiplicacion y division de
polinomios y productos notables.

Para este texto, destacamos el estudio de productos
notables en el 8° afo de educacion primaria,
considerando que en el BNCC se prescribe para el
9° ano de primaria, la capacidad de “comprender los
procesos de factorizacion de expresiones algebraicas,
en base a su relacion con productos notables,
para resolver y elaborar problemas que puedan ser
representados por ecuaciones polinomiales de 2°
grado” (Brasil, 2018, p. 317).

2.Larelacion de Euler

En su labor investigadora a nivel de maestria
profesional, Camargo (2020) apoyo los lineamientos
y concepciones de Lorenzato (2012) sobre materiales
didacticos, considerando estos como un recurso
auxiliar del profesorado en cuanto a alternativa
metodoldgica para el desarrollo de los contenidos
escolares, ya que su buen uso puede ampliar su
potencial en cuanto al proceso de ensefnanza-
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aprendizaje, evitando situaciones de fracaso escolar.
Asi, para situaciones de éxito escolar en el uso de
materiales didacticos manipulativos, es importante
que el docente tenga dominio sobre este recurso
para que sea capaz de proponer la formulacion de
tareas que estimulen el razonamiento del alumno
para la apropiacion de los aspectos conceptuales del
contenido matematico.

La propuesta didactica de Camargo (2020) tomo
como base de investigacion tedrico-metodoldgica
las tareas exploratorio-investigativas de Ponte (2014).
Para comprender la estructura de formulacién de
tareas, Ponte (2014) destaca cuatro tipos y analiza
la forma de trabajar en el aula. George Pdlya (1978)
hizo una primera distincion basica entre “ejercicio” y
un “problema” indispensable, segun Ponte (2014). La
ensefanza convencional esta marcada por el término
“ejercicio”, que se caracteriza por ser un tema, cuya
resolucion requiere un método de solucion adecuado,
que debe ser ensefiado por el profesor y llevado a
cabo por el alumno.

Un tipo de tarea diferente del “ejercicio” es un
“problema”. Segun las concepciones de Ponte (2014),
un problema dado es un tema que requiere que el
alumno conozca una estrategia de resolucion, la cual
es desconocida por el momento. Considerando las
concepciones de Ponte (2014), la nocion de problema:

Se demuestra problematico, con muchas
comprensiones de qué es y qué no es un problema
y, especialmente, un buen problema para
proponer a los estudiantes. ;Son los problemas
que aparecen en los manuales, a veces en una
seccion separada, tareas que pueden ayudar a
incorporar una orientacion curricular alternativa
(p- 18)

Tomando como punto de partida la distincién entre
“problema” y “ejercicio”, Ponte (2014) caracteriza
varios tipos de problemas: de palabras o problemas
verbales; de equiparar (conocido como problemas de
ecuacion); de demostrar (conocido como problemas
de demostracion); de descubrir (problemas
de exploraciéon o investigacion); de la vida real
(lamados problemas contextualizados) y situaciones
problematicas.

Para Ponte (2014), los tipos de problemas que se
destacan pertenecen a las tres Ultimas categorias,
por su relacion con la realidad y, en particular, por
presentar preguntas abiertas. Por tanto, podemos
entender que las exploraciones o investigaciones
matematicas estdn asociadas al descubrimiento de
algo por parte del alumno o, incluso, por el profesor.
Por otro lado, Ponte (2014) cree en el contraste entre los
términos “ejercicios” y “escenarios de investigacion”,
este ultimo referido al campo de trabajo del docente.

La opcidon por el escenario de investigacion trae
al docente dificultades adicionales con relacion
al trabajo convencional, obligdndolo a cambiar el
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contrato didactico preestablecido con los estudiantes.
De esta forma, los alumnos se ven obligados a salir de
la denominada “zona de confort” y colocarse en una
“zona de riesgo”, en la que se tiene la ventaja de que
el alumno puede contar con el trabajo colaborativo,
realizando con sus compaferos las tareas propuestas
por el docente.

Teniendo en cuenta los diferentes tipos de tareas
matematicas, Ponte (2014) destaca que las dos
dimensiones fundamentales de las tareas son
el “grado de desafio matematico” y el “grado de
estructura”. Segun Ponte (2014), el grado de desafio
matematico depende de la percepcion de la dificultad
de la pregunta propuesta, que puede variar entre
“reducida” y “alta”. El grado de estructura abarca el
contexto del enunciado de una tarea determinada,
que puede variar entre los polos “abierto” y “cerrado”.
En este contexto, una tarea cerrada contiene un
enunciado cuya informacién requiere de la resolucion
de estrategias por parte del alumno que conducen ala
respuesta esperada, como son los casos de problemas
propuestos en la perspectiva de Polya (1978, citado
en Ponte, 2014). Una tarea abierta admite cierta
indeterminacién en al menos un aspecto de las tareas
cerradas, por ejemplo, la existencia de diferentes
soluciones para la tarea.

Asociando las dos dimensiones de las tareas
puntuadas por Ponte (2014), existen cuatro tipos de
tareas: el ejercicio es una tarea cerrada y de desafio
reducido; el problema también es una tarea cerrada,
pero con un gran desafio; la investigacion es una
tarea abierta con un gran desafio y la exploracion
es una tarea abierta y accesible para la mayoria de
los estudiantes. Ponte (2014) afirmo que “la linea de
demarcacion entre los diferentes tipos de tareas no
siempre es clara, por ejemplo, una determinada tarea
puede ser una exploracion o un ejercicio, segun los
conocimientos previos de los estudiantes” (p. 21).

Contrariamente a la idea de que los estudiantes no
pueden realizar una tarea si no se les ha ensefado
directamente a resolverla, indica que adquieren
mucho conocimiento fuera de la escuela que pueden
movilizar en la clase de matematicas, y es justamente
esto lo que buscamos valorar en el enfoque
exploratorio-investigativo. Por tanto, es importante
valorar el descubrimiento de los estudiantes de
sus propios meétodos para resolver una pregunta,
destacando que esta es a menudo la mejor manera
de aprender. De esta forma, los antecedentes de
conocimientos previos de los estudiantes pueden
cambiar la clasificacion de una determinada tarea,
lo que implica que pueden adquirir caracteristicas
notables de ejercicios, problemas, exploraciones o
investigaciones matematicas.

Un detalle importante de esta tarea es que también
nos referimos a él como exploratorio. Segun las
principales ideas de Ponte (2014), esta tarea no puede
denominarse investigativa debido a la ausencia de
elementos cruciales para la consolidacion de una

investigacion matematica en la que se produzca
una demostracion o prueba matematica, utilizando
el razonamiento légico-deductivo del alumno. Esta
observacion se extiende a todas las tareas llamadas
exploratorias.

Otro aspecto a considerar en el estudio del contenido
matematico a través de los Algeblocks es la distincion
que establece:

Los objetos materiales -sélidos o dibujos- son
solo modelos materializados de las entidades
mentales con las que el matematico trata. En
segundo lugar, solo en el sentido conceptual se
puede considerar la perfeccion de las entidades
geomeétricas: lineas rectas, circulos, cuadrados,
cubos, etc. (Fischbein, 1993, p. 141)

Siguiendo la argumentacion de Fischbein (1993),
cualquier modelo de material didactico de los
Algeblocks contendra las entidades geométricas
asociadas a sus formas, pero solo en caracter
conceptual. Por otra parte, cabe reiterar que no
se puede garantizar la perfecciéon de las piezas del
material, ya que en la fase de construccion los errores
en la realizacion de las mediciones se propagan varias
veces, mas aun en las piezas tridimensionales hechas
a mano.

Como ejemplo de la manipulacion de Algeblocks en
una actividad matematica, proponemos una tarea
apoyada en la definicion de la relacion de Euler, cuyo
estudio en la escuela secundaria tiene el propdsito de
profundizar en la geometria espacial, estableciendo
una generalidad para los poliedros convexos.

Antes de presentar el enunciado para la tarea,
recordemos la definicion de la relacion de Euler
basada en Muniz Neto (2013). Dado un poliedro P (no
necesariamente convexo), con V, Ay F, su niUmero de
vértices, aristas y caras respectivamente, entonces
X(P)=V - A +F =2. |la “caracteristica de Euler” de P se
denota por X (P) y tiene un valor constante igual a 2,
para todo poliedro convexo.

Un hecho interesante sobre la relacion de Euler es la
existencia en los poliedros no convexos que satisface
la igualdad matematica. En este contexto, la tarea se
formulod con dos preguntas:

a. ¢(Hay poliedros no convexos que respeten
la relacion de Euler? Utilice Algeblocks para
representar posibles construcciones solidas
geomeétricas.

b. ¢(Puede decirse que un poliedro no convexo
que respeta la relacion de Euler es “euleriano”?
¢Es esta designacion vélida cuando se trata de
poliedros convexos? Argumente basandose en el
uso de Algeblocks.

En la resolucién de la “pregunta a” es posible construir
varios solidos no convexos. Un hecho que puede
resultar curioso para los estudiantes es que cuando se

Al Revista Chilena de Educacion Matematica, Mayo-Agosto 2021, Volumen 13, N°2, 68-77



encuentran con la afirmacion, pueden conjeturar que,
si el poliedro no es convexo, entonces no respeta la
relacion de Euler y por lo tanto no puede ser llamado
euleriano, lo cual es un malentendido que surge de
la negaciéon de las proposiciones involucradas, que
no siempre es un resultado valido en matematicas.
Por otra parte, no se puede garantizar la reciprocidad
de la relacion de Euler en estos términos, ya que si el
poliedro es euleriano, no significa que sea convexo.

Pasamos a la exposicion de representaciones
figurativas con los respectivos calculos sobre la
construccion de poliedros no convexos, que respetan
la relacion de Euler.

En la Figura 4 usamos 8 cubos naranjas con arista en
“Y” para construir un paralelepipedo recto rectangulo
hueco:

Figura 4. Poliedro no convexo euleriano.
Fuente: Camargo (2020, p. 135).

Esta representacion figurativa contiene un sodlido
geométrico no convexo (Figura 4) que respeta la
relacion de Euler y puede denominarse euleriano. El
célculo de las aristas exteriores es A =12 + 12 = 24, El
numero de vértices por la parte externa del prisma es
V = 8 + 8 = 16. Para el célculo de las caras debemos
considerar el caso de que el prisma no sea hueco, lo
que suma 8 caras. Luego, anadimos 4 caras a causa
de la parte filtrada, generando en total F =6 + 4 =10.
En este sentido, satisface la igualdad de la relacion de
Euler: X(P) =16 - 24 +10 = 2.

Siconsideramos 8 cubos amarillos de arista X podemos
construir varios poliedros eulerianos no convexos,
entre ellos, los que presentamos en la Figura 5.
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Figura 5. Cuatro variaciones de poliedros con la pieza X3.
Fuente: Camargo (2020, p. 138).

Los Algeblocks facilitan la construccion de otros
poliedros eulerianos no convexos. La intencién en
la “pregunta a” es que el estudiante desarrolle la
habilidad de exponer representaciones figurativas
con los Algeblocks y validar o no cada construccion
con la relacién de Euler.

En relacion con la “pregunta b”, el objetivo era
movilizar una sistematizacién de la relacién de Euler a
partir del proceso de experimentacidn con el manejoy
la construccion de sélidos geométricos convexos y no
convexos, que pueden denominarse eulerianos. Como
sintesis, es importante que el estudiante aprenda que
cada poliedro que respeta la relacion de Euler se llama
“euleriano”.

3. Productos notables

Silva (2018) desarrollo la parte empirica de su tesis
de maestria en una escuela publica de la ciudad de
Rio Claro - SP. El desarrollo de las tareas en clase
contd con el apoyo de la contribucién metodoldgica
ensefanza-aprendizaje-evaluacién a través de la
resolucion de problemas con estudiantes de 8°
grado de primaria. La planificacion de tareas de Silva
(2018) tuvo como objetivo permitir conexiones entre
aspectos algebraicos, aritméticos y geométricos
en el estudio de operaciones polinomiales, a través
del material manipulativo Algeblocks. Basado en
Johnston (1994), el material manipulativo puede dar
potencialidad para la comprensién del estudiante en
relacidon con el nuevo concepto a aprender. Una forma
en la que se puede pensar en la comprension, segun
Silva (2018), es asociarla con una medida de la calidad
y cantidad de conexiones que tiene una nueva idea
con ideas existentes. Cuanto mayor sea el nimero
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de conexiones en una red de ideas, mejor sera la
comprension.

Elestudio de Silva (2018), a su vez, serefirid Unicamente
a la tesis de maestria de Espejel (2010) titulada
“Desarrollo del Pensamiento Algebraico mediante el
uso de Algeblocks en Estudiantes de Segundo Grado
de Educacién Secundaria”, que involucré el uso de
Algeblocks.

Espejel (2010) explord el uso de Algeblocks con 50
estudiantes de la educacion secundaria mexicana
(equivalente a los grados 7, 8 y 9 de la escuela
primaria brasilefa). El propdsito de esta investigacion
fue analizar el uso del “lenguaje algebraico para
generalizar propiedades aritméticas y geométricas”,
ademas de ‘“resolver problemas mediante Ia
formulacion de ecuaciones” (Espejel, 2010, p. 100).
Las tareas propuestas por la autora no involucraron el
espacio tridimensional. En este sentido, por ejemplo,
en el estudio de polinomios se utilizd Algeplan para
resolver tareas, como se muestra en la Figura 6.

===
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Figura 6. Modelo de Algeplan utilizado por Espejel (2010).
Fuente: Espejel (2010, p. 57).

El prototipo (Figura 6) utilizado por Espejel (2010),
de hecho, no era Algeblocks, sino un material similar
conocido popularmente como Algeplan en Brasil.
La diferencia es que Algeblocks es tridimensional,
mientras que  Algeplan es bidimensional.
Geométricamente hablando, cada pieza de Algeplan
representa a una de las caras de un prisma recto de
base cuadrada o rectangular de Algeblocks.

Espejel (2010) no proporciond a los estudiantes que
participaban en su investigacion el uso de material
didactico. Se optd por la representacion figurativa en
la construccion de las representaciones algebraicas
solicitadas, dejando la construccion de Algeplan como
sugerencia para los alumnos, utilizando cartulina,
papel, madera, plastico u otros tipos de materiales.

Ensefar a través de la resolucién de problemas, segun
Silva (2018), requiere de un cambio no solo en la forma
de ensefar. El maestro necesita cambiar la filosofia de
como piensa en el aprendizaje y como puede ayudar
mejor a los estudiantes a aprender. Los profesores
deben seleccionar tareas de calidad que permitan a
los estudiantes, a través de su resolucion, apoyarse en
las matematicas que conocen para aprender nuevos
contenidos vy, utilizando sus propias estrategias,
llegar a soluciones. Los maestros deben desarrollar

preguntas apropiadas que puedan llevar a los
estudiantes a verificar e informar sobre sus estrategias
de resolucion; como senala Onuchic (1999), “el
problema es todo aquello que no se sabe hacer pero,
que se esta interesado en resolver” (p. 215).

Sobre el desarrollo de la metodologia de ensefanza-
aprendizaje-evaluacion de las matematicas a través de
la resolucion de problemas, Justulin (2014) declaro que
“se produce en un proceso ‘en espiral’, que permite
al profesor rescatar los conocimientos previos de los
estudiantes, con su participacion activa, y profundizar
y ampliar su comprension de un concepto, un
procedimiento o un contenido matematico” p. 65).

La presentacion de las operaciones algebraicas
a los estudiantes es un gran desafio, ya que hay
reglas que deben ser seguidas y respetadas. En
nuestra experiencia de ensefianza es frecuente
tener estudiantes con las siguientes dudas: x + x =
x% 3 + x = 3x. Una forma de intervencion pedagodgica
para ayudarles a superar esta situacion de fracaso
escolar es diversificar las formas de representacion
matematica como, por ejemplo, la visualizacion.

Como ejemplo de este enfoque destacamos a Banchoff
(2008), quien concibe el proceso de ensefanza-
aprendizaje de las matematicas con conexiones y
representaciones multiples del mismo concepto. Al
factorizar la diferencia de dos cuadrados, Banchoff
(2008) considera que un cuadrado del lado “a” y otro
del lado “b” se han eliminado, cuya unién genera dos
rectangulos de area (a-b). ay (a-b).b, presentados en

el item “i” de la Figura 7.

atb

a-b b

Figura 7. Diferencia de dos cuadrados.
Fuente: Banchoff (2008, p. 102).

win

La reorganizacion de los rectangulos del item “i” al
item “ii” generd una figura plana con area
(a+b).(a-b)=a%- b2

El mismo tipo de conexidén entre el algebra y la
geometria puede extenderse cuando consideramos
el espacio tridimensional como, por ejemplo, en la
diferencia de dos cubos. Esta descomposicion es
menos familiar, pero también es posible geometrizarla,
segun Banchoff (2008). Cuando se descompone un
cubo del lado “a” como un cubo del lado “b” eliminado,
tenemos tres prismas con caras rectangulares,
dispuestos en la Figura 8.
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Figura 8. Diferencia de dos cubos.
Fuente: Banchoff (2008, p. 102).

En la Figura 8, se pueden ver tres prismas rectos con
caras rectangulares, cuyas areas se pueden expresar
algebraicamente como:

(a-b).a.a; (a-b).b.ay(a-b)b.b.

La suma de las areas de estos prismas da como
resultado:
(a-b)a?+(a-b)b.a+(a-b).b?=(a-b).(a2
(a® - b).

+ab +b?) =

Las conexiones matematicas presentadas por Banchoff
(2008) se pueden trabajar con el material manipulativo
Algeblocks. En lainvestigacion de Silva (2018) se utilizo
un prototipo formado por un conjunto de bloques de
plastico de varios tamafos, con dimensiones y colores
especificos, cada color correspondiente a un patron
de tamano para representar la unidad, x, y, X2, xy, X3, y3,
x2y y xy?, dispuestos en la Figura 9.

Figura 9. Silva (2018, p.88)

Los Algeblocks que figuran en la Figura 9 fueron
desarrollados y probados por Johnston (1994).
Segun el autor, este material manipulativo permite
a los estudiantes aprender conceptos algebraicos
abstractos a través del modelado concreto con
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blogues manipulativos. Con el uso de estos bloques
es posible modelar conceptos algebraicos de
representacion de enteros no negativos para resolver
ecuaciones (Johnston, 1994).

Entre el material de apoyo de Johnston (1994) se
presenta un tablero con estrategias para la resolucion
de problemas utilizando Algeblocks, el que guia al
profesorahablarsiempreconelalumnoyadejarloserel
protagonista de su aprendizaje. Mas especificamente,
se orienta a que el estudiante discuta el problema, lo
represente a través del dibujo o a través de las piezas
del material, utilice simbolos matematicos y, cuando
la encuentre, presente la solucion del problema al
profesor y a los companeros de clase.

El material de apoyo de los Algeblocks refuerza la
metodologia de ensefanza-aprendizaje-evaluacion
de las matematicas a través de la resolucién de
los problemas empleados por Silva (2018) en la
investigacion.

Ademasdelos bloquesde plastico, el material de apoyo
de Johnston (1994) contiene tres tipos de laminas
(Figura 10) para realizar actividades algebraicas.

Algeblocks Basic Mat Algeblocks Quadrant Mat Algebiocks Sentences Mat

- 4 + + i

1 2 S’

Figura 10. Modelo de hojas de actividad.
Fuente: Silva (2018, p. 89).

Silva (2018) utilizo el material desarrollado por Johnston
(1994) y abordd con los estudiantes de 8° grado tareas
que implicaban conceptos, involucrando operaciones
fundamentales con numeros enteros, expresiones
algebraicas, polinomios y sus operaciones, productos
notables y factorizacion.

Para este texto Silva (2018) presentd tareas que
implican el desarrollo de productos notables con
Algeblocks, segun la metodologia de ensefanza-
aprendizaje-evaluacion a través de la resolucion
de problemas. Segun lo sefalado por el autor, en
la resolucidon de las tareas propuestas el trabajo se
desarrollo de forma cooperativa y colaborativa, a partir
de la formacién de pequefios grupos de alumnos. La
docente-investigadora orienté a los alumnos del 8°
afno de la escuela primaria sobre la importancia del
compromiso de todos en la discusion de los problemas
presentados, asi como el compromiso del trabajo
individual de cada integrante en el éxito académico
de cada grupo formado.

A modo de ejemplo, destacamos una tarea compuesta
por tres elementos:
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a) Representar (x + y)? utilizando los Algeblocks.

b) A través de la manipulacion de los bloques de
plastico, representar (2x - y)>.

c) Utilizar el material manipulable para representar
(x+y).

Presentamos en la Figura 11 las respuestas para el item
“a” y “b” segun las representaciones matematicas
hechas por los estudiantes que participan en la
investigacion.

Item a

Figura 11. Productos notables.
Fuente: Silva (2018, p. 168).

Al resolver el item “c”, los estudiantes comenzaron a
partir de la forma en que obtuvieron el resultado en el
item “a”, como se ilustra en la Figura 12.

Figura 12. Estructura de (x + y)°.
Fuente: Silva (2018, p. 168).

En la Figura 13 el razonamiento de los estudiantes
implicaba la multiplicacion por (x + y) para obtener el
producto notable de (x + y)® segun la disposicion de
los bloques de plastico.

Figura 13. Representacion de (x + y)°.
Fuente: Silva (2018, p. 169).

Los estudiantes mostraron el contenido de la Figura
13 a la docente-investigadora, quien se sorprendio ya
que no esperaba que lo presentaran de esa manera:
(x +y):. A partir de esta disposicion de bloques, Silva
(2018) pidio a los estudiantes que construyeran un
cubo.

Uno de los estudiantes preguntd a la docente-
investigadora cual seria la medida del lado de este
cubo, y uno de ellos respondio: “el cubo tendra la
medida igual a (x + y)". Silva (2018) continud el dialogo
y pregunto a los otros estudiantes sobre la respuesta
de este companero de clase. La mayoria confirmo que
la respuesta era correcta y anadié que cada medida
(longitud, anchura y altura) del cubo esta dada por
(x+y).

En la Figura 14 presentamos la construccion del cubo
de volumen (x + y)® desde dos perspectivas.

Figura 14. Representacion geométrica del cubo.
Fuente: Silva (2018, p. 170)

El uso de material manipulable de Algeblocks permitio
a los estudiantes establecer conexiones entre los
contenidos matematicos, articulando su perspectiva
algebraica y geométrica. En el caso del item “c”, la
perspectiva algebraica del producto notable fue
desarrollada por los estudiantes de la siguiente
manera: (X +y)? = (x + y)2.(x +y) = (X2 + 2xy + y?).(x +y) = x*
+ 3x?%y + 3xy? + y* . Cuando los estudiantes usaban los
Algeblocks para representar los productos notables,
visualizaron la representacion de cada término de la
expresion algebraica para el producto notable en el
material manipulativo.

Segun Silva (2018), dejar tareas donde,
individualmente, el alumno pueda reflexionar sobre
lo que fue trabajado en el aula, en ocasiones lo
estd preparando para la construccion de un nuevo
concepto sobre el que trabajar. Sorprendentemente,
los estudiantes pudieron pasar de la operacion de
multiplicacion a la operacion de potenciacion con
comprension y significado, manipulando los bloques
Algeblocks.
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4, Consideraciones finales sistemas lineales de dos ecuaciones de 1° grado con
coeficientes enteros y dos variables.

El uso de cualquier material didactico requiere de

la preparacion del profesor. El profesor debe estar

dispuesto a salir de su zona de comodidad, ya que

en el desarrollo de una actividad pueden producirse

situaciones imprevistas, como las descritas en este

texto.

Es necesario destacar que no basta con que el profesor
conozca solo los contenidos matematicos que hay que
tratar con este tipo de propuesta didactica. El profesor
debe movilizar siempre las tareas con claridad,
evitando asi ambigliedades al tratar los conceptos
pertinentes a las tareas de exploracién-investigacion
(Camargo, 2020). El profesor también debe mostrar
interés y empatia por este proceso, cautivando a los
estudiantes que participan en sus exploraciones e
investigaciones matematicas.

En cuanto al material didactico de los Algeblocks,
su principal potencial se refiere a la cuestion de los
registros de representacion y las representaciones
figurativas. En este sentido, como el material permite
al posible estudiante registrar sus soluciones tanto con
figuras como con notacion algebraica, los estudiantes
pueden establecer conexiones entre el algebra y la
geometria a través de registros escritos (Camargo,
2020).

Las actividades matematicas desarrolladas por los
alumnos de 8° afo de primaria, segun Silva (2018),
partieron de la propuesta de problemas sobre
los cuales se exploraron diferentes conceptos de
las matematicas, tanto a nivel concreto debido a
la manipulaciéon de los Algeblocks, como a nivel
abstracto a través de representaciones en lenguaje
algebraico, construidos a partir de las respectivas
representaciones figurativas. En los diferentes
momentos que utilizaron los alumnos el material de
apoyo de Johnston (1994), es decir, los tres tipos de
hojas para realizar actividades algebraicas, existia la
posibilidad de explorar los conceptos de perimetro
y area, que a menudo resultaban confusos para los
estudiantes.

La principal limitacion de este material didactico,
que se sefald durante la labor de Silva (2018), fue la
restriccion a los numeros enteros para representar
las expresiones algebraicas y numéricas. En el caso
de Camargo (2020), la limitacién radica en que el
material no asegura la validez de las demostraciones
matematicas en una investigacion matematica.

Invitamos al lector interesado en otras posibilidades
de trabajar con Algeblocks a consultar un conjunto
de 16 tareas propuestas por Silva (2018) en su tesis
de maestria. La investigacion a nivel de Master
Profesional, desarrollada por Camargo (2020),
contiene propuestas de tareas que involucran ceros
de la funcidén cuadratica, conceptos matematicos
de poligonos y poliedros regulares, ademas de
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