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RESUMEN

Este estudio tiene como objetivo comparar las actitudes hacia la matematica de estudiantes de octavo
ano basico antes y después de la implementacion de senderos matematicos utilizando la aplicacion
MathCityMap, asi como las diferencias entre hombres y mujeres. Se utilizé el instrumento Inventario de
Actitudes hacia la Matematica (IAM) sobre una muestra de 91 estudiantes de 13 y 14 afos de edad per-
tenecientes a 4 colegios de la regién de Nuble en Chile. Se observaron mayores niveles de Incapacidad
percibida para la matematica, Ansiedad ante las matematicas y Emociones negativas provocadas por
las matematicas en las mujeres (p<0.001) y mayores niveles de Competencia percibida en matematica y
Motivacion intrinseca hacia las matematicas en los hombres. Después de participar en la intervencion, las
mujeres presentaron una disminucion significativa en la Orientacién motivacional hacia el yo (p=0.037) y
los hombres en Competencia percibida en Matematica (p=0.014).
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ABSTRACT

This study aims to compare the attitudes towards mathematics of eighth-grade students before and after
implementing Mathematics Trail using the MathCityMap application and the differences between men and
women. The Inventory of Attitudes towards Mathematics (IAM) instrument was used on a sample of 91
students of 13 and 14 years of age belonging to 4 schools in the Nuble region in Chile. Higher levels of
Perceived Math Inability, Math Anxiety and Negative Emotions Provoked by Mathematics were observed
in women (p<0.001) and higher levels of Perceived Math Competence in Mathematics and Intrinsic Moti-
vation toward Mathematics in men. After participating in the intervention, women presented a significant
decrease in Self-Oriented Motivational Orientation (p=0.037) and men in Perceived Math Competence in
Mathematics (p=0.014).

Keywords:
Mathematics trails, MathCityMap, Attitude, Mathematics

Recibido 07 de Septiembre 2023 Aceptado 26 Noviembre 2024
Revista Chilena de Educacion Matematica,



SENDEROS MATEMATICOS Y ACTITUDES HACIA LA MATEMATICA, EFECTOS DE UNA INTERVENCION

La ensefianza de la matemaética es de vital impor-
tancia pues fomenta la creatividad, el razonamien-
to l6gico y el pensamiento cognitivo (Sachdeva y
Eggen, 2023). Aprender matematica en la escuela
proporciona al estudiante las habilidades y capa-
cidades bésicas de resolucion de problemas que
favorecerd la adquisicion de conocimientos de
otras materias (Schifter, 2001) y se correlaciona
con los logros laborales y sociales, influyendo en
las oportunidades profesionales futuras (Moustafa
et al., 2017). Debido a sus grandes beneficios, la
ensefanza de la matematica se incluye como ma-
teria basica en el plan de estudios chileno y en casi
todos los planes de estudios del mundo (Raza y
Reddy, 2021).

Desde los niveles iniciales hasta los mas superio-
res, la matematica es considerada una disciplina
dificil de aprender (Farias y Pérez, 2010). A medi-
da que los estudiantes avanzan de nivel académi-
CO se observan actitudes méas negativas hacia el
aprendizaje de las matematicas, se va perdiendo
el interés y la utilidad de las mateméticas presenta
un descenso significativo (Nufiez et al., 2005).

Respecto a esto, diversos autores sefialan que hay
muchos estudiantes que experimentan altos nive-
les de ansiedad y fobia hacia las matematicas, o
que los lleva a evitar participar en tareas matema-
ticas (Elbaek et al., 2019; Lee y Johnston-Wilder,
2014). Estas dificultades pueden verse influen-
ciadas por factores cognitivos como el funciona-
miento intelectual, la motivacion y las habilidades
de memoria, asi como por factores emocionales
(Harskamp, 2014).

Una consecuencia de esto se puede observar en
los bajos resultados obtenidos a nivel nacional en
las pruebas estandarizadas internacionales, como
por ejemplo en el Programa para la Evaluacion In-
ternacional de los Estudiantes (PISA) del afio 2009:
de las 36 preguntas de Matematicas, el 47% fueron
contestadas erréneamente por mas del 70% de los
estudiantes chilenos, especialmente en la resolu-
cion de problemas contextualizados a la vida real
(Henriquez et al., 2015), destacando el area de la
geometria como una de las mas descendidas (Pi-
no-Fan y Cordero, 2015; Rocha, 2020).

Los bajos resultados en matematica se han investi-
gado por afios, evidenciando la falta de aplicabili-
dad en la ensefianza de la matematica y también la
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relacion que existe entre lo afectivo-emocional, mo-
tivacional y capacidades frente a la asignatura de
Matematica, lo que produce como consecuencia
un bajo rendimiento académico (Cueli et al., 2014;
Inzunza y Reyes, 2016). Al respecto, Tacilla et al.
(2020) afirman que los componentes que influyen
directamente en el aprendizaje son: las actitudes,
los esfuerzos, las motivaciones, las emociones, las
habilidades cognitivas y las expectativas de éxito.
De estos componentes, Corredor y Bailey (2020)
destacan la motivacion intrinseca, extrinseca y so-
cial como las mas importantes causales del rendi-
miento académico en matemaética, y que también
aportan para que los estudiantes puedan afrontar
la vida con autonomia y responsabilidad.

Por otra parte, los estudios que han realizado una
comparacion por sexo reportan que 10s nifos mos-
traron un autoconcepto de capacidad matemati-
ca mas alto que las nifias (Casanova et al., 2021;
Geary et al.,, 2019), y que los nifios tienen una ma-
yor competencia percibida en matematicas, estan
mas motivados intrinsecamente y exhiben niveles
mas bajos de ansiedad (Rodriguez et al., 2020;
Yu et al., 2024). Por su parte, las nifias tienden a
exhibir actitudes menos positivas hacia las mate-
maticas que los nifios, con menor motivacion, peor
percepcion de competencia y mayores tasas de
ansiedad (Leder, 2017; Steinmayr et al., 2019; Valle
et al., 2016). La relacion entre las actitudes hacia
las matematicas y el rendimiento académico difie-
re entre nifnos y nifias, siendo el poder explicativo
de las actitudes hacia las matematicas mas signi-
ficativo en los nifios que en las nifias (Nurlu, 2017;
Samuelsson y Samuelsson, 2016).

Si a todo lo anteriormente mencionado se le su-
man los métodos de ensefianza tradicionales, las
clases superpobladas y la falta de materiales de
aprendizaje adecuados, nos encontramos con ma-
yores dificultades de los estudiantes para apren-
der matematicas (Ramaa, 2014; Waswa y Al-Kas-
sab, 2023). En particular, en Chile se ha generado
una tradicion en la forma de articular el contenido
matematico, reduciendo la ensefianza a un trabajo
en algoritmos descontextualizados que no permite
a los estudiantes comprender el rol de la matema-
tica en la sociedad, basandose en la repeticion de
conceptos y algoritmizacion, donde el docente es
el mayor participante del proceso de ensefianza
(Aravena, 2001). Esta forma de trabajo, arraiga-
da en los sistemas educativos chilenos, ha tenido
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como consecuencia que los estudiantes no logren
desarrollar capacidades y competencias requeri-
das para enfrentarse a una sociedad en cambio
permanente. Las criticas por esta problematica se
han enfocado en la formacién inicial del profesora-
do, carente de resolucion de problemas y mode-
lizacion geométrica (Aravena y Caamario, 2007).

La Evaluacion Nacional Diagndstica (END) de for-
macion inicial docente en Chile reveld que una
proporcion significativa de futuros profesores de
Matematicas tienen “una deuda” con el logro de
conocimientos disciplinares didacticos, lo que po-
tencialmente conlleva consecuencias negativas en
el sistema educativo, siendo en el area de Geome-
tria donde se obtiene el menor porcentaje de logro
en los afos 2017, 2018 y 2019 con un 9%, 23% vy
15% de logro respectivamente en el plan regular
de estudios (Gaona et al., 2024).

Blanco y Blanco (2020) sefialan que la matematica
se debe reconocer en el entorno, para ello se debe
mirar la ciudad con ojos matematicos. De manera
muy particular en geometria, es de suma impor-
tancia ver la aplicacion en el mundo real, ya que
esta relacionada con la necesidad del ser humano
por comprender su mundo. Gamboa y Ballestero
(2009) destacan que la aplicacion de la geometria
en la vida cotidiana muchas veces pasa inadverti-
da durante la ensefianza de esta disciplina.

Diversas estrategias se han propuesto en la lite-
ratura para mejorar el aprendizaje y la compren-
sion de conceptos matematicos. Encontramos, por
ejemplo, la utilizacion de diversos enfoques peda-
gogicos (Bray y Tangney, 2013; Santos, 2022), la
integracion de la tecnologia (Santos, 2022; San-
tos-Trigo et al., 2015; Serpe y Frassia, 2020) y el
modelamiento matematico (Suh, 2021; Kissane,
2020). De entre ellas, una que ha ganado popula-
ridad en el ultimo tiempo para abordar las proble-
maticas de descontextualizacion y malas actitudes
hacia la matematica, es la implementacion de sen-
deros matematicos (Gurjanow y Ludwig, 2020). Un
sendero matematico es un paseo en el que se pue-
den descubrir y resolver problemas matematicos
sobre objetos reales. Los senderos matematicos
son parte de la educacion al aire libre, y se pue-
den utilizar en el contexto escolar para ofrecer una
experiencia en la vida real ademas de los libros
de texto (Mobile Math Trails in Europe [MoMaTrE],
s. ).
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Los senderos matematicos fueron popularizados
principalmente por Shoaf et al. (2004), quienes
vieron en ellos un potencial para hacer que los
estudiantes trabajen cooperativamente y puedan
experimentar la matematica en un entorno no
amenazante. Ademas, los senderos matematicos
proponen tareas de modelamiento matematico,
caracterizadas por tener una alta demanda cog-
nitiva ya que estan completamente ligadas a otras
competencias transversales como leer, comunicar,
disenar y aplicar estrategias de resolucion de pro-
blemas, o de trabajo matematico como razonar,
calcular, entre otras (Niss, 2003). También aportan
a los estudiantes una comprension de la matemati-
ca presente en el mundo y en la sociedad y, conse-
cuentemente, motivan al estudio de la matemética
(Blum, 2007).

Diversos autores alrededor del mundo han corro-
borado que al realizar un sendero matematico au-
menta la motivacion y la actitud positiva frente a
la asignatura. En Portugal, Barbosa y Vale (2020)
sefialan que estos pueden promover actitudes po-
sitivas hacia las matematicas y ayudan a tener una
vision mas amplia de las conexiones del mundo
que nos rodea. En Turquia, Fessakis et al. (2018)
mencionan que estos tuvieron un impacto positivo
en el aprendizaje de los estudiantes y contribuye-
ron a la transferencia del saber escolar a situacio-
nes auténticas. En Indonesia y Alemania, Cahyono
y Ludwig (2017; 2019) concluyen que la implemen-
tacion del sendero matematico utilizando disposi-
tivos maoviles forma una combinacion exitosa para
generar una situacion agradable y atractiva para
que los estudiantes experimenten en el mundo real
con las matematicas. En Italia, Ariosto et al. (2021)
explican que los estudiantes pudieron aplicar mo-
delados en la ciudad y aprender matematica, y
que los estudiantes consideran las clases al aire
libre como viajes, divirtiéndose con las matemati-
cas.

Desde el afo 2012 se encuentra disponible el
portal web MathCityMap (https://mathcitymap.eu/)
que fue presentado por primera vez en el proyec-
to MCM-Project llevado a cabo por la IDMI Goe-
the-University Frankfurt, Alemania, por el profesor
Dr. Matthias Ludwig, el cual tiene por objetivo que
los docentes disefien senderos matematicos para
sus estudiantes (por medio de la aplicacion movil y
portal web), los cuales quedan disponibles para la
comunidad en general (ver Figura 1).
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A nivel mundial existen alrededor de 1900 senderos matematicos de acceso abierto y publicados en el
portal web, siendo la mayor cantidad de ellos del continente europeo, donde el pais que lidera esta lista
es Alemania (pals fundador), le sigue Espafia y Francia. En América se tiene un total de 95 senderos ela-
borados, de los cuales solo dos tienen ubicacion en Chile, y solo uno en la regién de Nuble.

La ausencia de informacion regional relacionada con las actitudes hacia la matematica y como estas
pueden ser afectadas con la metodologia de senderos matematicos ha dado origen al presente estudio,
que tiene los siguientes objetivos: 1. Comparar las actitudes hacia la matematica de los estudiantes de
educacion primaria de la regién de Nuble entre hombres y muijeres, 2. Explorar la influencia de una inter-
vencion con senderos mateméaticos sobre las actitudes hacia la matemética.

Figura 1
Portal web y app MathCityMap

Nota. Obtenido del portal web MathCityMap

El alcance de esta investigacion es de tipo inferencial, con un disefio cuantitativo cuasiexperimental, en
el que se aplicé un pre y postest para medir las actitudes hacia la matematica luego de participar en una
intervencion, utilizandose la metodologia de senderos matematicos con dispositivos moéviles y la aplica-
cion MathCityMap. El estudio se realizd de acuerdo con los lineamientos de la Declaracion de Helsinki,
resguardando la privacidad de los participantes, quienes autorizaron la utilizaciéon de sus datos para el
estudio. Esta investigacion cuenta con la aprobacion del Comité de Etica Cientifico de la Universidad
Adventista de Chile.

2.1 Participantes

Los participantes fueron seleccionados a través de un muestreo no probabilistico por conveniencia, de
acuerdo a las redes de contacto de los investigadores. La muestra estuvo constituida por 91 estudian-
tes de cuatro colegios de la regién de Nuble, en Chile. Colegio 1 (24.2%), Colegio 2 (30.8%), Colegio 3
(20.9%) y Colegio 4 (24.2%), de los cuales 50 (54.9%) son damas y 41 (45.1%) son varones. Todos los
estudiantes cursaban octavo afio de ensefianza basica, con edades de entre 13 y 14 afios, quienes ac-
cedieron a participar de la investigacion firmando el asentimiento informado. Ademas, se obtuvo el con-
sentimiento de los padres y tutores, quienes autorizaron el uso los datos para la presente investigacion.
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2.2. Procedimientos e instrumentos

Se realizé unaintervencion inmersa en la unidad de
Geometria, para area y volumen de prismas rectos
y cilindros, que consistié en 6 sesiones de acom-
pafiamiento al docente. La primera sesion fue para
informar sobre el estudio y aplicar el pretest. En la
segunda, tercera y cuarta sesion se abordaron los
contenidos tedricos necesarios para completar el
sendero matematico. En la quinta y sexta sesion,
los estudiantes participaron de los senderos ma-
tematicos disefiados exclusivamente para este es-
tudio.

El primer sendero matematico lo realizaron en su
propio establecimiento y el segundo fue desarro-
llado en el campus de la Universidad Adventista
de Chile. Los estudiantes fueron organizados en
grupos de tres o cuatro estudiantes. Guiados por
la aplicacion movil MathCityMap, recorrieron cada
una de las tareas georreferenciadas utilizando ins-
trumentos de medicion, calculadoray la aplicacion
movil para resolver problemas integrando los con-
tenidos del plan de estudio de octavo afio basico
para Geometria. Al finalizar la sexta sesion se rea-
lizd el postest.

Para recopilar la informacién sobre actitudes hacia
la matematica, se utilizaron las subdimensiones de
Competencia percibida para las matematicas, An-
siedad ante las matematicas, Percepcion de utili-
dad de las matematicas, Motivacion de logro hacia
las matematicas, Motivacion intrinseca hacia las
matematicas y Emociones negativas provocadas
por las matematicas del instrumento Inventario de
las Actitudes hacia la Matematica (IAM) (Fennema
y Sherman, 1976) en su version en espafiol, valida-
da por Gonzélez-Pienda et al. (2012). Se conside-
raron un total de 40 preguntas con escala de Likert
de 1 a 5, desde (1) Totalmente falso, (2) Bastante
falso, (3) A medias, (4) Bastante cierto, hasta (5)
Totalmente cierto. Las preguntas de la encuesta
fueron respondidas antes y después de la inter-
vencion.
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2.3. Andlisis de los datos

Se realizé un analisis descriptivo que involucra el
calculo de medias, medianas y desviacion estan-
dar para las dimensiones del IAM categorizados
por sexo. Se realizaron comparaciones por Sexo
utilizando el test no paramétrico U de Mann-Whit-
ney, mientras que para comparar las actitudes ha-
cia la matematica entre el pre y el postest se utilizé
el test de rango con signo de Wilcoxon para cada
dimension del IAM agrupados por sexo. Todos los
andlisis fueron realizados con un nivel de signifi-
cancia de 0.05, utilizando el software R-studio ver-
sion 2022.7.1.
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En la Tabla 1 y en la Figura 2 se muestran los resultados para las dimensiones del IAM en el pretest,
categorizados por sexo. Las mujeres presentan una mayor Incapacidad percibida (3.26+1.19), mayor
nivel de Ansiedad ante las matematicas (3.48+0.93) y mayores Emociones negativas provocadas por las
matematicas (2.98+1.07) comparadas con las obtenidas por los hombres, de (2.39+0.91), (2.48+0.96) y
(2.12+£0.91), respectivamente. Por su parte, los hombres presentaron mayor Competencia percibida en
matematica (4.18+0.71) y mayor Motivacion intrinseca hacia las matematicas (3.54+0.74) que las muje-
res, con (3.44+0.99) y (2.86+0.85), respectivamente. Todas estas diferencias fueron estadisticamente sig-
nificativas (p<.001). No se observaron diferencias significativas en las subdimensiones de Utilidad de las
matematicas para el futuro, Orientacion motivacional hacia el yo, Interés por evitar ser el mejor y Atribucion
del éxito — fracaso a la capacidad del estudiante.

Tabla 1
Dimensiones del IAM en el pretest entre hombres y mujeres

Hombres (n=41) Mujeres (n=50) U de Mann-Whitney

Md Me DE Md Me DE U P

Incapacidad percibida para la | 2.20 2.39 0.91 3.20 3.26 1.19 597 <.001
matematica

Utilidad de las matematicas para | 4.50 4.28 0.63 4.25 411 0.76 908 0.346
el futuro

Competencia percibida en mate- | 4.25 4.18 0.71 3.38 3.44 0.99 577 <.001
maticas

Orientacion motivacional hacia | 4.00 3.93 1.02 4.00 3.63 1.24 898 0.308
el yo

Motivacion intrinseca hacia las | 3.67 3.54 0.74 3.00 2.86 0.85 565 <.001
matematicas

Ansiedad ante las matematicas 2.33 2.48 0.96 3.50 3.48 0.93 472 <.001

Interés por evitar ser el mejor 2.25 2.24 1.08 2.25 217 0.86 987 0.760

Atribucion del éxito —fracasoala | 2.00 2.34 1.28 3.00 2.85 1.30 786 0.054
capacidad del estudiante

Emociones negativas provoca- | 2.00 2.12 0.91 2.80 2.98 1.07 516 <.001
das por las matematicas

Nota. Elaboracion propia.
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Figura 2
Comparacion de las dimensiones de IAM entre mujeres y hombres

Nota. Elaboracion propia.

En las Tablas 2 y 3 se muestran los resultados del pre y postest para las mujeres y hombres, respectiva-
mente. No se observaron cambios estadisticamente significativos en las dimensiones del IAM para las
mujeres, excepto en la subdimension de Orientacion motivacional hacia el yo (p=0.037), donde presenta-
ron en una media de 3.63+1.24 puntos en el pretest y 3.39+1.28 en el postest. En el caso de los hombres,
solo se observoé una disminucion significativa en la subdimension de Competencia percibida en matema-
tica (p=0.014), donde obtuvieron una media de 4.18+0.71 puntos en el pretest y 3.96+0.80 puntos en el
postest.
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Tabla 2
Dimensiones del IAM de las mujeres en el pre y postest

Pretest (n=50) Postest (n=50) Rangos Wilcoxon

Md Me DE Md Me DE W o}

Incapacidad percibida para la mate- | 3.20 3.26 1.19 3.20 3.21 1.18 366 0.838
matica

Utilidad de las matematicas para el | 4.25 411 0.76 4.00 3.99 0.72 446 0.272
futuro

Competencia percibida en matema- | 3.38 3.44 0.99 3.50 3.29 1.08 579 0.202
ticas

Orientacion motivacional hacia el yo | 4.00 3.63 1.24 3.63 3.39 1.28 514 0.037

Motivacion intrinseca hacia las ma- | 3.00 2.86 0.85 3.00 2.89 0.94 457 0.494

tematicas
Ansiedad ante las matematicas 3.50 3.48 0.93 3.33 3.40 0.87 547 0.551
Interés por evitar ser el mejor 2.25 217 0.86 2.50 2.42 0.88 320 0.063

Atribucion del éxito — fracaso ala ca- | 3.00 2.85 1.30 2.50 2.69 1.39 324 0.443
pacidad del estudiante

Emociones negativas provocadas | 2.80 2.98 1.06 2.80 2.96 1.04 532 0.926
por las matematicas

Nota. Elaboracion propia.

Tabla 3
Dimensiones del IAM de las mujeres en el pre y postest

Pretest (n=41) Postest (n=41) Rangos Wilcoxon

Md Me DE Md Me DE W P

Incapacidad percibida para la mate- | 2.20 2.39 0.91 2.20 2.38 0.93 332 0.786
matica

Utilidad de las matematicas para el | 4.50 4.28 0.63 4.25 418 0.67 276 0.380
futuro

Competencia percibida en matema- | 4.25 418 0.71 4.25 3.96 0.80 441 0.014
ticas

Orientacion motivacional hacia el yo | 4.00 3.93 1.02 3.75 3.71 1.06 378 0.168

Motivacion intrinseca hacia las ma- | 3.67 3.54 0.74 3.50 3.46 0.69 433 0.553

tematicas
Ansiedad ante las matematicas 2.33 2.48 0.96 2.50 2.58 0.70 270 0.461
Interés por evitar ser el mejor 2.25 2.24 1.07 2.00 2.18 1.07 304 0.459

Atribucion del éxito — fracaso ala ca- | 2.00 2.34 1.28 2.00 2.16 1.02 307 0.424
pacidad del estudiante

Emociones negativas provocadas | 2.00 2.12 0.91 2.20 2.35 0.89 293 0.178
por las matematicas

Nota. Elaboracion propia.
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El primer objetivo del presente estudio fue com-
parar las actitudes hacia la matematica entre es-
tudiantes hombres y mujeres. Los resultados evi-
dencian que las mujeres presentan una mayor
Incapacidad percibida para la matematica, mayor
nivel de Ansiedad ante las matematicas y mayores
Emociones negativas provocadas por las matema-
ticas que los hombres. Esto concuerda con lo re-
portado por diversos autores que mencionan que
las mujeres tienden a exhibir actitudes menos po-
sitivas hacia las matematicas que los hombres, in-
cluida una menor motivacion, una peor percepcion
de competencia y tasas mas altas de ansiedad
(Casanova et al., 2021; Rodriguez et al., 2020).
Por su parte, Geary et al. (2019) reportan que las
mujeres tienden a tener mayor ansiedad matema-
tica ante las evaluaciones que los hombres, y que
esta ansiedad se mantiene incluso cuando mos-
traron avances en el rendimiento en matematica.
Las diferencias encontradas en actitudes hacia las
matematicas entre hombres y mujeres ponen de
manifiesto la necesidad de contar con estrategias
diferenciadas que apunten a disminuir las brechas
de ansiedad, Emociones negativas provocadas
por las matematicas y percepcion de incapacidad,
especificamente en las estudiantes mujeres, ya
que afecta el rendimiento futuro en matematica y
su desempefio en el &mbito profesional y personal
(Rosario et al., 2012; Walshaw y Brown, 2012).

Una de las limitaciones de este estudio es que
al disefar los senderos matematicos se utilizaron
aplicaciones relacionadas a trabajos de construc-
cion, jardineria, pintura de estructuras y limpieza
de piscinas, los cuales culturalmente son mas aso-
ciados a hombres que a mujeres. Esto pudo haber
afectado la motivacion y las Emociones negativas
provocadas por las matematicas de las mujeres
hacia el sendero matematico.

Por otro lado, los estudiantes hombres presenta-
ron mayor Competencia percibida en matematicas
y mayor Motivacion intrinseca hacia las matemati-
cas en comparacion con las mujeres. Estos resul-
tados concuerdan con lo reportado por Casanova
et al. (2021), donde mencionan que los hombres
tienen una mayor competencia percibida en ma-
tematicas, estan mas motivados intrinsecamente y
exhiben niveles mas bajos de ansiedad en compa-
racion con las mujeres. Valle et al. (2016) afiaden
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que los hombres perciben las matematicas como
mas importantes que las mujeres. Por su parte,
Lee y Kim (2014) concluyen que los hombres tie-
nen mayor Motivacion intrinseca hacia las matema-
ticas mientras que las mujeres tienen mayor moti-
vacion intrinseca para el inglés. A la luz de estos
resultados, se puede evidenciar la importancia de
la sensibilizacion de los docentes con respecto a
estas diferencias entre los estudiantes hombres y
mujeres, de modo que se conozcan y se conside-
ren a la hora de planificar y aplicar estrategias de
ensefianza. Por otro lado, también destacamos la
importancia de generar politicas que promuevan la
igualdad de oportunidades en el acceso a carreras
relacionadas con la matematica, especialmente
entre los profesores.

El segundo obijetivo fue explorar los efectos de una
intervencion con senderos matematicos sobre las
actitudes hacia la matematica. No se observo un
cambio significativo en la Ansiedad ante las mate-
maticas para las mujeres excepto en la Orientacion
motivacional hacia el yo; esta dimension mide la
relacion que establece el alumno entre su éxito en
matematicas y la autoestima, lo que implica que
luego de esta intervencion las mujeres le atribu-
yen menos importancia a esta relacion. En cuan-
to a los hombres, el unico cambio observado fue
una disminucion significativa en la Competencia
percibida en matematica, esta tiene relacion con
el sentimiento de los estudiantes en ser capaces
de superar las dificultades que se les plantea. En
este sentido, los hombres se sienten menos capa-
ces gue antes en resolver los problemas plantea-
dos, esto podria encontrar una explicaciéon en que
los problemas de la vida real son mas complejos
de resolver que los que estan en papel con datos
exactos, ya que en el contexto de senderos mate-
maticos se debe interactuar con los objetos, me-
dir, observar, etc. En estos escenarios, la precision
juega un papel fundamental pues, por ejemplo, un
error de medicion puede llevar a un resultado inco-
rrecto. Gurjanow y Ludwig (2020) destacan la im-
portancia de fomentar la medicion de objetos y/o
lugares en nuestro entorno, ya que estas habilida-
des suelen representar un obstaculo en el desarro-
llo de los senderos matematicos.

Las demas subdimensiones del IAM no presentan
un cambio significativo tanto en hombres como en
mujeres, mostrando que las intervenciones no tie-
nen un impacto significativo en las actitudes hacia
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la mateméatica de los estudiantes que participaron
en el estudio. Esto es contrario a lo encontrado en
la literatura. Por ejemplo, Barbosa y Vale (2016)
afirman que los senderos matematicos promueven
actitudes positivas hacia la mateméatica y aportan
a que los alumnos puedan entrelazar la vida real
con la matematica. Asf también, Cahyono y Ludwig
(2017) concluyen que los senderos matematicos
influyen en la motivacion intrinseca y extrinseca de
los estudiantes, y que las actividades realizadas
con dispositivos moviles son actividades intere-
santes y de disfrute para estos. Lo anterior puede
deberse a que las intervenciones no fueron sufi-
cientes para que se produjera un cambio signifi-
cativo en las actitudes hacia la matematica. Si bien
es cierto que los senderos matematicos fueron rea-
lizados en dos momentos, se evidencié poca serie-
dad por parte de algunos grupos de estudiantes al
momento de realizar las actividades, producto de
las arraigadas malas actitudes hacia la matema-
tica que presentan los estudiantes y que van au-
mentando a medida que se avanza en los niveles
escolares (Ramirez et al., 2016) y a la falta de tra-
bajo autbnomo, que es precisamente lo que tratan
de promover los senderos matematicos.

En consecuencia, la intervencion con dos sende-
ros matematicos utilizando la aplicacion MathCi-
tyMap con dispositivos méviles no fue suficiente
para producir cambios significativos en las actitu-
des hacia la matematica. Es necesario introducir el
modelamiento matematico de manera sistematica
en las salas de clase para que al enfrentarse a un
problema del mundo real, los estudiantes estén ha-
bituados a esta manera de pensar y tengan desa-
rrolladas las habilidades necesarias para superar
con éxito estas tareas.

Aunqgue no se logré un aumento en las actitudes
hacia la matematica, se observo en las intervencio-
nes que la aplicacion MathCityMap es una herra-
mienta digital potente para trabajar el modelamien-
to geomeétrico, la ubicacion espacial y el trabajo
en equipo. Destacamos la importancia de seguir
investigando sobre las actitudes hacia la mate-
matica en la regién de Nuble para llegar a disefiar
intervenciones que logren provocar un aumento
significativo en las actitudes hacia la matematica.
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RESUMEN

La ensefianza de la matematica es un proceso complejo, los conocimientos adquiridos por los estudiantes
pueden variar dependiendo de las representaciones utilizadas o las decisiones didacticas, el aprendizaje
puede ser favorecido, o no. El docente debe atender apropiadamente el proceso de ensefianza-aprendi-
zaje que desarrolla en el aula y anticiparse a las dificultades que pueden surgir. Para esto, es necesario
conocer las causas y caracteristicas de los obstaculos que surgen en los estudiantes al aprender nuevos
conocimientos. El objetivo del estudio es identificar y clasificar obstaculos epistemolégicos y didacticos
que se desarrollan en el aprendizaje de los numeros enteros durante la ensefianza basica. Para la reco-
pilacion de informacién, considerando el curriculo vigente en Chile, se realizaron grupos focales a estu-
diantes de 7°y 8° basico. Los resultados obtenidos muestran obstaculos epistemoldgicos y didacticos en
los conocimientos de los estudiantes, desarrollados en los algoritmos de la sustraccion y multiplicacion
con numeros enteros.

Palabras clave:
Obstaculos epistemolégicos; Obstaculos didacticos; NUmeros
enteros; Educacion.

ABSTRACT

The teaching of mathematics is a complex process; the knowledge acquired by students can vary depen-
ding on the representations used or the didactic decisions. Just as learning can be facilitated, it can also
be hindered. The teacher must appropriately address the teaching-learning process in the classroom and
anticipate possible difficulties. For this, it is necessary to understand the causes and characteristics of
the obstacles that arise in students when learning new knowledge. The study's objective is to identify and
classify epistemological and didactic obstacles that arise in learning integers during basic education. For
information collection, focus groups were conducted with 7th and 8th-grade students. The results reveal
epistemological and didactic obstacles in the student's knowledge, particularly in the algorithms of sub-
traction and multiplication with integers.

Keywords:
Epistemological obstacles; Didactic obstacles; Integer numbers;
Education.
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El trabajo docente en el aula no se limita a entregar
informacion sobre su area, sino que ademas debe
promover que los estudiantes desarrollen conoci-
mientos significativos y tratar los fendmenos que
dificultan su aprendizaje. Orrantia (2006) identifi-
ca a la aritmética como el area matematica donde
los estudiantes desarrollan més dificultades, y que
ademéas afectan a otras areas matematicas en el
futuro, como lo puede ser la geometria, la estadis-
tica, etc. Zapatera (2021) evidencia la existencia
de obstaculos epistemoldgicos en la ensefianza
de numeros enteros, en donde los estudiantes los
consideran como si fueran nimeros naturales. Es
pertinente conocer las instancias en que surgen
estos obstaculos, enfocandose en el nivel donde
se empieza a ensefar sobre los nimeros enteros
y su operatoria. A partir de ellos, nos pregunta-
mos: ;,Qué problematicas surgen en el proceso
de aprendizaje de operaciones aritméticas de nu-
meros enteros en la escuela? ;Qué origen o causa
tienen estos problemas? Para esto se busca identi-
ficar obstaculos epistemoldgicos y didacticos que
se desarrollan en el aprendizaje de los numeros
enteros durante la ensefianza basica, y se inda-
gara una posible causa en los textos escolares.
Por lo tanto, se examinaran probleméticas que se
manifiestan en el aprendizaje de las operaciones
aritméticas en estudiantes de 7° y 8° basico por
medio de los errores que presentan los estudiantes
al realizar operaciones de numeros enteros, y se
analizaran las distintas formas de representacion
utilizadas en los documentos escolares en donde
se ensefnan.

2.1 Obstdculos epistemoldgicos, did&cticos y on-
togenéticos

El concepto de obstaculo es acufiado por Bache-
lard (1993) y es definido como aquellos problemas
para el aprendizaje que son propios del acto de
conocer, que dificultan la ensefianza, interfiriendo
con el aprendizaje de los conocimientos reales.
Estos obstaculos se pueden abordar tanto en el
proceso de ensefianza-aprendizaje dentro del aula
como en el desarrollo histérico de las matematicas.

Por otra parte, Brousseau (2007) concibe a los
obstaculos como conocimientos, los cuales tu-
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vieron validez en un contexto y tiempo especifico,
pero cuando el campo de implementacion crece
0 cambia, su efectividad se pierde. Estos obsta-
culos interfieren en el aprendizaje de nuevos co-
nocimientos, ante esto Brousseau expresa que “el
obstaculo no desaparece con el aprendizaje de un
nuevo conocimiento. Por el contrario, opone resis-
tencia a su adquisicion, a su comprension, frena
su aplicacion, subsiste en estado latente y reapa-
rece de forma imprevista” (2007, p. 46). El autor
les da relevancia a los obstaculos pues, aunque
sean dificultades a futuro, tienen una importancia
temporal en el aprendizaje de los estudiantes, a
diferencia de lo indicado por Bachelard, quien pro-
pone rechazarlos desde el principio porque no son
verdaderos a posteriori (Cid, 2016).

En la interpretacion de Glaeser (1983) sobre los
obstaculos epistemolégicos, también se consi-
deran como obstaculos los errores, dificultades y
desconocimiento de los conocimientos. Esto se
distingue de las definiciones previas, ya que se
puede considerar como obstaculo la ausencia de
conocimientos.

Brousseau (1983) clasifica los obstaculos segun
el origen de estos, categorizandolos como obs-
taculos epistemoldgicos, didacticos y ontogenéti-
cos. Aquellos obstaculos que se presentan en la
enseflanza de las matematicas, que son propios
del trabajo matematico, se consideran obstaculos
epistemoldgicos. Los obstaculos que se desarro-
llen Unica y exclusivamente a partir del trabajo do-
cente en el aula serén los didacticos, en palabras
Brousseau, “los obstaculos de origen didactico
son los que parecen no depender mas que de una
eleccion o de un proyecto de sistema educativo”
(1983, p. 73). Los ontogenéticos son aquellos que
derivan del desarrollo cognitivo del estudiante.

Glaeser (1983) desarrolla un listado sobre los
obstaculos epistemoldgicos que han evidenciado
dentro de las mateméticas en el desarrollo de los
ndmeros enteros, los cuales son:

1. Falta de aptitud para manipular cantidades
negativas aisladas. No se aceptan numeros
negativos aislados de manera aislada, como
en las soluciones a problemas.

2. Dificultad para dar sentido a las cantidades
negativas aisladas. Se aceptan los nimeros
negativos de forma aislada, pero no se le da
un significado real.
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3. Dificultad para unificar la recta real. Se les da
un sentido a las cantidades negativas, pero
se consideran completamente opuestas a lo
positivo. Debido a esto se trabaja como dos
semirrectas opuestas y no como solo un sis-
tema unificado (Cid, 2016).

4. La ambigledad de los dos ceros. Se conci-
be como la existencia de un cero absoluto y
un cero arbitrario, los cuales no coexisten en
un mismo espacio. No se puede pensar en
una cantidad negativa como algo menor que
nada, dado que el cero es absoluto.

5. El estancamiento en el estadio de las opera-
ciones concretas. Las operaciones realizadas
con nUmeros negativos se centran Unicamen-
te a las cuales se pueda aplicar en un con-
texto real. No se operan de manera abstracta
descontextualizada.

6. Deseo de un modelo unificador. La necesidad
de encontrar un modelo concreto que justifi-
que tanto la adiciéon como la multiplicacion, lo
cual no existe.

2.2 Tipos de representaciones

La ensefianza de las matematicas se puede em-
plear de distintas formas segun las representa-
ciones utilizadas. Jerome Bruner (1969) define
tres tipos de representaciones en las cuales los
estudiantes aprenden y reproducen sus conoci-
mientos: representaciones concretas, pictéricas y
simbdlicas.

2.2.1 Representaciones concretas

Son la representacion de conocimientos matema-
ticos mediante la manipulaciéon de objetos u ob-
servaciones sobre algun elemento de la vida real.
Esta se puede utilizar mediante movimientos y ac-
ciones sensoriales (Vidal y Barra, 2019).

Cid (2002, citado por Cid, 2022) propone dos mo-
delos para las representaciones concretas de los
nuameros enteros, basados en la clasificacion rea-
lizada por Janvier (1983). Estos modelos de repre-
sentacion estan basados para la estructura aditiva,
pero en determinadas situaciones se pueden tras-
ladar a la estructura multiplicativa. Estos modelos
son:

Modelos de neutralizacion: Modelos que utilizan
las acciones que se pueden ejercer sobre las can-
tidades de una magnitud, que poseen dos senti-

dos, los que se neutralizan entre si. En este modelo
la adicién y sustraccion se relacionan con la ac-
cion de agregar y quitar, respectivamente. Los pro-
blemas que surgen en la multiplicacion son debido
a que los signos de los factores adquieren distinto
significado, el primero se refiere al simbolo del nu-
mero y el otro al sentido de la magnitud. Ejemplos
de este modelo son: deudas y haberes, pérdidas y
ganancias, etc.

Modelo de desplazamiento: Utiliza el desplaza-
miento a lo largo de un camino, cuya posicion ini-
cial arbitraria no corresponde al inicio o el final del
trayecto. La adicidon corresponde a un desplaza-
miento en un sentido aplicado desde la posicién
inicial, mientras que la resta es el desplazamien-
to en el sentido contrario. En la multiplicacion se
trabaja a partir de la repeticion de movimientos,
donde el sentido del segundo factor define el sen-
tido del movimiento. Ejemplos de este modelo son:
temperatura, ascensores, altitud por encima o de-
bajo del nivel del mar, etc.

2.2.2 Representaciones pictdricas

Corresponden a la representacion de conocimien-
tos utilizando imagenes o esquemas, donde las
imagenes y su tratamiento son el contenido en si.
Hay que tener en cuenta que las imagenes de ob-
jetos reales, que se utilicen para justificar un con-
tenido por las acciones que se observen en dicha
imagen, se consideran de todos modos represen-
taciones concretas (Vidal y Barra, 2019).

Las representaciones pictéricas son las mas es-
casas para los numeros enteros. Mufioz Cornejo
(2019), en su estudio sobre las representaciones
en los recursos educativos entregados por el Mi-
nisterio de Educacién de Chile (Mineduc), evi-
dencia como representaciones pictéricas el uso
de fichas o tarjetas de diferentes colores para di-
ferenciar entre nUmeros positivos o negativos, sin
embargo, estas representaciones no son tan rele-
vantes, dado que los ejercicios donde se utilizan
requieren un trabajo méas abstracto.

2.2.3 Representaciones simbdlicas

Los conocimientos se representan utilizando sim-
bolos y lenguaje, dotados de significados. Este
tipo de representaciones requiere de un lenguaje
mas preciso del area en el que se utiliza, debido
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a que se aplican en un contexto mas riguroso, con
propiedades, significado y reglas. Se conocen
también como representaciones abstractas (Vidal
y Barra, 2019).

Cid (2022) realiza una recopilacion de las diferen-
tes propuestas para la ensefianza de los numeros
enteros, a partir de las clasificaciones de Arcavi y
Bruckheimer (1981) y de Crowley y Dunn (1985).
Esta clasificacion recopila las diversas opciones
que utilizan los docentes a la hora de introducir los
ndmeros enteros en el aprendizaje, abarcando la
estructura aditiva y multiplicativa. La siguiente cla-
sificacion es una modificacion de la recopilacion
realizada por Cid (2022), cambiando el enfoque y
considerando modelos de ensefianza basados en
representaciones simbdlicas. Los modelos simboé-
licos son:

Modelo inductivo: A partir de las regularidades en
las operaciones aritméticas, los estudiantes crean
y completan el funcionamiento de las operaciones
aritméticas, pasando desde las operaciones con
ndmeros positivos a utilizar nUmeros negativos. Por
ejemplo, en la multiplicacion se puede plantear la
siguiente secuencia:

2x3 =6
2x2 = 4
2x1 = 2
2x0 =0
2x(—1) =7

Al completarla, el estudiante puede analizar como
el resultado se vuelve negativo si se multiplican
dos numeros de distinto signo, pasando de una
regularidad a establecer una regla en la multipli-
cacion.

Modelo deductivo: Consiste en expandir el conjun-
to de los numeros naturales, el cual los estudiantes
ya conocen, integrando el subconjunto de los nu-
meros negativos. Al integrar los inversos aditivos
para los nimeros naturales, se redefinen las ope-
raciones aritméticas y se mantiene la estructura
algebraica previa para generar el conjunto final de
los nUmeros enteros.

Modelo concreto: Se centra en el uso de situacio-
nes cotidianas para que los estudiantes puedan
otorgarles sentido y credibilidad a las reglas es-
tablecidas en el nuevo conjunto de numeros ente-
ros. Lo que lo diferencia de ser una representacion
concreta es su nivel de abstraccion pues, a pesar
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de utilizar situaciones concretas, como pueden ser
ejercicios sobre el nivel del mar, sobre deudas o
temperatura, su falta de manejo manual por parte
del estudiante o el docente lo limita en ese aspec-
to.

2.3 Numeros enteros en el curriculo escolar

Mufioz (2019) sefiala que el Mineduc promueve la
ensefianza de las matematicas a partir de modelos
concretos, pictéricos y simbolicos (COPISI), que
derivan de la clasificacion propuesta por Bruner.

Segun los Planes de Estudios presentados por el
Mineduc (20164, b, c), los nimeros enteros se en-
sefian inicialmente en 7° y 8° basico. En 7° basico
se ensena el concepto de nimero entero, ademas
de como sumar y restar entre ellos, mientras que
en 8° basico se ensefia sobre la multiplicacion y
division de estos.

El conjunto de nimeros enteros es un conocimien-
to base para la matematica que se ensefia en en-
seflanza media, donde se extienden a otros con-
juntos numéricos como los nimeros racionales o
reales.

Se usa un enfoque cualitativo, de caracter interpre-
tativo, en la que mediante el estudio del caso de
estudiantes de 7° y 8° basico en un colegio par-
ticular subvencionado de Maipu, Chile, se busca
identificar obstaculos epistemolégicos y didacti-
cos en los conocimientos de nUimeros enteros que
poseen los estudiantes. Se mandaron solicitudes
de entrevistas a diversos establecimientos, y solo
este colegio abri6 las puertas para el trabajo inves-
tigativo.

Para recoger informacién, se realizaron grupos
focales con los estudiantes en los niveles de 7° y
8° basico por separado, siendo dos grupos para
cada nivel. En total participaron 34 estudiantes en-
tre los diferentes grupos. Los grupos focales tienen
la intencion de identificar obstaculos didacticos o
epistemoldgicos en las respuestas de los estudian-
tes, asociados a la operatoria en l0os cursos men-
cionados.

Las preguntas realizadas a 7° bésico tratan sobre
adicion y sustraccion de ndmeros enteros, mien-
tras que las preguntas para 8° basico incluyen pre-
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guntas sobre multiplicacién y division. Las preguntas se crearon considerando los posibles problemas de
aritmética que puedan presentar los estudiantes, basados en lo publicado por Herrera 'y Zapatera (2019)
y Cid (2016), y en la identificacion de obstaculos epistemoldgicos de Glaeser (1983).

Se espera que los estudiantes tengan conocimientos adecuados sobre lo que ellos consideran un nimero
entero, que reconozcan diferentes situaciones cotidianas en las que sea fundamental el uso de nimeros
enteros positivos y negativos, y diferencien entre nimeros positivos, negativos y el 0. Por otra parte, es
esperable que unos pocos estudiantes tengan problemas de aritmética segun lo aprendido en su nivel,
al no tener completamente internalizados dichos contenidos. Algunas de las preguntas realizadas fueron
las siguientes (Tabla 1):

Tabla 1
Preguntas segun objetivo especifico para los grupos focales de 7° y 8° bdsico

Objetivo especifico Pregunta

Caracterizar los errores que presentan los es- | ® ;Qué es un nimero negativo?

tudiantes al realizar operaciones de nUmeros | o ;Cual es la relacion entre un ndmero positivo y uno negativo?
enteros. . iy . .
e EI 0 es un numero positivo, negativo o ninguno?

e ;Como se suman los nimeros enteros? ;Como se restan?

e ;Como se multiplica y divide con nimeros enteros? Hay al-
gun método que utilicen para estas operaciones?

Establecer una correlacién entre los obsta- | ® ;Conocen ejemplos de la vida cotidiana donde se utilicen los

culos de aprendizaje de los estudiantes y las numeros enteros?
representaciones utilizadas por los textos €s- | o ;Se puede sumar y restar en los ejemplos de la vida cotidia-
colares. na? ;Y qué sucede con la multiplicacion y division?

e ;Su docente utiliza ejemplos de la vida cotidiana para traba-
jar los nimeros enteros?

e Eluso de situaciones cotidianas facilita o dificulta la resolu-
cién de problemas con numeros enteros?

Nota. Elaboracion propia.

Para el andlisis de la informacion recopilada en los grupos focales, se clasificaron las respuestas de los
estudiantes segun si eran obstaculos didacticos, epistemoldgicos o si pertenecian al listado creado por
Glaeser (1983).

Adicionalmente, se realizé una clasificacion y andlisis de textos escolares de Matematicas pertinentes a
los niveles educativos. Para la clasificacion se considerd a los ejercicios y ejemplos propuestos, segun
las representaciones y modelos utilizados. El andlisis de los textos en cuestion se utilizd para justificar o
argumentar en cuanto a los obstaculos observados en el grupo focal, comparando definiciones con los
procedimientos y respuestas obtenidas por parte de los estudiantes.

4.1 Grupos focales

Los grupos focales se realizaron con estudiantes de los niveles 7° y 8° basico. Los grupos 1y 2 corres-
ponden al nivel 7° basico, mientras que los grupos 3 y 4 se conforman de estudiantes de 8° basico. A
cada estudiante se le asignd un codigo “EX”, de tal modo que E1 es el estudiante 1 de ese grupo, y asi
sucesivamente.
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Al preguntarles a los estudiantes de los diversos grupos sobre qué son los nUmeros negativos, las res-
puestas fueron: “un nimero a la izquierda del 0”; “un nimero bajo el 0”; “dibujar una recta numérica para
ubicar el 0 y sefialar que estos son los que se ubican a la izquierda de este” (respuestas de estudiantes
de 7° basico) o “un nimero menor que 0” (respuesta de estudiantes de 8° basico y E5G2 de 7° basico).
En las respuestas se puede apreciar que los estudiantes de 7° basico tienden a percibir los nimeros ne-

gativos en funcién de su posicion relativa con respecto al cero en lugar de su valor numérico.

Los modelos concretos, utilizados comunmente para introducir los nimeros enteros, son de la categoria
de desplazamiento, ya sea mediante el uso de rectas numéricas o situaciones cotidianas, como el nivel
del mar, temperatura, etc. (Cid, 2022). El usar la posicion de los nUmeros basadas en una recta numérica,
vertical u horizontal, con respecto al 0, quien define el centro de esta, es considerada parte de la etapa
inicial del aprendizaje, donde los estudiantes no abstraen del todo el valor de los nimeros y utilizan un
modelo para tener una referencia posicional.

En una etapa inicial de aprendizaje, es habitual utilizar estos modelos de desplazamiento por parte de los
docentes, debido a su facilidad de aprender dada su naturaleza concreta, pero a futuro es necesaria una
transicion a definiciones abstractas para los numeros. Considerando que este problema solo fue iden-
tificado en estudiantes de 7° basico, quienes aun estan en proceso de ensefianza del contenido, no se
considera un obstaculo epistemoldgico, dado que estas definiciones no se evidenciaron en estudiantes
de 8° basico, por 10 que se asumira que no desarrolla permanencia y es una transicion habitual en los
conocimientos, pero que no interrumpe el aprendizaje. Es necesaria una observacion del fenémeno por
parte del docente responsable en caso de que esta definicién no se transforme adecuadamente.

A continuacién, en la tabla 2, se muestra las respuestas de los estudiantes que participaron de esta in-

vestigacion.

Tabla 2
Respuestas de estudiantes de 7° y 8° bdsico sobre adicion y sustraccion de numeros enteros

Pregunta Grupo - Nivel Respuestas
¢Coémo se suman los | Grupo 1 - 7° basico “Sumar negativo con negativo da méas” *
nimeros negativos? | Grupo 2 - 7° basico “Se mantiene el signo del mayor y después se resta” *

Grupo 3 - 8° basico
Grupo 4 - 8° basico

¢Coémo se restan los | Grupo 1 - 7° basico “No se pueden restar, se sumaria porque los dos son signos ne-
ndmeros negativos? gativos, siempre que son del mismo signo se suman. Por ejemplo
(-19) -(-1) = (-20)” (E3G1 y E4G1)

“Si los signos son iguales, se suman” (E5G1)

Grupo 2 - 7° basico “Si el nUmero es menos menos sale un puro menos. Si sale (-3) -
(-2) seria (-3) — 2” (E2G2)

Grupo 3 - 8° basico “No se pueden restar, se suman” (E5G3)
“Al ser de igual signo se suman” (E3G3)
“Se suma y se conserva el signo” (E1G3)

Grupo 4 - 8° basico “Se suman y se acercan al 0, si lo pasa es positivo” (E1G4)

Nota. Elaboracion propia en base a las respuestas de los estudiantes.
Nota *. Las respuestas presentadas son una sintesis de los diferentes comentarios de los entrevistados en todos los grupos.

En las respuestas recibidas, se observa cémo los sujetos informantes dominan el algoritmo para la adi-
cién con numeros enteros, pero enfrentan dificultades con la resta. Para la adicién, los participantes de

78 | Revista Chilena de Educacion Matematica,



OBSTACULOS DE APRENDIZAJE EN LOS NUMEROS ENTEROS: ANALISIS DE LA EJERCITACION DE ESTUDIANTES DE 7° Y 8° BASICO

los distintos cursos coincidieron en sus respuestas. Aunque expresan verbalmente una idea errénea, al
decir que da “mas” se refieren a que el valor absoluto del resultado aumenta en vez de que sea mayor el
numero. No se presentan obstaculos de ningun tipo en la adicion.

Las complicaciones encontradas en la sustraccion ocurrieron en las entrevistas de ambos niveles. En las
entrevistas de 7° basico, ambos grupos presentan un ejemplo de resta, pero operan como si fuera una
adicion, es decir, suman los valores absolutos y mantienen el signo negativo. En el grupo 1 el razona-
miento utilizado fue que si ambos nimeros eran del mismo signo (negativo en este caso), debia sumarse,
mientras que en el grupo 2 el procedimiento utilizado es unir ambos simbolos “-” como si fueran uno solo
y operar después. El algoritmo utilizado al resolver consiste en transformar los simbolos de resta y del
sustraendo en un Unico simbolo, resultando entonces en una resta de nimeros naturales. Entonces, se
puede categorizar los conocimientos sobre resta de nUmeros negativos como obstaculos epistemolégi-
COS a priori.

En el nivel 8° basico, en las evidencias del grupo 3 también surgen respuestas con obstaculos similares
a los observados en el nivel anterior. Esto confirma el hecho de que estos errores se conciben como obs-
taculos, dada su persistencia en el tiempo y resistencia al cambio. La solucién presentada en el grupo
4 explica el procedimiento de la sustraccion de un modo distinto al habitual, pero de manera correcta.
Utilizando un modelo de desplazamiento, en este caso se aplica la adicion tal como en el texto escolar,
cambiando el sustraendo por su inverso aditivo y sumando ambos nimeros, considerando que el resulta-
do puede ser negativo o positivo dependiendo de los valores absolutos.

Para los estudiantes de 8° basico ademas se incluyeron preguntas relacionadas a como resolvian ejerci-
cios de multiplicacion y division con ndmeros enteros, puesto que curricularmente en este nivel se ense-
flan estas operaciones (Tabla 3).

Tabla 3
Respuestas de estudiantes de 8° bdsico sobre multiplicacion y division de numeros enteros

Pregunta Grupo Respuestas
¢;Como se multipli- | Grupo 3 “Se multiplican y si son de igual signo es positivo, si son de dis-
can y dividen los nu- tinto signo son negativos” (E2G3)
meros enteros? “Si son de igual signo se conserva el signo” (E4G3)
Grupo 4 “‘Méas y mas, menos y menos da positivos, en caso de que no
sean iguales es negativo” (E7G4)

Nota. Elaboracion propia en base a las respuestas de los estudiantes.

Los estudiantes de ambos grupos mencionaron el uso de la “regla de los signos” como el método que
utilizan para resolver ejercicios con estas operaciones. Ademas, se destaca el uso de mnemotecnias
basadas en situaciones de la vida cotidiana para recordar el funcionamiento por parte de E6G3, quien
menciona: “el enemigo de mi enemigo es mi amigo”, donde enemigo corresponde a numeros negativos
y amigos a positivos.

A pesar del conocimiento de esta regla, una participante responde con un procedimiento erréneo. La res-
puesta de E4G3 es correcta Unicamente si ambos nimeros son positivos, sin embargo, su respuesta es la
misma utilizada para definir el algoritmo de la adicion. En este escenario se presenta un obstaculo epis-
temoldgico, de acuerdo con las definiciones presentadas por Brousseau (1983), puesto que sus conoci-
mientos sobre la suma interfieren con el aprendizaje de un nuevo conocimiento para otras operaciones.

Las entrevistas finalizaron preguntando sobre los tipos de representaciones utilizados en el aula sobre
los numeros enteros. Los estudiantes de los cuatro grupos respondieron que estan familiarizados con
representaciones relacionadas con el nivel del mar (desplazamiento) y deudas (neutralizacion). Los es-
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tudiantes de 7° basico expresaron que emplear situaciones de la vida cotidiana los ayuda a visualizar de
manera mas efectiva el funcionamiento de las operaciones matematicas, mientras que los estudiantes de
8° basico opinan lo contrario, que los ejercicios con modelos concretos dificultan su trabajo y prefieren
trabajar con representaciones simbdlicas no contextualizadas. Para Bruner, y en palabras de Vidal y Barra
(2019), las representaciones simbdlicas son un modo que “constituye la tercera forma de representacion
a la que se aspira llegar, una vez que se ha propiciado el camino desde lo concreto o enactivo hacia lo
abstracto mediado por lo icénico” (pp. 34-35). Por lo tanto, se considera que las representaciones em-
pleadas en la educacion son transitorias, y en esta situacion los estudiantes cambiaron su preferencia de
lo concreto a lo simbdlico, tal como se esperaba por parte del autor.

4.2 Textos escolares

4.2.1 Texto 7° bdsico Editorial SM (2020)

El texto escolar de Matematicas de la Editorial SM es el documento entregado por parte del Mineduc a
establecimientos educativos municipales y particulares subvencionados. Por ende, este libro es el que
se encuentra mayoritariamente en las aulas escolares a lo largo del pais, atribuyéndose asi la relevancia
necesaria para su andalisis.

Las representaciones que prevalecen en este texto escolar consisten en un 76 % de representaciones
simbdlicas y un 24 % de representaciones concretas. Entre los modelos més utilizados destaca el uso de
situaciones concretas, la operatoria simple y el uso de la recta numérica.

Las actividades de representaciones concretas utilizan fichas bicolor o fichas regulares sobre superficies
bicolor. En la siguiente imagen del texto escolar (Figura 1), se muestra una actividad en donde se realizan
adiciones de numeros enteros utilizando el modelo de neutralizacion. Las cartulinas asignan la positividad
o negatividad de las fichas y la cantidad de estas corresponde al valor numérico.

Figura 1
Actividad de adicion entre numeros enteros con material concreto
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Nota. Obtenida del Texto del estudiante Matermnaticas 7° basico (Quijada et al., 2020, pp. 19-20).

Esta actividad se lleva a cabo al inicio de la unidad y a partir de reglas simples es capaz de presentar los
cuatro posibles casos de suma en enteros. Posteriormente se utiliza una actividad similar para explicar la
sustraccion de enteros, alterando un par de reglas. Considerando que los estudiantes no poseen conoci-
mientos previos sobre los nimeros negativos, el uso de material concreto es recomendable para ensefiar
algoritmos de adicién. Sin embargo, dicha estrategia puede presentar ciertas dificultades.

Los estudiantes no conocen qué es un nimero negativo ni se les proporciona un contexto adecuado al
que se pueda representar con esta actividad. En base a los conocimientos previos que poseen, estos
deben realizar una resta (con la definicion de “quitar algo” en representaciones concretas de numeros
naturales) cuando lo que se esta presentando es una adicion. Esto puede generar contradicciones con
respecto a lo que pueden interpretar de la actividad, por lo que depende de la implementacién docente si
es que se logra generar un conflicto cognitivo favorable o no. Esta situacion permite el desarrollo de obs-
taculos didacticos, dado que se encuentra presente en un texto escolar ministerial como una propuesta
didéactica y no es un problema nativo del aprendizaje del estudiantado.

Posterior a esta actividad, ya se emplean gjercicios y ejemplos contextualizados para el adecuado apren-
dizaje. Una vez que se les ensefia que la adicion no funciona de igual manera que con los nimeros na-
turales, se generaliza el algoritmo para la suma y se presenta ademas una representacion de cada caso,
utilizando la recta numérica (Figura 2).
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Figura 2
Explicacion del algoritmo de la adicion de ndmeros enteros mediante rectas numéricas

Nota. Obtenida del Texto del estudiante Matematicas 7° basico (Quijada et al., 2020, p. 20).

Esta explicacion del texto escolar concuerda con las respuestas obtenidas en los grupos focales. Anali-
zando las respuestas presentadas en la Tabla 3, se observa cémo los participantes de los distintos cursos
coinciden en sus respuestas, sumando los valores absolutos y conservando el signo cuando ambos nu-
meros son negativos. En el caso de sumar nimeros negativos y positivos, restaban los valores absolutos
y mantienen el signo del nimero con mayor valor absoluto.

En la explicacion de la sustraccion de numeros enteros, el texto escolar propone cambiar el minuendo por
Su inverso aditivo y sustituir la operacion por una suma. Ademas, incluye una representacion en la recta
numérica que evidencia el cambio de sentido al realizar la operacion (Figura 3).

Figura 3
Explicacion del algoritmo de la sustraccion de numeros enteros

Nota. Obtenida del Texto del estudiante Matematicas 7° basico (Quijada et al., 2020, p. 23).

Las respuestas obtenidas en la Tabla 2 muestra que los estudiantes utilizan un procedimiento contrario al
propuesto en el texto escolar (Figura 3). Al contrario de sumar al minuendo el inverso aditivo del sustraen-
do, los estudiantes de 7° basico restaban el inverso aditivo, reemplazando los dos signos “-” por un unico
signo “-". Este obstaculo presentado no se puede asociar a l0s textos escolares. Los grupos del nivel 7°
bésico poseen al mismo docente de Matematicas, y dado que los errores son de la misma naturaleza en
ambos grupos, se puede atribuir la causa de este tipo de error al trabajo docente en el aula.
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4.2.2 Textos 8° basico de editoriales Santillana (2021) y SM (2019)

Para 8° basico, el texto escolar de Matematicas distribuido por el Mineduc pertenece a la Editorial Santi-
llana, siendo este el texto prioritario para el analisis. Ademas, se incluye al estudio el libro escolar de SM,
dado que se analizé la version de 7° béasico de dicha editorial.

En las representaciones del texto escolar de la Editorial Santillana (2021), de los ejemplos y ejercicios
propuestos por el documento 87% son representaciones simbdlicas, 13% utilizan representaciones picto-
ricas y no se evidencian representaciones concretas. Dentro de las representaciones simbdlicas, se distri-
buye principalmente en la operatoria. Se destaca el uso de una introduccion inductiva para el aprendizaje
de la multiplicacion en numeros enteros (Figura 4). Por otra parte, el texto escolar de la Editorial SM (2019)
se destaca por el uso de los tres tipos de representaciones, sobresaliendo en cantidad los ejercicios con
representaciones simbolicas de operatoria simple.

Figura 4
Ejemplo de multiplicacion entre ndmeros enteros

Nota. Obtenida del Texto del estudiante Matematicas 8° basico (Torres Jeldes y Caroca Toro, 2021, p. 12).

El ejemplo realiza la multiplicacion considerando el primer factor como la cantidad de veces que se suma
el segundo factor. En caso de que el segundo factor sea negativo, se aplica la conmutatividad de la mul-
tiplicacion, lo cual se transfiere de las propiedades conocidas sobre los nimeros enteros; esto, segun
Zapatera (2021), puede ser causante de algunos obstaculos epistemoldgicos.

El ejemplo de multiplicacion, mostrado en el texto de la Editorial Santillana, considera al primer factor
como aquel valor que define la cantidad de veces que se suma el segundo factor. Se observa en la Figura
4 que, en el ejemplo, el primer factor siempre es positivo, mientras que el segundo toma valores negati-
VOS; en caso de que sea al revés se aplica la propiedad conmutativa de la multiplicacion. Al realizar esto,
el texto transfiere directamente las propiedades conocidas de 10s nimeros naturales a los enteros, sin
una justificacion previa. Segun Zapatera (2021), esta asimilacion de propiedades puede ser causante de
obstaculos epistemoldgicos, puesto que a futuro los estudiantes asumen que todas las reglas, algoritmos
o propiedades se pueden traspasar de un conjunto a otro. Sin embargo, como quien asimila dichas pro-
piedades es el texto escolar, la clasificacion pasa a ser didactica en vez de epistemoldgica.

El segundo problema radica en la utilizacion exclusiva de dos nimeros, uno positivo y el otro negativo, en
un orden especifico al momento de resolver el producto. Este ejemplo ignora el caso de que ambos nume-
ros puedan ser negativos o que el primer factor pueda ser negativo efectivamente. Al ensefiar un método
que no considera un caso, puede crear el pensamiento en el estudiantado de que eso no es posible o
no se puede explicar. Este ejemplo seria un causante de obstaculos didacticos si es que se tratara como
un caso aislado, sin embargo, el texto posteriormente entrega los ejemplos y recursos adecuados para
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evitar dicho problema. Asi, posterior a este ejemplo, el texto utiliza una introduccion inductiva en donde
el estudiante debe analizar y completar la secuencia de multiplicaciones. Al realizar bien la actividad, se
puede llegar a la conclusion de que el producto entre dos factores negativos es posible de realizar y tiene
un valor positivo (Figura 5).

Figura 5
Ejemplo de multiplicacion utilizando el modelo inductivo

Nota. Obtenida del Texto del estudiante Matematicas 8° basico (Torres Jeldes y Caroca Toro, 2021, p. 13).

La actividad pictorica para representar la multiplicacion, y posteriormente la division, entre nimeros ente-
ros consiste en una actividad utilizando fichas bicolor para distinguir nUmeros positivos y negativos. Este
ejemplo puede plantearse tanto de forma concreta como pictdrica (Figura 6).

Figura 6
Ejemplo y actividad sobre multiplicacidn con fichas bicolor

Nota. Obtenida del Texto del estudiante Matematicas 8° basico (Torres Jeldes y Caroca Toro, 2021, p. 14).

Ambas actividades, en las que se utiliza la agrupacion de fichas como representacion, se ven limitadas
debido a ser concretas y no poder mostrar una operacion en la que ambos nimeros operados tengan
valor negativo. Esto muestra que las actividades concretas y pictéricas de este tipo se ven limitadas por
Su propia naturaleza, puesto que no se pueden formar “grupos negativos”, no representando asi todos los
casos posibles de la multiplicacion y division. Al igual que la Figura 4, este tipo de actividades pudiese
desarrollar obstaculos didacticos en los estudiantes, de no ser por los complementos integrados en el
texto escolar.

La propuesta destacada en el texto escolar de la Editorial SM (2019) corresponde a representaciones
pictoricas utilizando tarjetas rectangulares, cuyo valor depende de su posicion, pudiendo ser 1y (-1). La
actividad en cuestion consiste en hacer un arreglo bidimensional, donde los valores absolutos del primer
factor hacen referencia a la altura, y del segundo al ancho (Figura 7).
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Figura 7
Explicacion de la multiplicacion utilizando tarjetas rectangulares

Nota. Obtenida del Texto del estudiante Matematicas 8° basico (Catalan et al., 2019, p. 13).

En esta ocasion, el texto escolar asume multiplicaciones como , mencionando que provienen de la activi-
dad anterior, lo cual en ningun espacio de la actividad se afirma ni corrobora. Ademas, la regla de invertir
las tarjetas al multiplicar por no se sustenta adecuadamente para el estudiante.

Esta actividad puede ser causante de obstaculos didacticos, puesto que se asumen demasiados cono-
cimientos previos, como la definicion de inverso multiplicativo, contexto adecuado que se adapte a lo
realizado en la actividad y la regla de signos para el algoritmo de la multiplicacion. La actividad no ofrece
una justificacion de por qué es que funciona el voltear tarjetas como una multiplicacién por el inverso
multiplicativo de los nimeros enteros, por lo que puede generar vacios en los aprendizajes esperados del
estudiante.
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En el marco tedrico presentado en el documen-
to, se nombran los obstaculos epistemoldgicos
descritos por Glaeser (1983) que surgieron en la
formalizacién de los ndmeros enteros como con-
juntos. De esta lista, no se aprecié ninguno en los
conocimientos de los estudiantes entrevistados;
pero, de acuerdo con los resultados obtenidos, se
observé que existen obstaculos epistemoldgicos
y didécticos al operar con nimeros enteros en la
sustraccion, en la multiplicacion y en la division.
En la resta emergen cuando hay dos signos, apa-
rentemente iguales para los estudiantes, pero que
tienen un significado diferente, dado que uno es
posicional y el otro operacional, provocando que
quieran adaptar esta incongruencia cognitiva a
Sus conocimientos previos sobre la operacion,
uniendo ambos como si fueran un Unico simbolo.
Para la multiplicacion y division, se observa que los
estudiantes, al ver una similitud en el algoritmo de
estas operaciones con el de la adicion, generaliza-
ron los procedimientos de esta Uultima en todas las
situaciones.

Los obstaculos observados consisten en procedi-
mientos erréneos para la resolucion de operacio-
nes aritméticas, incluso llegando a contradecir los
algoritmos utilizados por los textos. Las causas de
los obstaculos presentados en los estudiantes no
se relacionan con ningun tipo de representacion
utilizada en los textos escolares; sin embargo, esto
no quiere decir que los textos escolares estén li-
bres de problemas. En el andlisis de las actividades
presentadas para la enseflanza de nimeros ente-
ros, se logrd evidenciar que en varias propuestas
didacticas se utilizan como base conocimientos
previos que los estudiantes aun no han desarro-
llado para el momento de la unidad en que se pre-
senta el ejemplo; también se realizan actividades
que tan solo logran representar una parte del total
de algoritmos necesarios para la adecuada opera-
cién de numeros, ignorando los casos restantes.
Estos casos pueden ser el origen de obstaculos
didacticos en caso de que se implementen tal cual
se propone en el documento ministerial.

En contraparte, los textos escolares también pre-
sentan diversos tipos de representaciones que
facilitan la comprension de los contenidos a los
estudiantes, como puede ser la recta numérica,
aportando una visualizacion del funcionamiento
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de las operaciones aritméticas. A mayor nivel edu-
cativo, los estudiantes prefieren el uso de repre-
sentaciones y modelos simbdlicos, por lo que se
evita un estancamiento en el modelo concreto, tal
como uno de los obstaculos definidos por Glaeser
(1983).

El campo de estudio es amplio, los resultados pre-
sentados en esta ocasion son representativos de
los cursos de 7° y 8° basico del establecimiento,
pero existen dimensiones del tema que adn no se
detallan y merecen atencion en el futuro. Los obs-
taculos en el aprendizaje de los numeros enteros
poseen una variedad y naturaleza diversa, aque-
llos que se identificaron en los datos recopilados
son tan solo una parte. Al asignarles una posible
causa a estos obstaculos, no se encontro relacion
alguna con las diferentes representaciones en las
que se ensefian los numeros enteros. Este traba-
jo no pretende ser exhaustivo, sino mas bien un
punto de partida para investigaciones futuras que
puedan expandir y enriquecer el conocimiento de
los obstaculos en los nimeros enteros, los cuales
son necesarios considerar para ejercer adecuada-
mente la docencia en la asignatura.
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RESUMEN

Diversos estudios demuestran que la ensefianza de la geometria, a pesar de su importancia, queda des-
plazada en la ensefnanza escolar. Este escrito pretende contribuir en su ensefianza proponiendo, desde la
Teoria de las Situaciones Didacticas, una situacion didéctica para introducir la homotecia vectorial a partir
del trabajo de la homotecia en el plano euclidiano, mediante actividades grupales disefiadas para realizar
dentro y fuera del aula en dos sesiones de clase. Esta secuencia se implementé en un grupo de estudian-
tes de entre 14y 15 afios en un establecimiento educacional de la Region Metropolitana de Chile. Durante
la sesion 1, los estudiantes construyen una homotecia utilizando herramientas métricas para luego ser
desafiados a construirla sin el uso de ellas. Lo anterior manifesto diversas estrategias en los grupos, las
cuales se retoman en la sesion 2 para institucionalizar el conocimiento a partir de las producciones de los
alumnos. Los resultados muestran que la situacion adidactica propuesta permitié a los estudiantes cons-
truir el concepto de homotecia vectorial de manera significativa y contextualizada, con el potencial para
hacer emerger el nuevo saber matematico, a partir de los conocimientos previos de los estudiantes y las
estrategias que surgen al proponerles una situacion desafiante.

Palabras clave:
Homotecia, Teoria de las Situaciones Didacticas, Educacion,
Geometria.

ABSTRACT

Several studies have shown that the teaching of geometry, despite its importance, has been neglected
in school education. This paper aims to contribute to its teaching, proposing from the Theory of Didactic
Situations, a didactic situation to introduce vectorial homothecy from the work of homothecy in the Eucli-
dean plane through group activities designed to be carried out both inside and outside the classroom in
two class sessions. The research was conducted with second-year high school students in a private sub-
sidized Santiago school. During session 1, the students constructed a homothety using metric tools and
were challenged to construct it without using it. The above manifested diverse strategies in the groups,
which are retaken in session 2 to institutionalize knowledge from the students' productions. The results of
the research show that the proposed didactic situation allowed the students to construct the concept of
vectorial homothecy in a meaningful and contextualized way with the potential to make the new mathema-
tical knowledge emerge based on the student's previous knowledge and the strategies that arise when a
challenging situation is proposed to them.xt
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Segun la Organizacion para la Cooperacion y el
Desarrollo Econémico (OCDE, 2017), el entendi-
miento de los contenidos matematicos es impor-
tante para los ciudadanos del mundo moderno,
puesto que las estructuras matematicas se han
desarrollado como un medio para comprender e
interpretar fendmenos naturales y sociales. Parti-
cularmente, la geometria es una rama de la ma-
tematica que estudia los espacios, las figuras y
cuerpos geométricos, junto con sus propiedades
y relaciones. Sin embargo, es preocupante notar
como el foco en su ensefianza ha sido “entregar
un glosario geométrico ilustrado sobre las figuras
o relaciones geométricas con dibujos, nombres y
definicion” (Garcia y Lopez, 2008, p. 27), ademas
de recaer en la algebrizacion de esta (Goémez y
Andrade-Molina, 2022).

Segun la OCDE (2017), la geometria es una base
fundamental del espacio y la forma, lo cual incluye
una amplia gama de fenébmenos que se encuentran
en todas partes de nuestro mundo visual vy fisico:
patrones, propiedades de los objetos, posiciones y
direcciones, representaciones de los objetos, des-
codificacion y codificacion de informacion visual,
y navegacion e interaccion dinamica con formas
reales. Por tanto, su importancia radica en desa-
rrollar el pensamiento geométrico y potenciar la
capacidad espacial que permita a los estudiantes
comprender matematicamente el espacio y sus
formas, fomentando la visualizaciéon y el transito
entre lo bidimensional y tridimensional (Gémez y
Andrade-Molina, 2022), y asi tener una mirada cri-
tica y reflexiva sobre el entorno.

En cuanto a esta rama de la matematica, Barrantes
y Zapata (2008) sefialan que, en la ensefianza y
aprendizaje de la geometria, se fuerzan los tiem-
pos de la conceptualizacion y se introducen muy
pronto los conceptos abstractos obviando la reali-
zacion de actividades concretas como consecuen-
cia de esa utilizacion temprana de la nomenclatura
definitiva. Esta construccion conceptual a partir de
las definiciones produce la incapacidad del alum-
no de resolver situaciones cotidianas, puesto que
es la mera definicion la que se activa en la mente
del alumno y la que domina el proceso. En lugar
de ello, los autores sugieren construir el esquema
conceptual a partir de la experiencia del alumno,
desde situaciones variadas y sin necesidad de re-

currir en un principio a la definicion, por ejemplo,
vinculando la geometria con el arte, aumentando
el numero de actividades de laboratorio en las que
los conceptos y propiedades de las figuras geomé-
tricas se manipulen, o realizando investigaciones y
proyectos de estudios de las figuras geométricas.

Del mismo modo, Gamboa y Ballestero (2009)
mencionan que para aprender geometria el estu-
diante debe comprender las relaciones, caracte-
risticas y propiedades de los objetos sin importar
la representacion que se haga de ellas. “No se
puede seguir ensefiando geometria como un pro-
ducto acabado, suprimiendo todo el proceso de
construccion de dicho conocimiento y aislandola
del mundo o de las otras areas de las matemati-
cas” (Gamboa y Ballestero, 2009, p. 113). Asi, es
necesario que el aprendiz tome un papel activo
en su aprendizaje y se le exija un poco mas que
ser un receptor de informaciéon, dando espacio a
la discusion, la experimentacion, la investigacion,
el ensayo y el error, aprovechando este como una
herramienta para el aprendizaje y parte del queha-
cer matematico en la busqueda del conocimiento.

Un estudio reciente, realizado por Gémez y Andra-
de-Molina (2022), sefiala que uno de los principa-
les problemas que se manifiesta en la ensefianza
de la geometria es la simplificacion a lo aritmético.
Particularmente, el articulo habla acerca de las
discordancias del curriculo escolar con respecto
a la homotecia, donde se espera que los estudian-
tes muestren una comprension del concepto (Mi-
nisterio de Educacién [Mineduc], 2015). Sin em-
bargo, las autoras consideran que las actividades
propuestas en el Texto del Estudiante no permiten
percibir la homotecia como una transformacion
geométrica, sino que simplifica su estudio al cal-
culo de la razdén de homotecia basandose en la
proporcionalidad, es decir, aritmetizando el conte-
nido, lo que conlleva a la pérdida de su profundi-
dad epistemoldgica.

Quiroga et al. (2022) estudian el razonamiento
geométrico que emplean los estudiantes al desa-
rrollar la unidad de homotecia, donde evidencia-
ron que la mayoria de ellos no logré6 comprender ni
aplicar el concepto de homotecia en su totalidad,
ni tampoco logré cumplir con una argumentacion
matematica adecuada. Dentro de sus hallazgos,
exponen que mas de la mitad de los estudiantes
alcanzan solamente el nivel 1 de razonamiento
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geomeétrico, caracterizado por el uso inadecuado
de lenguaje matematico, la poca flexibilizacién
para resolver problemas o ejercicios en distintos
contextos y la no aplicacion de procedimientos 16-
gicos.

Por su parte, Hoyos (2006) realiza un estudio ex-
ploratorio que aporta datos empiricos acerca de la
influencia del uso de tecnologias (Cabri Il Plus) y el
pantégrafo en el aprendizaje y la comprension de
las propiedades basicas de las transformaciones
geomeétricas, siendo una de ellas la homotecia. La
autora menciona que es probable que el uso de
estos artefactos haya satisfecho funciones com-
plementarias en el desarrollo del aprendizaje del
contenido, ya que en las producciones de los es-
tudiantes se muestran inicialmente intuiciones en
las descripciones, para luego avanzar hacia una
objetivacion matematica que quedd expresada
€n un uso mas preciso de los términos. Ademas,
se destaca la utilizacion de materiales concretos
(herramientas comunes o artefactos culturales y
materiales educativos o manipulables) en el aula
como herramienta para desarrollar habilidades
cientificas tanto en nifios como en nifias, para sen-
tar una base que permita desarrollar el discurso
matematico en el aula y para que surjan significa-
dos matematicos adecuados al tépico en cuestion.

En otro estudio reportado recientemente por Labra
y Vanegas (2022), los autores exponen su preocu-
pacion en relacion con los bajos niveles en el de-
sarrollo de procesos de razonamiento geométrico
en los estudiantes, conjeturando que lo anterior es
causado, en gran medida, “porque se ha privile-
giado la memorizacion de formulas, definiciones,
teoremas y propiedades apoyadas en construc-
ciones mecanicas y descontextualizadas” (Labra
y Vanegas, 2022, p. 95). Para hacer frente a esta
problematica, proponen hacer uso de recursos di-
gitales y manipulativos, particularmente del panto-
grafo, la camara oscura y GeoGebra, para estudiar
el concepto de homotecia. De la investigacion, se
concluye que el uso de estos recursos ayudo a
iniciar el razonamiento visual en los estudiantes,
llevandolos, posteriormente, a explorar, formular,
conjeturar y argumentar las propiedades implicitas
del concepto, acciones que son fundamentales
para desarrollar el razonamiento geométrico (La-
bra y Vanegas, 2022).
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El panorama presentado con anterioridad mani-
fiesta la urgente necesidad de hacer presente en
el sistema de educacion formal los procesos impli-
citos de construccion y razonamiento del conoci-
miento, los cuales son dejados en segundo plano
al presentar los contenidos como un producto aca-
bado de la actividad matematica (Gamboa y Ba-
llestero, 2009). En particular, este modelo de edu-
cacion tradicional en Chile ha demostrado no ser
satisfactorio en cuanto a los estandares nacionales
e internacionales con respecto al nivel que deben
alcanzar los estudiantes sobre el aprendizaje de la
geometria (Quiroga et al., 2022). Lo anterior se evi-
dencia en los resultados de evaluaciones estanda-
rizadas como TIMSS 2019, donde Chile se sitla en
la categoria mas baja con respecto al rendimiento
de los estudiantes de octavo basico en el dominio
geométrico, siendo significativamente menor al re-
sultado de afios anteriores (Agencia de Calidad de
la Educacion, 2020).

Ademaés de ello, es importante mencionar las pro-
blematicas existentes dentro de los centros edu-
cativos para abarcar la amplitud de los contenidos
que exige el curriculo. Frente a este escenario, 10s
docentes se ven en la obligacion de reparar y rever-
tir este escenario, priorizando ciertos contenidos
donde, en particular, la ensefianza de la geometria
se ve desplazada en la mayoria de los casos, pues
es postergada a final de afo, o simplemente no
se aborda (Gamboa y Ballestero, 2009; Gémez y
Andrade-Molina, 2022; Hoyos, 2006).

Por tanto, y poniendo como base de este trabajo la
importancia de la ensefianza de la geometria, su
abordaje en la escuela y la construccién del cono-
cimiento fomentando la autonomia y razonamiento
del alumnado, el objetivo de esta investigacion es
proponer una secuencia didactica sustentada en
los principios de la Teoria de las Situaciones Di-
dacticas (TSD), para transitar de la homotecia en el
plano euclidiano a la homotecia vectorial.
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3.1 Dimension historica

En la primera parte de los Elementos de Euclides
se afirma que dos figuras situadas en el mismo
plano son iguales si y solo si es posible hacer que
una figura coincida con la otra por medio de trasla-
ciones, rotaciones y reflexiones en rectas. Por con-
siguiente, en dicha primera parte de los Elementos
se estudian aquellas propiedades de las figuras de
un plano que son invariantes respecto a las llama-
das isometrias del plano (Luna y Alvarez, 2005).

Por su parte, la geometria proyectiva plana es el
estudio de aquellas propiedades de las figuras de
un plano que permanecen invariantes cuando di-
chas figuras son sometidas a las transformaciones
proyectivas, siendo una transformacion de esta
naturaleza una composicion de perspectividades;
por consiguiente, el conjunto de todas las trans-
formaciones proyectivas constituye un grupo de
transformaciones. Por lo tanto, la geometria pro-
yectiva plana se puede describir como la teoria de
las invariantes de este grupo particular de transfor-
maciones, donde podemos encontrar la colineali-
dad de puntos y la concurrencia de rectas entre
ellas (Luna y Alvarez, 2005).

Esta rama de la geometria tiene sus inicios en el
arte pictérico desarrollado durante la época re-
nacentista (siglo XV y XVI), donde uno de los pre-
cursores en aplicar la perspectiva geométrica en
sus dibujos fue Filippo Brunelleschi (1377-1446),
arquitecto y escultor de la época, quien aplico téc-
nicas como dibujar rectas proyectantes y puntos
de fuga para plasmar de manera tridimensional las
futuras construcciones y proyectos en mente. Mas
adelante, Masaccio destaca por ser el primer pin-
tor en aplicar la perspectiva geométrica en su obra
conocida como “Trinidad”, donde experimenta sis-
temas en las que las ortogonales convergian en un
punto central Unico (Corredor y Londofio-Ramos,
2019). De este modo, empieza a cobrar fuerza la
relacion entre el arte y la geometria, considerando
a la perspectiva como una técnica artistica para
estudiar las relaciones entre tamafio y distancia
segun una posicion relativa del observador, donde
surge la necesidad de profundizar en el estudio de
la perspectiva geométrica desde la matemética.

Sin embargo, prontamente comenzaron las dispu-
tasy polémicas por parte de los artistas defensores

de la utilizaciéon de métodos y tecnicismos mate-
maticos y aquellos que no lo veian necesario para
expresar sus ideas (Luna y Alvarez, 2005). Habia
quienes consideraban que, ademas de ser tedioso
y complejo el manejo de la matemaética, tanto tec-
nicismo alejaba el arte del verdadero camino, pues
el pintor y su fuerza expresiva no debian depender
de reglas geométricas.

Asi, la matematica comienza a dominar la pers-
pectiva direccionandose a la formalizacién de lo
que hoy conocemos como geometria proyectiva.
En 1639 circuld entre los entendidos un proyecto
en borrador firmado por Gerard Desargues, en el
que se ensayaba presentar la perspectiva como
un medio para hacer geometria. Por entonces,
solo Pascal pudo hacer una contribuciéon mas, al
enunciar, en 1640, el teorema del hexagrama mis-
tico. No obstante, ambos trabajos tuvieron poca
aceptacion durante la época. No fue hasta cerca
del 1800 que vuelven a renacer estas ideas por la
aparicion de la Géometrie descriptive de Gaspard
Monge en 1795 y del Traité des proprietés projecti-
ves de figures de Jean Victor Poncelet, quien se le
atribuye la resurreccion de la geometria proyectiva
(Luna y Alvarez, 2005), donde uno de sus precia-
dos aportes fue el de la invarianza de la razén do-
ble, en la cual encontré el argumento para explicar
como las coénicas en proyeccion y seccion dan
objeto a otras conicas, abriendo nuevas lineas de
investigacion.
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3.2 Dimension epistemoldgica

Las homotecias son una familia importante de aplicaciones afines, pues contienen esencialmente el con-
cepto de semejanza de figuras. Se definen, segun Ivo rra (s. f), como sigue:

Sea E un espacio afin sobre un cuerpo K.

La homotecia de centro 0 € E y razén k € K* = K\ {0} es la aplicacion H(O,k) € GA(E)
dada por

H(0,k)(P) = O + kOP
Llamaremos H(0O, E) al grupo de todas las homotecias de centro O en E. Dos conjuntos
son homotéticos (mismo aspecto) si uno es la imagen del otro por una homotecia.

Las homotecias se pueden caracterizar por sus aplicaciones lineales asociadas.
Llamaremos homotecia lineal de razon k € K* en un espacio vectorial V sobre un cuerpo
K a la aplicacién dada por f(v) = kv, o bien H(¥) = k(¥) + (a,b), donde (a, b) es el centro
de homotecia.

Una definicion més sencilla, que incluso se acerca a la trabajada en el nivel escolar, es
otorgada por Chuaqui y Riera (2011), como sigue:
Sea 0 un punto en el plano y k un ndmero real. Se llama homotecia de centro 0 y razén

k a la transformacion h(0, k) que lleva cada punto P a un puntc P’ tal que OP' = kOP. Una
homotecia lleva un punto P a un punto P’ en la misma linea recta por 0. Las rectas por O

van a si mismas, y la homotecia inversa es h™! (0,k) = h(0,k™1).

La secuencia didactica que se propone en este
escrito se sustenta en los principios de la Teoria
de las Situaciones Didacticas (TSD) formulada
por Grey Brousseau (2007), quien postula que “el
alumno aprende adaptandose a un medio que es
factor de contradicciones, dificultades y desequi-
librios (...). Este saber, fruto de la adaptacion del
alumno, se manifiesta por medio de nuevas res-
puestas, que son la marca del aprendizaje” (p.
39). De este modo, el estudiante interactia con
el medio a partir de una problematica, lo cual se
conceptualiza desde la teoria como una “situacion
adidactica”, que modeliza una actividad de pro-
duccion de conocimiento por parte del alumno, de
manera independiente de la mediacion docente,
que lo lleva a poner en juego sus propios conoci-
mientos, pero también a modificarlos, rechazarlos
0 producir otros nuevos a partir de las interpreta-
ciones que hace sobre los resultados de sus ac-
ciones (Sadovsky, 2005).

Segun la TSD, es posible identificar cuatro fases
dentro de una situacion didéactica, donde las pri-
meras tres se asocian a la situacion adidactica,
las cuales se definen a continuacion. En la fase
de accioén el estudiante interactia con el medio,
experimentando, haciendo y descubriendo vy, a
su vez, el medio le aporta informaciones y retrac-
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ciones en retorno a sus acciones (Santos, 2023).
En la fase de formulacion el medio fuerza al es-
tudiante a compartir informaciones y experiencias
COoNn una o varias personas, e€s decir, intercambia
un mensaje comunicando las acciones y explici-
tando por si mismo el modelo implicito sobre ellas
(Santos, 2023). En la fase de validacion el alumno
emisor ya no es un informante, sino un proponente,
y el receptor, un oponente (Brousseau, 2007). El
estudiante debe elaborar pruebas intelectuales y
defender sus acciones (Santos, 2023), donde su
responsabilidad es validar o probar sus afirmacio-
nes, las cuales seran sometidas a juicio por un in-
terlocutor.

La formalizacién del conocimiento matematico se
denomina proceso de institucionalizacion. Segun
Brousseau (1986), en este proceso el maestro “de-
fine las relaciones que pueden tener los compor-
tamientos o las producciones ‘libres’ del alumno
con el saber cultural o cientifico y con el proyecto
didactico: da lectura de esas actividades y les da
un estatuto” (p.37). Lo anterior manifiesta que la
responsabilidad de cambiar el estado del saber
recae en el profesor, sin embargo, Santos (2023)
explica que este proceso implica mas bien una co-
laboracion entre profesor y estudiantes, es decir,
no se reduce a “una fase del trabajo de clase en la
que el profesor expone el saber, si lo que se busca
es una construccion con sentido” (p. 636).
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Para llevar a cabo este estudio de corte cualitativo,
se disefid una propuesta didactica que consta de
dos sesiones de clase de dos horas pedagdgicas,
o bien, una hora y media cronolégica cada una,
la cual fue aplicada en un establecimiento educa-
cional de la Region Metropolitana de Chile, en un
curso mixto de 40 estudiantes de segundo afio de
ensefianza media. En ambas sesiones se realiza-
ron grabaciones de audio de las intervenciones de
los estudiantes, ademas de responder en cada se-
sién un cuestionario abierto que da cuenta de sus
producciones, las cuales seran analizadas poste-
riormente.

5.1 Propuesta did4ctica

La propuesta didéctica se divide en dos sesiones
de clase, donde se plantea una situacion adidac-
tica desde la TSD, que permita direccionar el tran-
sito de la homotecia en el plano euclideo hacia la
homotecia en el plano cartesiano, revisada en for-
ma vectorial. Los contenidos previos necesarios se
presentan en el Anexo A.

5.1.1 Sesion 1
a. Previo al inicio de la situacion adidactica

Se desarrolla una actividad de construccion de
homotecias utilizando material concreto (cinta de
enmascarar, cartulinas, lana, tijeras y cinta métri-
ca de, minimo, 3 metros) en el patio del estable-
cimiento. Los estudiantes se relnen en grupos de
dos o tres personas, y a partir de una figura, centro
y razén de homotecia dada, deben construir en
el piso la homotecia solicitada, midiendo los seg-
mentos con una cinta métrica y registrando tales
anotaciones en una gufa de trabajo (Anexo B). Los
materiales e instrucciones de la actividad se pre-
sentan en el Anexo C.

Durante el momento de la construccion, la pareja o
grupo de estudiantes interacttia con el medio, cen-
trandose en el hacer. Una vez que los estudiantes
han terminado de construir la homotecia en el piso
con los materiales solicitados, la docente propone
dos actividades, una después de la otra, las cuales
se detallaran a continuacion, marcando el inicio de
la situacion adidactica.

b. Situacion adidactica

ACTIVIDAD 1: Supongan que se les encomienda
realizar la misma tarea, pero esta vez se les desafia
a construir la homotecia sin hacer uso de una cinta
métrica. ¢Sera posible realizarlo? Si creen que es
posible, expliqguen cémo lo realizarian, en caso de
no ser posible, justifiqguen el porqué. Sean lo mas
detallistas posible.

Con ello, la profesora ha propuesto una situacion
problematica que “fuerza” al estudiante a poner en
juego sus conocimientos, y que le lleva a ejecu-
tar acciones sobre el medio, con tal de organizar
las diversas estrategias que emerjan y le ayude a,
posteriormente, tomar una decision. Se movilizan
nuevos conocimientos a partir de sus acciones, y
el medio les retroalimentara en pos de encontrar la
estrategia 6ptima.

Al ser una actividad grupal, naturalmente surgen
los dialogos y la comunicacion entre los estudian-
tes, ya sea cooperantes u oponentes. Lo anterior
exige al alumno a usar una formulacion que debe
involucrar a otro sujeto para comunicarle una infor-
macion (Brousseau, 2007), donde debe plantear y
verbalizar las estrategias o hipoétesis de resolucion
formuladas por cada grupo, es decir, se explicitan
las acciones a través de un cédigo linguistico. En
suma, se trata de una ultima actividad que permi-
tira a los alumnos explicitar el modelo implicito de
sus acciones (Santos, 2023), y que sera la que se
muestra a continuacion:
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ACTIVIDAD 2: Sin hacer uso de la regla, construye una homotecia de razén 2. Expliguen como lo hicieron
y la estrategia que utilizaron.

Con ello, se espera que se consolide la eleccion de la estrategia o modelo creado por los estudiantes para
resolver la situacion, ademas de servir como recurso para la proxima sesion.

5.1.2 Sesion 2

En la sesion siguiente, primero se vuelven a tratar los puntos importantes de la clase anterior, haciendo
una sintesis de las actividades realizadas y retomando el problema planteado, para efectuar las situa-
ciones de validacion e institucionalizacion. Luego, se pide a los estudiantes juntarse en parejas y se les
proporciona un material impreso con algunas de las respuestas y estrategias de resolucion planteadas
por los grupos en las actividades 1y 2 de la sesién anterior, entregando la siguiente instruccion:

Ahora que conocen las estrategias de estos grupos, se pondran en la posiciéon de la profesora. Deberan
evaluar lo que hizo cada grupo y entregar retroalimentacion, es decir, otorgar sugerencias o correcciones
segun estimen necesario. Pueden guiarse con estas preguntas:

e ,Lafigura homotética quedd bien construida? ;Por qué?

e Cual estrategia me parece la mas adecuada para construir una homotecia sin usar un instrumento
de medir? ;Por qué?

Segun Brousseau (2007), la accion y formulacion conllevan a procesos de correccién, para asegurar la
pertinencia, adecuacion o conveniencia de los conocimientos movilizados. Apoyado en lo anterior, esta
instancia se propone para que los estudiantes prueben tal conocimiento que ha emergido desde sus
producciones. El proceso en el cual se realiza esta comprobacion o rechazo del conocimiento es la valida-
cion, el cual le corresponde directamente al estudiante, puesto que debe defender una postura con prue-
bas intelectuales que tengan un sustento sélido, para intentar convencer a otro estudiante (Santos, 2023).

Para culminar, la docente “tomara en cuenta oficialmente el objeto de conocimiento por parte del alumno”
(Brousseau, 2007, p. 98) con el fin de transformar este saber personal en un saber cultural o saber de
referencia. Segun Santos (2023), la institucionalizacion debe implicar una colaboracién entre profesor y
estudiantes, y no puede reducirse a una fase del trabajo de clase en la que el profesor expone el saber,
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sino que se busca una construccion con sentido,
sustentado en el trabajo de los alumnos. Este sa-
ber de referencia que se presentara es la “homote-
cia vectorial”, la cual se propone como objetivo de
aprendizaje en primer afio de enseflanza media.

Dado que el objetivo de este trabajo es proponer
una situacion de aprendizaje adidéactica, funda-
mentada en la TSD, que permita transitar desde
la homotecia en el plano euclidiano a la homote-
cia vectorial, es que esta seccion se enfocara en
exponer y analizar los resultados de las sesiones
1y 2, correspondientes a la situacion adidactica,
dado que la parte previa consiste en la revision de
los contenidos necesarios para realizar el transito,
pero no se detallan en profundidad las actividades
realizadas al no ser relevantes para efectos de este
escrito. Nuestro interés es identificar las situacio-
nes de accion, formulacion y validacion llevadas a
cabo por los alumnos, y aquellas es posible encon-
trarlas en las sesiones 1y 2, tal como se explicé y
fundamenté en el apartado anterior.

Por temas de extensién de este escrito, se con-
sideran solamente los dialogos de la sesion 1 de
seis de los diez grupos. En el Anexo D se encuen-
tra la transcripcion de la grabacion de audio de las
partes que son de interés para realizar el andlisis,
omitiendo aquellos didlogos que no tienen mayor
relevancia.

6.1 Sesion 1

Frente a la problematica, los estudiantes interac-
tian con el medio y exploran en la busqueda de
estrategias de resolucion al problema. De los diez
grupos, a siete se les observa utilizando objetos
concretos para aproximar la medida de las distan-
cias del centro de homotecia a los vértices, tales
como: lapiz, cuaderno, brazos, manos y pies; es
decir, utilizan unidades de medida no estandariza-
das en reemplazo de la cinta métrica, lo que se tra-
duce en una fase de accién segun la TSD, puesto
que “expresan sus elecciones y sus decisiones sin
ningun codigo linguistico, por medio de acciones
sobre el medio” (Brousseau, 1986, p. 41).

Posterior a ello, se observa a los estudiantes inter-
cambiar informaciones que conllevan a asimilacio-

nesy contradicciones; yano solo ejecutan acciones
sobre el medio, sino que explicitan el conocimien-
to emergente. Lo anterior se observa, por ejemplo,
cuando un estudiante del grupo B, en medio de
una discusion, interviene diciendo que se puede
“inventar un digito”, refiriéndose a la invencién de
una unidad de medida no estandarizada, lo cual se
entiende como una formulacion desde la TSD; este
grupo propone el uso de los dedos como una posi-
ble medida a utilizar (Grupo B). Lo anterior resulta
interesante, puesto que los estudiantes han recu-
rrido a sus conocimientos previos de ensefianza
basica para resolver la tarea propuesta, ya que en
los cursos de segundo y tercero basico el concep-
to de medir se realiza a partir de objetos concretos
y la comparacion a partir de ella, para mas tarde
introducir las medidas estandares.

Ademaés, nueve de los diez grupos proponen el
uso de los “cuadros” como posible estrategia de
resolucioén, sin embargo, llama la atencion que, de
este grupo, ocho de ellos tendia a fijarse en la com-
ponente vertical u horizontal, y solamente un grupo
(F) logré integrar ambas durante la formulacion.
Este grupo manifiesta el proceso de formular se-
gun la TSD cuando se entregan instrucciones unos
a otros para probar su estrategia, esperando que
el medio (homotecia construida) o retroalimente al
verificar si el conocimiento emergente “funciona”
0 no. A continuacion, se muestran algunas de las
respuestas otorgadas por los grupos (Figuras 1y
2), que se interpretan como la consolidacion de la
fase de formulacion de la sesion 1, en respuesta a
la actividad 1.
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Figura 1
Respuesta otorgada por el grupo B.

Figura 2
Respuesta otorgada por el grupo A.

Asimismo, las Unicas estrategias que surgieron para dar solucion al problema planteado esta sesion son:
“usar los dedos” y “contar los cuadros”, las cuales denominaremos Estrategia A y B, respectivamente.
Estas se consolidan en la actividad 2 propuesta durante la sesién 1, donde las producciones de los estu-
diantes son las siguientes (Figura 3):

Figura 3
Estrategias A y B producidas por los estudiantes, respectivamente.

Noétese que en la estrategia A el grupo cuenta la cantidad dedos, y las explicita al final de la hoja, a di-
ferencia del grupo B, que solo muestra tres multiplicaciones efectuadas en la esquina superior derecha,
todas ellas por dos, al utilizar esa razon de homotecia. Sin embargo, no explicita si aquellos numeros son
los cuadros contados de manera vertical u horizontal.

Estas dos estrategias que han emergido son las que se utilizaran para llevar a cabo la segunda sesion de
la secuencia didactica.
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6.2 Sesion 2

Luego de la recapitulacion, a los estudiantes se les entrega un material impreso con las dos estrategias
consideradas (Anexo E). Se observa a cada pareja discutiendo sobre qué estrategia es mas correcta, e
incluso algunas utilizan la regla para comprobar las construcciones presentadas en busqueda de otorgar
un veredicto mas acertado. Dos grupos manifestaron no entender qué era “medir con los dedos”, apelan-
do a que no se entendia qué dedos estaban utilizando, y que tampoco se consideraba la medida de cada
dedo, pensamiento que estaba fuertemente arraigado al concepto de medir, pero a partir de una medida
estandarizada como los centimetros o metros.

Algunas respuestas son las siguientes (Figuras 4 a 8):

Figura 4
Respuesta otorgada por la pareja 1 en la sesidn 2.

Figura 5
Respuesta otorgada por la pareja 2 en la sesidn 2.

Figura 6
Respuesta otorgada por la pareja 3 en la sesidn 2.
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Figura 7
Respuesta otorgada por la pareja 4 en la sesion 2.

Figura 8
Respuesta otorgada por la pareja 3 en la sesion 2.

De un total de 16 parejas, solamente se exponen las respuestas de cinco de ellas, debido a que sola-
mente un grupo se inclina por la estrategia A, trece se inclinan por la estrategia B, utilizando argumentos
similares, y dos grupos no responden la actividad.

Los estudiantes validan las estrategias y emiten juicios acerca de las dos estrategias presentadas, ape-
lando a la inexactitud y la variabilidad del uso de los dedos para construir una homotecia, inclinandose
por la estrategia A, porque “todos los cuadros miden lo mismo”, lo cual se considera como un argumento
so6lido considerando el nivel de los estudiantes, demostrando que comprenden el concepto de homotecia
y la construccion del mismo. Ahora bien, fue necesario hacer devoluciones de preguntas a las parejas
para que explicasen cémo era el conteo de los cuadrados, de modo que llegaran a identificar las dos
componentes, y solo uno de los grupos logré integrarlas sin una intervenciéon de la docente guia. Estas
devoluciones se enfocaron en la interpretacion de los nimeros presentes en el desarrollo de la estrate-
gia B, donde claramente identificaron que el dos correspondia a la razén de homotecia. Para interpretar
el otro numero, primero tendian a contar en diagonal, pero se daban cuenta de que ese conteo no era
exacto, para luego llegar a contar, mayoritariamente, de modo horizontal, haciendo en algunos casos la
comprobacion de la componente vertical por “tanteo”.

A partir de lo anterior, la docente toma el saber movilizado por los estudiantes y desde alli realiza la ins-
titucionalizacion del saber de referencia, iniciando desde la nocién de vector en el conteo horizontal y
vertical de los cuadros hasta llegar a la construccion de una homotecia en el plano cartesiano, tal como
lo expone Santos (2023): “El saber deberia aparecer como resultado de acuerdos de la clase sobre los
conocimientos personales de los estudiantes, sus formas de enunciacion o formulacion y sobre la validez
de esos conocimientos y formulaciones” (p. 363).
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Como bien se ha expuesto, la TSD postula que
los estudiantes aprenden adaptandose a un me-
dio que presenta dificultades y discrepancias en
su pensar. En consecuencia, para que ocurra el
aprendizaje se debe presentar al estudiante una
problematica que lo lleve a poner en juego sus co-
nocimientos. En nuestro caso, esta consistia en la
construccion de una homotecia sin hacer uso de
un instrumento para medir. Asi, durante la situacion
de aprendizaje, la docente actia como un guia, y
no otorga respuestas inmediatas a los estudiantes,
sino que responde a las preguntas con cuestio-
namientos explicitos e implicitos que le permitan
volver al problema y repensarlo, promoviendo la
busqueda de nuevas estrategias de resolucion
(devolucion). Este panorama presentado muestra
con claridad la esencia de la teoria desarrollada
por Brousseau (2007) en Francia, lo cual nos lle-
va a reflexionar sobre las discrepancias existentes
entre el contexto chileno y el francés. La gran can-
tidad de estudiantes por sala, los problemas disci-
plinares y la baja motivacion entorpecen el desa-
rrollo de la situacién adidéctica, puesto que, segun
la teoria, son los estudiantes los responsables de
llevar a cabo esta parte, sin embargo, al no tener
una instruccion mecanizada que replicar (como
suele ser), se desligan del problema y esperan que
el profesor/a lo resuelva para luego replicarlo. Esto
ultimo escapa totalmente de los fundamentos de la
TSD, pues es el docente quien expone los saberes
de manera descontextualizada y poco significativa
para los alumnos, en vez de construir el saber en
colaboracion.

Lo anterior ya ha sido reportado por Espinoza y
Campillay (2011), quienes exponen las diferencias
socioculturales significativas en un contexto fran-
cés y chileno. Identifican en los estudiantes chile-
nos un constante rechazo a situaciones de desafio
y una resistencia a los cambios en la estructura de
la clase de Mateméticas. Es por ello que es ne-
cesario reconocer el bagaje cultural de las y los
estudiantes, y considerar la tradicion de ensenan-
za que caracteriza a nuestro quehacer docente,
donde la instruccion dentro de la clase suele estar
condicionada netamente por el profesor/a, y son
los estudiantes los que acatan y siguen las acti-
vidades propuestas, quienes se acostumbran a
recibir de sus profesores las instrucciones de un

trabajo perfectamente realizadas y muchas veces
no buscan las soluciones por si mismos. Por ende,
es necesario desarrollar un trabajo que apunte
y considere las realidades latinoamericanas, es
decir, “construir la investigacion para Latinoamé-
rica desde Latinoamérica” (Espinoza y Campillay,
2011, p. 887).

Aun asi, el presente trabajo de innovacion preten-
de, dentro de lo posible, llevar al estudiante a un
nivel superior en la busqueda y creacion de so-
luciones, fomentando el surgimiento de los sabe-
res matematicos propuestos en el curriculo, pero
esta vez a partir de las mentes de los estudiantes,
y apuntar hacia la resoluciéon de problemas, ¢no
es ese el fin de la mateméatica y su enseflanza? En
nuestro caso, la actividad tiene el potencial para
hacer emerger el nuevo saber matematico en jue-
go, puesto que los alumnos hicieron suyo el pro-
blema, integrando saberes anteriores y culturales a
un elemento intelectual de mayor interés que otros
que puedan haber visto en clases, lo que permite
que adquieran un conocimiento importante para el
curriculo matematico del nivel. Ademas, como Ob-
jetivo Transversal, permite que comprendan que
la matematica puede resolverse con instrumentos
comunes como |0s expuestos en los anexos, y po-
tencia el trabajo colaborativo, la comunicacion y la
argumentacion, habilidades que se consideran ne-
cesarias para el siglo XXI, y que deben trabajarse
a la par con los conocimientos y saberes matema-
ticos.

Podemos decir que, dentro de las posibles mejo-
ras para afinar la secuencia, se puede implemen-
tar la plataforma de GeoGebra para potenciar el
uso de las TIC, habilidad transversal que se pro-
pone dentro del curriculo chileno para apuntar al
desarrollo integral de los estudiantes. El uso de
esta plataforma puede efectuarse al término de la
secuencia didactica, para terminar de consolidar
los conocimientos alcanzados, considerando que
el software ayuda a integrar de manera dinamica
los contenidos, facilitando los calculos y, en este
caso particular, la visualizacion de las transforma-
ciones geométricas, ademas de estimular la crea-
tividad en los estudiantes, permitiéndoles explorar,
conjeturar y demostrar con mayor libertad (Cenas
et al., 2021).
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Como bien se ha expuesto, la TSD postula que los estudiantes aprenden adaptandose a un medio que
presenta dificultades y discrepancias en su pensar. En consecuencia, para que ocurra el aprendizaje
se debe presentar al estudiante una problematica que lo lleve a poner en juego sus conocimientos. En
nuestro caso, esta consistia en la construccion de una homotecia sin hacer uso de un instrumento para
medir. Asi, durante la situacion de aprendizaje, la docente actia como un guia, y no otorga respuestas
inmediatas a los estudiantes, sino que responde a las preguntas con cuestionamientos explicitos e impli-
citos que le permitan volver al problema y repensarlo, promoviendo la busqueda de nuevas estrategias
de resolucion (devolucion). Este panorama presentado muestra con claridad la esencia de la teoria desa-
rrollada por Brousseau en Francia, lo cual nos lleva a reflexionar sobre las discrepancias existentes entre
el contexto chileno y el francés. La gran cantidad de estudiantes por sala, los problemas disciplinares y la
baja motivacion entorpecen el desarrollo de la situacion adidactica, puesto que, segun la teoria, son los
estudiantes los responsables de llevar a cabo esta parte, sin embargo, al no tener una instruccién meca-
nizada que replicar (como suele ser), se desligan del problema y esperan que el profesor/a lo resuelva
para luego replicarlo. Esto ultimo escapa totalmente de los fundamentos de la TSD, pues es el docente
quien expone los saberes de manera descontextualizada y poco significativa para los alumnos, en vez de
construir el saber en colaboracion.

a. Conocimientos previos antes la aplicacién de la secuencia didactica

Tabla 1
Organizacion de las sesiones de clases previas a la implementacion de la secuencia.

Obijetivo de la clase Actividades

Clase 1 | Recordar los conceptos de ‘razén” y
“proporcion” y sus aplicaciones, median-

te ejercicios que involucren su uso.

Recordatorio de los conceptos de razon y proporcion.

Se realizan ejercicios de célculo del valor de una razén
y ejercicios de determinacion del valor de la incognita
en una proporcion.

Retroalimentacion de actividades.

Clase 2 | Desarrollar ejercicios que involucren el
uso de razones y proporciones en con-
textos cotidianos y geométricos.

Resolucion de problemas.
Retroalimentacion de actividades.

Clase 3 | Conocer el concepto de homotecia e
identificar los elementos que la definen.

Definicion del concepto de homotecia como transfor-
macion geométrica, apoyandose en la proporcionali-
dad.

Definicion de los elementos de la homotecia.
Determinacion de la razén de homotecia a través de
guia.

Clase 4 | Resolver gjercicios de homotecia directa,
calculando parametros y construyendo
figuras.

Construccion de homotecias con razén de homotecia
positiva.

Generalizacion de los casos O<k<1y k>1.

Clase 5 | Resolver ejercicios de homotecia inver-
sa, calculando parametros y construyen-
do figuras.

Construccion de homotecias con razén de homotecia
negativa.

Generalizacion de los casos -1<k<0y k<-1.

Clase 6 | Consolidar los aprendizajes en torno al
concepto de homotecia.

Resolucion de problemas.
Retroalimentacion de actividades.

Nota. Elaboracion propia en base a las respuestas de los estudiantes.
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b. Guia de trabajo: Sesion 1

[. Indique las medidas de la figura original, tanto sus lados como las distancias desde el centro de la
homotecia a los vértices.

Segmento Medida [cms]

OA

[I. Utilizando los datos de la tabla anterior, calcule las medidas de los lados de la figura homotética.

k:

Segmento homotético Calculo Medida [cms]

OA’
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[Il. Dibuje la disposicion geométrica de los elementos utilizados para crear la homotecia: centro, vérti-
ces, segmento, rectas, figura original y homotética.

c. Instrucciones previas a la situacion adidactica

e Formar grupos de dos o cuatro personas.

e Utilizando los materiales, marca en el piso el centro de homotecia y dibuja la figura original entrega-
da por tu profesor/a tal como se muestra en la imagen, es decir, siguiendo los margenes estableci-
dos. Utiliza la cartulina para indicar los nombres de cada vértice.

e A partir de la razén de homotecia indicada, construye la homotecia midiendo con la huincha cada
distancia. Hazlo en colaboracién con tus compaferos/as.

e En paralelo, asignen un compariero/a del grupo que anote las medidas desde el centro a los vérti-
ces de la figura original, para rellenar el ltem |.

e Realizar los célculos correspondientes para obtener las distancias desde el centro hasta los vérti-
ces de la figura homotética, para rellenar el Item |l.

e Una vez terminado, usen la lana para trazar las lineas de proyeccion. Luego, observen su homote-
cia, y dibujen la disposicion geométrica que obtuvieron en el Item Il

e Cuando hayan completado toda la guia de trabajo, llamen al profesor/a para hacer entrega de ella.
Cuando se les indique, retiren el material y dejen limpio el lugar.
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d. Extracto de la transcripcion de audio de la sesion 1

Grupo A | Minuto 22:30

A1: 4T crees que si se puede?
A2: Yo siento que si, pero no seria... exacto.
(Discusion inaudible)

A1: Vas a poner un brazo... podemos ocupar otro modelo de referencia para la
medida.

A3: Los cuadrados.
A2: jLos cuadrados! Eso.

Minuto 39:11

Minutos mas tarde...
A1: Retiro todo lo dicho.

A3: Si, no, no es posible, porque como que no da la cosa. Aparte que con la razén
de homotecia uno tiene que calcular, entonces uno necesita ciertos valores.

Prof: Okey, escribanlo.
A1: Bien, retiramos lo dicho.

Grupo B | Minuto 42:21

Profesora se acerca al grupo para escuchar la discusion de los estudiantes.
B1: Profe, hacer esto no es tan dificil tampoco.

Profe: ;Por qué? ¢ Tu crees que podrian hacerlo sin regla?

B2: Si, obvio.

(Se escucha un estudiante del grupo en desacuerdo)

B1: Hermano, si se puede, es cosa de contar...

B2: Es diferente medir centimetros a medir metros. Si ti mides con metros es mu-
cho mas facil, porque son asi... sin decimales. En cambio, si ti mides con centime-
tros te va a dar un nimero muy alto.

B1: Pero sin la huincha es lo mismo, te pones acé (sefiala el centro), y tienes que ir
contando no mas (sefiala los cuadros).

B2: A ver, dime cuantos centimetros hay de aqui hasta alla (apunta su lugar, hasta
el centro O).

B1: ¢ Centimetros?

B2: Si, centimetros, si con eso estamos midiendo nosotros.
B1: Como 50 centimetros, 0 no?

B2: Si, pero es mas o menos. No sabes cuanto.

B1: Mmm, si. Entonces no sé.

Profesora (a estudiante B1): Tu habias dicho que se podia, ¢qué estabas pensan-
do?

B1: Me iba a poner aca (centro), y tirar como una linea, pero no sé dénde detener-
me.

Interviene otro estudiante del grupo.

B3: ;Y se puede inventar un digito?

B1yB2: ;Cémo?

B3: Puedo poner los dedos aqui (en el dibujo de la actividad 2), y de aqui hasta
aqui hay 4 dedos.

B1: jNo!
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Grupo C | Minuto 46: 41 | C1: Esto sf se puede hacer, con el plumén (toma un plumén del estuche).
C2y C3: iNo!

C2: Se puede con los cuadritos, nos ayudan mucho.

C1: ¢Como los cuadritos?

C3: Verificando las lineas de los cuadritos, o sea, contando los cuadritos.

C2: Si po, podemos medir esto, o sea, contar de aqui a alla (camina del centro
hasta el vértice de la figura de manera horizontal), y ahi podemos tirar y encontrar
el otro vértice.

C8: Ah, no, no vamos a poder. No tenemos el k.
C2: Si'lo tenemos, nos dan el k.

C83: Aca en la hoja (sefiala actividad 2), no esta.
C1:Si,es 2.

C3: Ah, entonces si.

C2: Ya, cuenta.

Grupo D | Minuto 45:10 D1: Usé la ufia.
Profesora: ;,Cémo la ufia?

D2: Tomé como que cada cuadro era 1 centimetro, y justo coincidia con mi ufia.
Los conté, y tiré la linea usando un lapiz como regla.

Grupo E | Minuto 47:10 E1: Lo harfamos con pulgadas.

E2: Da como tres y medio.

ES3: Si, pero son cuartas. Y no es exacto.

E2: .Y si usamos los pies?

E3: O la altura de uno po, como un metro y medio.

Grupo F | Minuto 50:08 F1: Lo podemos hacer como un lapiz (pone un lapiz en las lineas de proyeccion).
F2: No po, midiendo los cuadrados. O sea, no, calculando con los cuadrados.
F1: Ah ya, de esquina a esquina, seria uno, dos, tres...

F2: Pero no son exactos los cuadrados en ese caso, no se puede asi, en diagonal
no se puede.

F1: Los contamos para alla, asf (sefiala componente vertical).
F2:Y después asi (sefiala componente horizontal).
Empiezan a probar con uno de los vértices.

F3: Aca tenemos tres cuadrados (horizontal), entonces como el k es 3, tendrian
que ser 9.

F1: Uno, dos, tres, cuatro... (se empieza a mover mientras cuenta).
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e. Material utilizado en sesion 2 para efectuar la fase de validacion

Consideren las respuestas de estos grupos y respondan:

¢, Cual estrategia me parece la mas adecuada para construir una homotecia sin usar un instrumento de
medir? ;Por qué?

GRUPO A

R: Si es posible usando los dedos o brazos, segun la ocasion. Dependiendo de la distancia del punto O
hasta los vértices.

GRUPO B

R: Si es posible. Podemos ocupar otro tipo de referencias para ver las distancias, pero no serian exactas.
Se pueden ocupar los cuadros del suelo, ciertos pasos, etc.
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