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EDITORIAL

Queridos lectores

Es un honor dirigirme a ustedes por primera vez
en mi calidad de Editora en jefe de la Revista Chi-
lena de Educacion Matematica. Desde su crea-
cién en 2004, la revista ha buscado constituirse
COmMo un espacio abierto, plural y riguroso para el
intercambio de ideas, resultados de investigacion
y propuestas didacticas en torno a la ensefianza
y el aprendizaje de la Matematica. Con la trans-
formacion al formato digital en 2020, la revista ha
ampliado su alcance, acercando el conocimien-
to a un publico cada vez mas diverso y global.
Agradezco profundamente la confianza deposita-
da en este proyecto colectivo y reitero que nues-
tra mision sigue siendo contribuir a la difusion del
estado del arte de la Didactica de la Matematica
en sus multiples aproximaciones tedricas y meto-
dolodgicas. Entre los desafios que se nos plantean
a futuro se encuentran alcanzar nuevas indexacio-
nes y perfeccionar nuestros procesos de gestion
editorial, objetivos que abordaremos con el apoyo
de la Sociedad Chilena de Educacion Matematica
y de todas las personas que hacen posible la exis-
tencia de esta revista.

En este numero, presentamos un conjunto de tra-
bajos que, desde distintos contextos y perspecti-
vas, dialogan en torno a la necesidad de fortalecer
practicas de ensefianza de la Matematica para fa-
vorecer una comprension mas profunda de esta
disciplina. Ya sea a través de la representacion, la
resoluciéon de problemas, la interdisciplinariedad
o el conocimiento especializado del profesorado,
cada articulo nos invita a reflexionar sobre como
transformar la ensefianza para promover aprendi-
zajes significativos y sostenibles. Estas contribu-
ciones, en su conjunto, ponen de relieve que el
desarrollo de habilidades y competencias mate-
maticas no se reduce a la adquisicion de conte-
nidos especificos, sino que constituye un desafio
transversal y permanente. Dicho desafio interpela
tanto a la investigacion como a la practica educa-
tiva, invitdndonos a estrechar lazos entre teoria y
aula, y a construir colectivamente propuestas que
respondan a las demandas actuales y futuras de
la Educacion Matematica.

En lo especifico, el articulo Representacion en la
ensernianza de la variable aleatoria en secundaria:
un estudio de caso, de Francisco Guantecura y
Hernan Morales, examina practicas de ensefianza
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de una profesora en la comuna de Lota, Chile. A
partir de entrevistas y andlisis de clases, los auto-
res muestran como las restricciones de un enfo-
que tradicional limitan el desarrollo de la habilidad
de representacion y el uso de recursos tecnolo-
gicos, identificando oportunidades de innovacion
que se alinean con las demandas actuales del cu-
rriculum escolar chileno.

A continuacion, el articulo Dificultades en el apren-
dizaje de ecuaciones trigonométricas en estudian-
tes de primer afio de Ingenieria: un estudio en la
Universidad de Atacama, Chile, de Ricardo Gue-
rra, Ismenia Guzman y Felipe Guevara, aborda los
obstaculos que enfrentan jovenes que ingresan a
carreras de Ingenieria al resolver problemas trigo-
nométricos. Los hallazgos revelan carencias en
la operatoria algebraica y en la coordinacion de
registros de representacion semidtica, lo que da
cuenta de las tensiones que surgen en la transi-
cion desde una ensefianza escolar centrada en
procedimientos hacia un enfoque universitario
mas complejo y articulado.

En el articulo Interdisciplinariedad: ;Qué hace un
docente de matemadtica en la escuela?, Nicolas
Mufioz, Jonathan Palomera y Matias Toro inves-
tigan las posibilidades y limitaciones de integrar
el conocimiento mateméatico en actividades in-
terdisciplinarias. A través de un estudio de caso,
caracterizan el quehacer de un docente chileno
y evidencian como factores estructurales, como
la escasa formacion interdisciplinaria o la falta de
espacios para la planificacion conjunta, restringen
estas experiencias, que en la practica tienden a
ubicarse mas en el marco de una pluridisciplina
gue en una verdadera interdisciplina.

Por su parte, desde Brasil, Marcelo Proenca, Ana
Beatriz de Oliveira y Amanda de Sousa, a través
del articulo La ensefianza de la distancia entre dos
puntos a través de la resolucion de problemas:
una experiencia en el tercer curso de secunda-
ria, relatan una experiencia de ensefianza sobre la
distancia entre dos puntos en secundaria, enmar-
cada en la Resolucion de Problemas. La experien-
cia muestra como el disefio de actividades bien
estructuradas permite a los estudiantes movilizar
conocimientos previos, explorar diversas estrate-
gias y construir una comprension significativa del
concepto, destacando la relevancia del acompa-
flamiento docente para vincular las estrategias de
los alumnos con el nuevo contenido.

Finalmente, este ndmero incluye un articulo que
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nos conmueve especialmente, La integral definida
desde el conocimiento especializado del docente
de matematicas, de Jorge Hernandez-Tello, Alvaro
Cortinez y Blanca Arteaga. El estudio se enmarca
en el modelo Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge y fue implementado en la Universidad
de Tarapaca (UTA), Chile, con estudiantes de Pe-
dagogia en Matematicas. A partir de una tarea
disefiada en tres fases —planteamiento, analisis
y reflexion—, los autores muestran cémo futuros
profesores comprenden la integral definida como
area bajo la curva; concluyendo que la propuesta,
apoyada en el uso de GeoGebra, permite a los
participantes activar y articular distintos registros
de representacion semidtica, conectar sus cono-
cimientos previos con nuevas interpretaciones vy
reconstruir el significado del concepto desde su
fenomenologia.

Este aporte adquiere una significacion especial
porque constituye el legado de su autor principal,
Jorge Hernandez-Tello, joven académico del De-
partamento de Matematica de la UTA, quien falle-
ci6 este 2025 a la edad de 35 afios. Jorge realizé
sus estudios de Pedagogia en Matematica en la
UTA, cursé un Magister en Matematica en la Uni-
versidad de Valparaiso y un Magister en Didéactica
de la Matematica en la Pontificia Universidad Ca-
télica de Valparaiso. Al momento de su partida,
desarrollaba su tesis doctoral en la Universidad
Nacional de Educacion a Distancia (UNED) en Es-
pafa, bajo la direccion de la Dra. Blanca Arteaga.

La Dra. Arteaga, a quién agradecemos su testimo-
nio y contacto con la revista, nos revela la calidez
humana y el compromiso de Jorge con la Educa-
cién Matematica. La tesis de Jorge comenzd con
largas conversaciones en linea en las que, en con-
junto con su directora, planificaban, lefan, busca-
ban documentacion y disefiaban actividades. El
trabajo doctoral fue tomando forma como un diag-
néstico cualitativo y cuantitativo de liceos vincula-
dos al Servicio Local de Educacion Chinchorro, en
el que se involucraron estudiantes de Pedagogia
en Matematica de la UTA. Los encuentros virtua-
les que Jorge compartié con estos futuros profe-
sores le permitieron explorar posibilidades de es-
tudios a la luz de marcos como el Lesson Study y
el Noticing, los que investigaba para ayudar a los
docentes en formacion a desarrollar una mirada
profesional capaz de reconocer y valorar el pen-
samiento matematico de sus alumnos.

Sin duda, Jorge deja un testimonio de dedicacion,
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perseverancia y amor por la ensefianza. Su re-
corrido académico, iniciado en su propia region
y proyectado hacia la colaboracion internacional,
refleja el compromiso de quienes creen en el po-
der transformador de la Educacion Matematica.
Su ejemplo interpela a nuestra comunidad y cons-
tituye una inspiracion para los jovenes investiga-
dores que comenzamos a recorrer este camino:
trabajar con seriedad cientifica, pero también con
sensibilidad hacia las realidades educativas y con
el profundo deseo de contribuir al aprendizaje de
los estudiantes. La revista dedica este articulo a
su memoria, a su familia, amistades y colegas,
confiando en que su legado seguira vivo en quie-
nes compartieron con él y en quienes, a partir de
su trabajo, continuaran construyendo una Educa-
cion Matematica mas justa y significativa.

Valeria Randolph V.
Editora
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RESUMEN

La habilidad de representacion constituye un componente fundamental en la ensefianza y el aprendiza-
je de la matematica. No obstante, en el contexto chileno, las clases de matematica contindan estando
marcadas por enfoques tradicionales que restringen el desarrollo de esta habilidad. Este estudio tiene
como propdsito examinar practicas de ensefianza de una profesora de un establecimiento educativo en
la comuna de Lota, Chile, mediante un enfoque cualitativo y un disefio de estudio de caso. El analisis se
sustenta en los marcos tedricos de los registros de representacion semiética y del Espacio de Trabajo
Matematico. A partir de entrevistas y del andlisis de grabaciones de clases, se identificé una compren-
sion y aplicacion limitadas de la habilidad de representacion por parte de la docente, junto con un uso
restringido de recursos tecnoldgicos. Se evidencia una tendencia hacia un estilo de ensefianza tradicio-
nal y unidireccional, lo que restringe la profundizacion en esta habilidad. El estudio sefiala oportunidades
de mejora en el dominio del contenido, la integracion de software en el aula y el fortalecimiento de estra-
tegias didacticas orientadas al desarrollo de la habilidad de representacion, destacando la necesidad
de actualizar las practicas docentes conforme a las exigencias del curriculum chileno.

Palabras Clave:
Habilidades matematicas; practica pedagogica; Representacion en
matemadtica; recursos tecnolégicos; Espacio de Trabajo Matematico

ABSTRACT

The ability to represent mathematical ideas is a fundamental component of teaching and learning mathe-
matics. However, in the Chilean context, mathematics classrooms remain largely characterized by tradi-
tional approaches that limit the development of this skill. This study aims to examine the teaching practi-
ces of a mathematics teacher in a school located in the municipality of Lota, Chile, through a qualitative
approach and a case study design. The analysis is grounded in the theoretical frameworks of semiotic
representation registers and the Mathematical Working Space. Based on interviews and the analysis of
classroom recordings, the findings reveal a limited understanding and application of representational
skills by the teacher, as well as minimal use of technological resources. A strong tendency toward a
traditional, unidirectional teaching style is observed, which restricts the depth at which this skill is addres-
sed. The study identifies opportunities to enhance content knowledge, incorporate software into teaching
practices, and strengthen didactic strategies to promote representational competence, emphasizing the
need to update teaching practices in alignment with the demands of the Chilean curriculum.

Keywords:
Mathematical skills; pedagogical practice;, mathematical
representation, technological resources; Mathematical Working Space
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REPRESENTACION EN LA ENSENANZA DE LA VARIABLE ALEATORIA EN SECUNDARIA: UN ESTUDIO DE CASO

1. INTRODUCCION

Una de las competencias fundamentales que un
profesor de matematica debe dominar es la ca-
pacidad de ensefiar su disciplina para el logro de
aprendizajes significativos. Esta competencia im-
plica tanto el dominio del conocimiento matema-
tico como la familiarizacion con las teorias de la
didactica (Azocar et al., 2013). Diversos modelos
tedricos de ensefanza han sido propuestos en el
campo de la didactica de la matematica (Arteaga
y Macias, 2016), de modo que el docente debe
mantener un equilibrio entre ambas dimensiones
del conocimiento, en lo que Brousseau (1998), ci-
tado en Chamorro (2005), denomina “saber mate-
matica”.

En el &mbito de la Educacién Matematica, el Mi-
nisterio de Educacion de Chile (MINEDUC, 2015)
establece el desarrollo de cuatro habilidades ba-
sicas que deben trabajarse de manera transversal
desde la educacioén primaria hasta la secundaria:
resolucion de problemas, argumentacion y comu-
nicacion, modelacion y representacion (represen-
tar). Para lograr este propésito en la practica, es
responsabilidad del docente gestionar un proceso
didactico que contemple actividades y metodolo-
gias innovadoras que favorezcan el desarrollo de
dichas habilidades, incorporando ademas el uso
de las Tecnologias de la Informacién y Comunica-
ciéon (TIC) (MINEDUC, 2013a). En este sentido, el
MINEDUC sugiere la utilizacion de diversas activi-
dades que integren el uso de recursos tecnoldgi-
cos para el aprendizaje (MINEDUC, 2015).

La habilidad de representacion permite al estu-
diante alternar entre diferentes formas de regis-
tros semidticos para comprender un concepto
matematico, transformandolo a uno que sea mas
conveniente para su andlisis y que demuestre el
aprendizaje (Duval, 2006). Esta habilidad es esen-
cial en varios curriculos internacionales, asi como
en evaluaciones destacadas como TIMSS o PISA
(Kadijevich et al., 2023). Ademas, las diferentes
representaciones ofrecen diversos aspectos de
un concepto o relaciones mas complejas del mis-
mo, permitiendo una mejor comprension de este.
Por tanto, el trabajo de esta habilidad es funda-
mental para la correcta comprension de los con-
ceptos matematicos y constituye un pilar de las
habilidades basicas (Watson y Mason, 2006).

Con los avances y beneficios de las tecnologias
en la educacion (Grisales, 2018), la integracion de
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estas herramientas en la ensefianza de la mate-
matica plantea tanto un desafio como una oportu-
nidad (Alpizar et al., 2012; Ramirez y Rodriguez,
2023). No obstante, esta tarea exige del docente
un dominio simultaneo de tres elementos interco-
nectados: el contenido matematico, la promocion
de habilidades matematicas y el dominio de los
recursos tecnolégicos (Mishra y Koehler, 2006).
La implementacion de un examen adecuado so-
bre el dominio de las habilidades mateméticas
con TIC en los docentes es imprescindible para
poder disefiar estrategias efectivas que faciliten
la transicion hacia un modelo de ensefianza mas
integrador de las tecnologias con el conocimiento
matematico (MINEDUC, 2013b).

A pesar de estas orientaciones, las aulas de ma-
tematica en Chile contindan caracterizandose por
un aprendizaje centrado en el contenido, mas que
en el estudiante, lo que se traduce en un enfoque
tradicional de la ensefianza (Samuel et al., 2021;
Videla et al., 2022). Esta situacién conlleva un
aprendizaje memoristico, en lugar de significativo,
y a menudo deriva en una escasez en el desarrollo
de las habilidades propuestas en el curriculo (Es-
trada y Gamboa, 2023).

En el contexto especifico de la ensefianza de la
probabilidad y estadistica, y particularmente del
concepto de variable aleatoria, las investigaciones
en el uso de tecnologia en la formacioén de profeso-
res estan en constante crecimiento (Parra-Mufioz
y Diaz-Levicoy, 2025). Sin embargo, es necesario
profundizar en como estas practicas se concretan
en el aula y como contribuyen al desarrollo de la
habilidad de representacion en los estudiantes.
En este sentido, este estudio tiene como objetivo
examinar practicas didacticas de una profesora
de matematica de educacién media respecto a la
promocion de la habilidad de representacion y el
uso de recursos tecnolégicos, en particular en la
ensefianza del contenido de variable aleatoria del
eje de probabilidad y estadistica, establecido en
el curriculo chileno (MINEDUC, 2015). Asociado
a este objetivo, se plantea la siguiente pregunta
de investigacion, ;,como son las préacticas didac-
ticas de una profesora de educacién secundaria
respecto de la promociéon de la habilidad de re-
presentacion y el uso de recursos tecnolégicos en
la ensefianza del contenido de variable aleatoria?



2. ANTECEDENTES TEORICOS Y CONTEX-
TUALES

2.1 La habilidad de representacion a través
de los registros de representacion semioética

Los desafios de la ensefianza y el aprendizaje ma-
tematico demandan estrategias efectivas para la
transmision de contenidos abstractos. Segun Du-
val (2006) este proceso implica actividades cogni-
tivas como conceptualizacion, reflexion, plantea-
miento y resolucion de problemas. La habilidad de
representacion, por tanto, juega un papel funda-
mental en el aprendizaje de la matematica, facili-
tando el accesoy la apropiacion de sus objetos, tal
como lo sefialan Henriquez-Rivas y Verdugo-Her-
nandez (2023) que plantean que esta habilidad
no solo es un proceso cognitivo, sino que ademas
una practica situada. Duval (2017) introduce en su
Teorfa de Registros de Representacion Semiodtica
los conceptos de semiosis (producciéon de una
representacion) y noesis (captura conceptual de
objetos matematicos). Los registros de represen-
tacion deben soportar tres actividades cognitivas:
la formaciéon de una representacion identificable,
tratamiento y conversion. Estas dos ultimas acti-
vidades estan relacionadas con la transformacion
de las representaciones en otras representacio-
nes. El tratamiento ocurre internamente en un mis-
mo tipo de registro, mientras que la conversion es
una transformacion desde un registro particular,
hacia otro de otro tipo (Duval, 2017). La conver-
sion permite la articulacion entre los registros de
representacion, siendo esencial para la compren-
sion de conceptos matematicos; los autores Paez
y Hitt (2003) sefialan que esta transformacion se
manifiesta cuando se contrasta el trabajo con la
vida cotidiana y la visualizacién abstracta desde
un punto de vista matematico.

El proceso de aprendizaje de un concepto mate-
matico, por lo tanto, involucra la construccion de
diversos registros de representacion y la visualiza-
cién y aprehension del concepto. De acuerdo con
Duval (2017) “no hay noesis sin semiosis” (p.22),
lo que indica que un aprendizaje significativo no
puede ocurrir sin una apropiada captura y/o asi-
milacion del objeto en si. Este argumento se vuel-
ve particularmente relevante en la ensefianza de
conceptos abstractos como la variable aleatoria,
que tiene diversas representaciones semioéticas
para su comprension. La ensefianza efectiva de
un concepto matematico, segun D'Amore (2009),

FRANCISCO GUANTECURA, HERNAN MORALES

debe incluir la representacion en un registro parti-
cular, el tratamiento de la representacion en regis-
tros internos y la conversion de los registros desde
uno interno hacia otros. Estos procesos deben ir
acompafiados de reflexiones, andlisis e inferen-
cias.

La labor docente de la ensefianza en matematica,
por tanto, debe incluir la propuesta o apropiacion
de una variedad de representaciones que permi-
tan al estudiante realizar conversiones y tratamien-
tos del contenido. Esto facilitara un aprendizaje
mas significativo, fomentando el desarrollo de la
habilidad sefialada, y contrarrestando un paradig-
ma tradicional de ensefianza.

2.2 Espacio de Trabajo Matematico (ETM)

En la Didactica de la Matemética, el ETM emer-
ge como una herramienta tedrica y conceptual
atil para analizar y comprender el proceso de en-
sefianza y aprendizaje en el aula (Kuzniak, 2011;
Kuzniak et al., 2016). EI ETM se concibe como un
lugar dinamico y abstracto en el que se llevan a
cabo y se examinan las situaciones de ensefian-
za y aprendizaje. Como lo sefiala Henriquez-Rivas
y Vergara (2024), el ETM ha sido utilizado para
analizar relaciones tedricas que los profesores de
educacion secundaria establecen al disefiar € im-
plementar tareas matematicas, aportando eviden-
cia concreta sobre el uso del ETM en contextos
escolares. El ETM comprende dos planos princi-
pales: el plano epistemolégico, que esta vinculado
a los conceptos matematicos, y el plano cognitivo,
que se relaciona con el razonamiento del indivi-
duo frente a la tarea matematica. No obstante,
estos planos no se asignan exclusivamente al pro-
fesor o al estudiante, sino que se entienden como
componentes de un sistema interrelacionado que
da cuenta de un complejo proceso didactico, en
la medida en que se manifiestan las acciones de
ensefanza.
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Figura 1. Organizacion del ETM

Nota: Extraido de Kuzniak (2011)

El objetivo de la revision sistematica es respon-
der las siguientes preguntas, ¢;cual es el objetivo
de las investigaciones? ;,qué elementos tedricos
y metodolégicos se utilizan? qué contenidos o
conceptos matematicos sobre proporcionalidad
se han abordado? s cual es el nivel educativo en el
que se centran las investigaciones? En la Figura 1
se describe cada fase de la revision sistematica.

El Espacio de Trabajo Matematico (ETM) permite
analizar de manera organizada el trabajo realizado
tanto por el profesor como por el estudiante, con-
siderando los elementos propios de cada campo
o contenido matematico. Como se observa en la
Figura 1, el plano epistemoldgico y el plano cog-
nitivo se encuentran interconectados a través de
diversos componentes y génesis. El plano episte-
moldgico incluye los componentes de representa-
men, artefacto y referencial, mientras que el plano
cognitivo abarca la visualizacion, la construccion
y la prueba (Kuzniak et al., 2022). El representa-
men alude a aquello que representa algo en un
cierto sentido y capacidad; el artefacto correspon-
de a cualquier objeto que haya sido transforma-
do, por minima que sea dicha transformacion, por
accion humana con un propésito especifico; y el
referencial se refiere al conjunto de propiedades,
definiciones, teoremas y axiomas. Por su parte, la
visualizacién se relaciona con el proceso cogniti-
vo implicado en la identificacion y desarrollo de
manipulaciones o transformaciones de represen-
taciones o signos; la construccion remite al uso de
artefactos en la actividad matematica; y la prueba
se sustenta en un discurso deductivo y l6gico que

32| Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 17, N°2

debe estructurarse en, o conducir a, afirmaciones
con un claro estatus tedrico.

2.2.1 Génesisen el ETM

El proceso de relacién entre el plano cognitivo
y el epistemolégico se denomina génesis. En el
ETM, se consideran tres tipos de génesis en fun-
cion de la relacion, a saber, génesis semidtica,
génesis instrumental y génesis discursiva. Cada
génesis tiene un significado diferente dependien-
do del plano desde el que se observe u ocurra
la relacion. La génesis semidtica corresponde al
proceso de decodificacion e interpretacion de sig-
nos de una representacion; la génesis instrumen-
tal describe la accion del uso adecuado de varias
técnicas asociadas al artefacto; y la génesis dis-
cursiva: Se refiere al proceso deductivo del dis-
curso de prueba apoyado en las propiedades de
la estructura del referencial (Kuzniak et al., 2022,
Kuzniak, 2011).

Estas relaciones entre los dos planos y sus gé-
nesis ayudan a entender la circulacion del cono-
cimiento dentro del trabajo matematico, lo que
permite observar el progreso del aprendizaje de
los estudiantes y de la ensefianza de los profeso-
res. Kuzniak et al., (2022) afirman que las génesis
“sirven para precisar las validaciones utilizadas
para resolver las tareas, es decir, la manera de
definir los elementos comunicativos y heuristicos
del trabajo matematico” (p.15). Para describir los
diferentes tipos de pruebas en relacion con las di-
ferentes génesis y los planos del ETM, Richard et
al. (2019) han propuesto varias formas.



2.2.2 La fibraciéon y los movimientos en el
plano y las componentes del ETM

Las fibraciones son las que permitiran visualizar
las diferentes transiciones y actividades especifi-
cas entre las componentes del ETM. Se sefialan
en particular tres tipos de fibraciones internas que,
dependiendo de la componente que se active, re-
cibe un nombre u otro, teniendo asi un efecto so-
bre la génesis semidtica, instrumental y/o discursi-
va. De acuerdo con Richard et al. (2019) y Kuzniak
et al. (2022) la fibracion Tipo 1 esta asociada a
la componente del plano epistemoldgico artefac-
to, cumpliendo un rol de operador. Un operador
puede ser semidtico, material o conceptual, de-
pendiendo del nivel de conexién o influencia aso-
ciado a cada plano. Por su parte, la fibracion Tipo
2 se articula desde el plano epistemolégico en la
componente referencial y cumple un rol de con-
trol. De igual modo, dependiendo de intensidad
de conexion respecto de cada plano, se muestra
un control semiético, material o grafico-discursivo.
Por dltimo, la fibracion Tipo 3 esta asociada a la
componente representamen, y cumple un rol de
representacion. La interpretacion de este tipo de
fibracion dependera de la conexion que se esté
realizando, teniendo asi una representacion se-
midtica, material o discursiva grafica.

3. METODOLOGIA

La presente investigacion se enmarca en un en-
foque descriptivo e interpretativo (Hernandez et
al., 2014), a través de un Estudio de Caso como
método de investigacion predominante, conforme
a la definicién proporcionada por Araneda et al.
(2008). Este método habilita un anélisis sistemati-
co y en profundidad de un fendmeno especifico.
Se busca una comprension detallada y completa
de una situacion particular, que es el caso de una
profesora de educacion media en matematica. La
profesora se desempefia en un colegio de la co-
muna de Lota, en Chile, de un alto nivel de vulne-
rabilidad y cuenta con 5 afios de experiencia en el
nivel educativo.

La eleccion de este caso no responde a criterios
de representatividad ni busca ilustrar un problema
generalizado, sino que obedece al interés intrin-
Seco que presenta el propio caso (Stake, 2007). El
enfoque cualitativo del estudio permite reconocer
los factores subjetivos que desempefian un papel
importante en el analisis de datos y en la interpre-
tacion de los fendmenos.
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Para la obtencién de la informacion se realizé una
entrevista semiestructurada, grabacion en video
de clases, y luego se llevo a cabo el analisis de la
informacion.

Para este estudio, el andlisis de la habilidad de re-
presentacion se centra especificamente en la con-
version entre registros de representacion semio-
tica, segun lo propuesto por Duval (2006, 2017).

3.1 Entrevista semiestructurada

La entrevista semiestructurada se presenta como
la primera técnica de recoleccion de informacion
en este estudio. Segun Hernandez et al. (2014),
esta técnica se sustenta en una guia de pregun-
tas que posibilita la inclusiéon de cuestionamientos
adicionales dependiendo de las exigencias infor-
mativas emergentes durante el desarrollo de la
entrevista, fomentando asi una profundizacion ex-
haustiva en los temas de interés. Tras la validacion
de la entrevista semiestructurada y considerando
los antecedentes de los jueces expertos, se reali-
zaron las modificaciones pertinentes y se procedio
con la aplicacion. La entrevista semiestructurada
consto finalmente de ocho preguntas, las que es-
tuvieron asociadas con una pregunta secundaria
en el mismo item, formando un hilo conductor que
facilité una conversacion fluida con la profesora.
Se elaboraron cuatro preguntas para cada una
de las siguientes categorias: C1 Comprension y
aplicacion de la habilidad de representacion en
matematica y C2 Uso y conocimiento de recursos
tecnolégicos para la ensefianza de la matematica.

3.2 Grabacion en video de clases

Para concluir el proceso de recoleccion de in-
formacion, se grabd una clase presencial de la
profesora en un curso de segundo medio con
aproximadamente 15 estudiantes. El contenido
correspondié a la introduccion de variable alea-
toria (discreta). La docente present6 el tema me-
diante una exposicion con uso de PowerPoint, en-
focandose en el siguiente objetivo de aprendizaje:
“mostrar que comprenden las variables aleatorias
finitas: definiendo la variable; determinando los
posibles valores de la incognita; calculando su
probabilidad y graficando sus distribuciones” (MI-
NEDUC, 2015, p.154). Finalizada la grabacion, la
clase fue transcrita integramente para su posterior
analisis.
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4. ANALISIS DE LA INFORMACION
4.1 Analisis de entrevista

Para el andlisis de la entrevista semiestructurada,
primero se realizé su transcripcion. Posteriormen-
te, se llevd a cabo un proceso de reduccion y codi-
ficacion de la informacion obtenida en una matriz
de registro, en el que se plasmo la respuesta tex-
tual de la profesora a cada una de las preguntas.
Luego, se analizé por separado cada una de las
respuestas, con el fin de interpretar y clasificar los
hallazgos obtenidos por categorias. A continua-
cion, se presenta el andlisis de cada entrevista.

Sintesis categoria C1

Pregunta 1: ;Qué entiende por representacion?,
¢,como se asocia con la matematica? La profeso-
ra asocia la representacion con una visualizacion
grafica de conceptos matematicos, 10 que se evi-
dencia en su uso de dibujos y objetos cotidianos,
como la pizza, para ensefiar fracciones. Si bien
esto demuestra un entendimiento basico y prac-
tico de la representacion, podria sugerir una falta
de conocimiento de representaciones mas abs-
tractas o complejas que podrian ser Utiles en ma-
tematica de nivel superior.

Pregunta 2: ; Trabaja la representacion en el con-
tenido de matematica?, jcomo y por qué? La pro-
fesora valora la habilidad de representacion y la
integra en su ensefianza, como se evidencia en
el uso de una balanza para ensefiar ecuaciones.
Sin embargo, también se nota una autocritica y
una conciencia de que hay areas donde le cuesta
implementarla. Esto sugiere que puede haber un
espacio para el desarrollo profesional en términos
de comprender como se puede trabajar la repre-
sentacién en un rango mas amplio de contenidos
matematicos.

Pregunta 3: ;Cual es su percepcion general so-
bre el uso de representaciones en los contenidos
de matematica que ensefia? La profesora mues-
tra un sentido de autoreflexion en su practica y un
deseo de mejorar su uso de la representacion en
su ensefianza. Aunque reconoce sus limitaciones,
especialmente en areas como las potencias y la
geometria, parece dispuesta a explorar nuevas
formas de incorporar la representacion en su en-
sefianza. Esto sugiere que, con el apoyo y la for-
macion adecuados, podria mejorar y diversificar
Su uso de la representacion en la ensefanza de
la matematica.
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Pregunta 4: ;Conoce algun proceso o estrate-
gia por el cual se deba trabajar la habilidad de
representacion en matematica? La profesora pa-
rece tener una estrategia préctica para ensefiar
la representacion a través de la visualizacion de
fracciones. Sin embargo, parece limitada en su
capacidad para extender esta estrategia a otros
contenidos, lo que sugiere una posible brecha en
su conocimiento pedagodgico del contenido. Dado
que la representacion es una habilidad importante
en la matematica, seria beneficioso que la profe-
sora tuviera la oportunidad de aprender y desarro-
[lar una gama mas amplia de estrategias de repre-
sentacion para diversos contenidos.

Sintesis de la categoria C2

Pregunta 1: ;Qué softwares o programas utiliza
para desarrollar su clase de matematica?, sy en
probabilidad y estadistica? La profesora mencio-
na la utilizacion de PowerPoint y videos, ademas
de una aplicacion de juego online, Quizizz, en un
entorno de clase virtual. Sin embargo, no ha utili-
zado software o programas especificos para la en-
sefianza de probabilidad y estadistica. Este hecho
podria indicar una brecha en su habilidad para in-
tegrar recursos tecnoldgicos en la ensefianza de
estos temas, lo cual es cada vez més relevante en
la educacion contemporanea.

Pregunta 2: De la siguiente lista: R- Estudio, Geo-
Gebra, Excel, JASP, SPSS, ;qué software o pro-
gramas para el trabajo de la probabilidad y es-
tadistica conoce? Aunque la profesora reconoce
haber aprendido a usar Excel en la universidad y
conocer GeoGebra, parece no tener un dominio
practico de estos programas en la ensefianza de
la mateméatica. Ademas, no reconoce otros pro-
gramas importantes de la lista proporcionada, lo
que sugiere que puede haber una limitacion en su
repertorio de recursos tecnoldgicos para la ense-
nanza.

Pregunta 3: ;Como conocio los diferentes tipos
de software o programas que utiliza (capacitacio-
nes, universidad, etc.) ?, jcree que son suficien-
tes? La universidad parece haber sido el principal
entorno donde la profesora fue introducida a estos
programas, pero no parece haber habido una ca-
pacitacion posterior que le permitiera desarrollar
un dominio mas profundo o ampliar su repertorio
de programas conocidos. Aunque la profesora no
aborda directamente si cree que los programas
que utiliza son suficientes, su limitado conocimien-
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to de los programas de la lista proporcionada sugiere que podria beneficiarse de una mayor capacita-
cién o exploracion de recursos tecnolégicos para la ensefianza de la matematica.

Pregunta 4: ;Cree que para el trabajo de la matematica son necesarios estos tipos de programas? La
profesora ve el valor de estos programas en la ensefianza de la matematica, especialmente en términos
de proporcionar diferentes maneras de entender conceptos y verificar resultados. Sin embargo, su uso
actual de estos programas parece limitado principalmente a presentaciones y recursos de video, lo
que indica un potencial sin explotar para incorporar mas plenamente estos recursos en su practica de
ensefianza.

4.2 Andlisis de las clases grabadas mediante el ETM

Para el analisis de la sesion de clase grabada, se utilizé el ETM como marco estructural de referencia
para verificar si la profesora logra promover la habilidad de representacion en el aula de clases, ya sea
con recursos tecnolégicos o no. Por lo tanto, para el analisis se transcribi6 la clase completa y se anali-
zaron fragmentos de actividades, didlogos y/o guias que la profesora realice con los estudiantes. Para
la interpretacion del ETM, se considerara que cualquier tipo de fibracion tipo 3 estara promoviendo, en
algun grado, la habilidad de representacion, y por lo tanto estaré justificando la categoria C1. También
se tendré en consideracion si dicha actividad conlleva o no el uso de recursos tecnoldgicos. En ese
sentido, se deberia producir una fibracion tipo 1 como operador semiético en la componente artefacto,
asociada a C2. A modo de ejemplo, y contextualizacion, presentamos el proceso de analisis de un mo-
mento de la clase; el inicio.

Tabla 1. Ejemplo de analisis de clase

Momento Inicio
Caodigo IC1
Tipo de fibracion 2 (Control gréafico-discursivo)

Evidencia, texto y/o imagenes | PROFESORA: ;Ya? Cambiamos entonces. Antes de comenzar de lleno con
el contenido, vamos a partir con una pregunta, ¢alguien sabe, conoce o cree
que es una variable aleatoria, o se le ocurre a través del nombre? Variable
aleatoria, ¢la han escuchado alguna vez?

ESTUDIANTE 1: Parece que si.

PROFESORA: Alguien, /no?, ni con el nombre no se le asocia algo
ESTUDIANTE 2: Escoger un valor al azar

PROFESORA: Puede ser, muy bien.

ESTUDIANTE 1: Algo aleatorio.

Comentario La profesora inicia un didlogo y discusion sobre el concepto de variable alea-
toria a través de una pregunta. Posteriormente, concede tiempo a los estu-
diantes para que anoten el objetivo.

A continuacién, se analizan algunos fragmentos especificos de la clase, de acuerdo al cédigo y momen-
to de la clase.

4.2.1 Andlisis especifico de la clase IC1

Al inicio de la clase, la profesora plantea la pregunta: “;Qué es una variable aleatoria?”. Sin el apoyo de
una estructura visual que permita a los estudiantes conectar con alguna idea previa, activa el componen-
te referencial del plano epistemolégico, generando de forma incipiente una génesis discursiva mediante
un operador nocional. Mas adelante, durante el desarrollo de la clase, proyecta y verbaliza el ejemplo
del experimento de lanzar un dado, reflexionando junto a los estudiantes sobre los posibles valores que
pueden aparecer en sus caras. Este procedimiento induce un proceso cognitivo de visualizacion, en
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el que los estudiantes representan mentalmente el
dado y los posibles resultados de su lanzamien-
to. De este modo, se activa nuevamente el plano
epistemoldgico, aunque de forma superficial, a
través del componente referencial, estableciendo
una génesis semiodtica de control.

5. RESULTADOS
5.1 Resultados de la entrevista

Categoria 1: Los resultados obtenidos de las en-
trevistas y analisis en el estudio indican un panora-
ma compuesto en el entendimiento y la aplicacion
de la habilidad de representacion en matematica
por parte de la docente.

La docente reconoce la importancia del uso de
la representacion en matematica como una es-
trategia esencial para la entrega de contenido.
No obstante, su entendimiento del concepto de
la habilidad de representacion parece limitado a
una definicion basica, sin explorar su significado
y aplicabilidad mas profundos. En su practica do-
cente, utiliza la representacion principalmente en
contextos concretos y visualizables, como el uso
de dibujos y objetos cotidianos para ensefiar frac-
ciones.

Categoria 2: Los resultados de las entrevistas y
andlisis realizados sobre el uso de tecnologia en
la ensefanza de la matematica por parte de la
docente presentan una panoramica mixta en tér-
minos de conocimiento, uso y percepcion de la
utilidad de los recursos tecnoldgicos.

La docente menciona el uso de PowerPoint y
Quizizz, una plataforma de juegos online, en sus
clases de matematica, pero parece confundir el
concepto de software o programa con la idea ge-
neral de recurso tecnoldgico, incluyendo el uso de
videos. Ademas, en el area especifica de probabi-
lidad y estadistica, la docente no utiliza ni conoce
de un software o programa especifico para el de-
sarrollo de estos temas.

5.2 Resultados del analisis del ETM

De acuerdo con el andlisis del ETM de la profeso-
ra durante la clase, se evidencia un enfoque de
ensefianza principalmente tradicional. La profeso-
ra establecio el contenido de la leccion de manera
autoritaria, sin dedicar tiempo suficiente a un ana-
lisis detallado tanto por parte suya como de los
estudiantes. En relacion con la promocion de la

36| Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 17, N°2

representacion, segun los criterios establecidos,
esta habilidad no se fomentd adecuadamente.
Aunqgue se observo una presencia dominante del
componente referencial, éste no llegd a alcanzar
un nivel de fibracion significativo. Esto indica que
el componente referencial no se activd de manera
profunda, lo que coincide con los resultados de la
entrevista realizada a la profesora en la categoria
C1. La profesora presenta un enfoque pedagogi-
co directo y eficaz, centrado en la presentacion
de conceptos y ejemplos relevantes. No obstante,
a pesar de la claridad de la exposiciéon y el uso de
recursos visuales, su estilo de ensefianza es fun-
damentalmente unidireccional, limitando las opor-
tunidades para que los estudiantes se involucren
activamente en el andlisis de los temas presenta-
dos. En términos de la habilidad de representa-
cion, la falta de profundidad en el andlisis de las
representaciones utilizadas, junto con la escasez
de incentivos para que los estudiantes creen sus
propias representaciones, sugiere que no se esta
fomentando esta habilidad de manera efectiva.

6. CONCLUSIONES

El objetivo de este estudio fue examinar las prac-
ticas didacticas de una profesora de matematica
de educacion media respecto a la promociéon de
la habilidad de representacion y el uso de recur-
sos tecnoldgicos en la ensefianza del contenido
de variable aleatoria. A partir de este objetivo, se
planted la pregunta de investigacion: ;,Como son
las préacticas didacticas de una profesora de edu-
cacion secundaria respecto de la promocion de la
habilidad de representacion y el uso de recursos
tecnolégicos en la ensefianza del contenido de
variable aleatoria?

Los resultados obtenidos a través del andlisis de
entrevistas y ETM permiten responder a la pregun-
ta de investigacion, caracterizando que las prac-
ticas docentes observadas se enmarcan en un
enfoque tradicional y unidireccional, con un uso
limitado de la habilidad de representacion y una
integracion incipiente de recursos tecnoldgicos.

En relacion con la habilidad de representacion, se
constatd que la profesora reconoce su importan-
cia, pero su comprension y aplicacion respecto
del contenido de variable aleatoria se restringe
mayormente a representaciones algebraicas, sin
una exploracion de otros tipos de registros como
tablas o graficas ni el uso de tratamientos o con-
versiones. El andlisis de la clase mostr6 que las



oportunidades para que los estudiantes constru-
yan sus propias representaciones son escasas, y
que las interacciones en el aula son mayormente
expositivas.

Respecto al uso de tecnologia, si bien se utili-
zan herramientas como PowerPoint y plataformas
como Quizizz, no se evidencia una integracion
efectiva de software especializado para la ense-
flanza de probabilidad y estadistica, lo cual limita
el potencial de enriquecimiento del aprendizaje
mediante recursos digitales.

Los hallazgos sugieren la necesidad de fortalecer
la formacion docente en dos dimensiones: por un
lado, en el desarrollo de estrategias didacticas
que promuevan de manera mas profunda la ha-
bilidad de representacion, y por otro, en la inte-
gracion efectiva de recursos tecnolégicos en el
proceso de ensefianza-aprendizaje.

Cabe sefalar que estos resultados también deben
considerarse en el contexto especifico del esta-
blecimiento educativo, que presenta indices de
vulnerabilidad que pueden influir en la dinamica
de aula y en las prioridades del trabajo docente
(Silva, 2015). Asimismo, la etapa de transicion
profesional de la docente desde la formacion ini-
cial al ejercicio profesional (Solis et al., 2016) po-
dria explicar en parte las limitaciones observadas.

Finalmente, futuras lineas de investigacion po-
drfan considerar una ampliacion de la muestra,
asi como estudios longitudinales que evallen el
impacto de intervenciones formativas orientadas
a mejorar la ensefianza de la representacion y la
integracion tecnolégica en el aula de matematica.
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RESUMEN

Esta investigacion surge a partir de los conocimientos insuficientes evidenciados por estudiantes del
curso inicial de Algebra | de Ingenieria Civil en la Universidad de Atacama. Su propésito principal es
indagar en las dificultades y errores que enfrentan al resolver ejercicios de trigonometria. Se adoptd una
metodologia cualitativa descriptiva, con validacion interna, utilizando como instrumentos dos problemas
extraidos de una evaluacion. Mediante el andlisis didactico, se examinaron los objetivos de cada proble-
ma y las respuestas textuales de los estudiantes, lo que permitié determinar el conocimiento mateméatico
requerido y las habilidades cognitivas necesarias para su resolucion. Los resultados evidencian que las
practicas docentes presentan limitaciones en el refuerzo del cambio entre registros semiéticos, aspecto
que incide en la comprension de los estudiantes. Asimismo, el analisis de las producciones escritas per-
mitio identificar deficiencias en la operatoria con fracciones algebraicas y en la resolucion de ecuaciones
trigonométricas. Finalmente, se observd que los estudiantes presentan dificultades en la transicion des-
de un algebra escolar, centrada en procedimientos, hacia un enfoque universitario que integra multiples
registros semioticos.
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Algebra, Trigonometria, Dificultades, Duval

ABSTRACT

This study originates from the insufficient knowledge exhibited by first-year Civil Engineering students
enrolled in Algebra | at the University of Atacama. Its main objective is to investigate the difficulties and
errors encountered by students when solving trigonometry exercises. A qualitative descriptive methodo-
logy with internal validation was adopted, using two problems from an assessment as research instru-
ments. Through didactical analysis, the goals of each problem and the students’ written responses were
examined, which made it possible to identify the required mathematical knowledge and the cognitive
skills needed for their resolution. The findings reveal that teaching practices show shortcomings in rein-
forcing the transition between semiotic registers, which limits students’ understanding. Moreover, the
analysis of students’ written productions identified deficiencies in operating with algebraic fractions and
in solving trigonometric equations. Finally, it was observed that students face difficulties in the transition
from a school-level algebra focused on procedures to a university-level approach that integrates multiple
semiotic registers.
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Algebra, Trigonometry, Difficulties, Duval
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1. INTRODUCCION

La problematica de esta investigacion tiene que
ver con las dificultades que encuentran los estu-
diantes del primer afio del curso de Algebra |, del
plan comun de las carreras de Ingenieria Civil, de
la Universidad de Atacama de Chile. Las evalua-
ciones muestran una insuficiencia de conocimien-
tos del Algebra escolar en los diferentes temas
que aborda el programa del curso, en particular
en el dominio de la operatoria con expresiones
algebraicas y en la resolucion de ecuaciones tri-
gonométricas.

La Universidad de Atacama es una universidad
publica del Estado de Chile, su sede central se
encuentra ubicada en el norte del pais, en la ciu-
dad de Copiap6, region de Atacama. Ademas
de las Facultades de Ingenieria, Humanidades y
Educacion, Ciencias Juridicas y Sociales, Cien-
cias Naturales, Ciencias de la Salud y Facultad de
Medicina, la universidad cuenta con un Instituto
Tecnolégico y un Centro de Formacion Técnica.

La region de Atacama basa su economia en la
actividad minera, y debido a ello, las carreras de
pregrado que imparte la Universidad de Atacama
tienen en su mayoria relacion con el desarrollo de
dicha actividad. En este sentido, la Facultad de
Ingenieria dicta las carreras de pregrado en Inge-
nieria Civil en Minas, Ingenieria Civil en Metalur-
gia, Ingenieria Civil en Computacion e Informatica,
Ingenieria Civil Industrial, Geologia e Ingenieria
Comercial.

Las carreras de Ingenieria Civil, mencionadas an-
teriormente, tienen en sus dos primeros afios un
programa comun en ciencias basicas, donde el
Departamento de Matematicas de la Universidad
de Atacama es el encargado de dictar los cursos
correspondientes a su area. Este estudio concen-
tra su atencion en el curso Algebra | del plan co-
mun de Ingenieria Civil, se imparte en el primer
semestre del primer afio académico del estudian-
te. Los contenidos declarados en el programa del
Curso son concentrados en cuatro unidades, vy
que resumidamente son: sumatoria y progresio-
nes, trigonometria, geometria analitica y sistemas
de ecuaciones.

La Universidad de Atacama, aunque localizada
en una region especifica, enfrenta desafios simi-
lares a los de otras universidades con programas
de ingenieria en Latinoamérica. Estos desafios in-
cluyen la alta tasa de deserciéon en materias fun-
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damentales y las dificultades en la transicion des-
de la educacion secundaria a la universitaria en
areas STEM. En concreto, la desercion universita-
ria se refiere al fenémeno en el cual los estudian-
tes abandonan sus estudios antes de completar
Su carrera universitaria, ya sea de manera volun-
taria o forzosa. Segun estudios, la desercion en
la educacion superior chilena fluctua entre el 20%
y el 30%, con algunas variaciones dependiendo
del tipo de carrera y la institucion (Barahona et al.,
2016; Gonzalez y Uribe, 2018). Indicando, ade-
mas, que las tasas de desercion son mas altas en
areas como matematicas, ingenieria y ciencias.
A esta realidad la Universidad de Atacama no es
ajena, teniendo una tasa de desercion general del
24% vy la facultad de ingenieria de la misma uni-
versidad con una tasa de desercion del 25%.

Un estudio realizado sobre la desercion en la Uni-
versidad de Atacama (Barahona, Veres y Aliaga,
2016) manifestd que “las variables explicativas del
rendimiento académico estan relacionadas con
las notas de ingreso a la Universidad, la asisten-
cia a clasey el tipo de tipologia del establecimien-
to de procedencia”. Esta realidad es coincidente
con los factores que inciden en la retencion de
estudiantes de universidades chilenas y de Lati-
noamérica (Bedregal-Alpaca et al., 2020).

Ahora bien, centrado en la formacion especifica
de un ingeniero, no cabe duda de que las mate-
maticas son una disciplina relevante (Sancho-Vi-
nuesa et al., 2018) y aprenderlas va mas alla de
que el estudiante domine un conjunto de reglas,
algoritmos, formulas o procedimientos para resol-
ver listas de problemas rutinarios (Santos, 2011).
Este estudio se preocupa, concretamente, en el
aprendizaje de la trigonometria que se desarrolla
en el curso denominado Algebra 1. En este caso
nos centramos en la trigonometria debido a que es
considerada una herramienta esencial en diversas
ramas de la ingenieria (Colombo et al., 2017).

En relacion con esta problematica, se han reali-
zado investigaciones sobre las dificultades en
algebra, por ejemplo, Aray et al. (2020) afirman:
“La ensefianza de la trigonometria requiere de
una apropiacion conceptual y el emprendimien-
to de nuevos procesos que tomen en cuenta la
innovacion por parte del docente para mejorar la
ensefianza y el dominio de contenidos basicos.
[...] Se trata de un propdsito complejo que requie-
re de algunas cuestiones fundamentales como el
hecho de la practica constante de los recursos
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tecnolégicos actuales que existen en esta rama”.
Por otro lado, debemos considerar lo que mencio-
nan Castro y Carcamo (2023) sobre errores en
la resolucion de ecuaciones trigonométricas, ellos
citan a Riccominni (2005) quién sefiala que la en-
sefianza esta enfocada en la aplicacion de reglas
y estrategias irrelevantes debido a la ausencia de
informacién sobre patrones y errores que cometen
los estudiantes, finalmente Guerra (2009) realizd
un analisis sobre como los estudiantes entienden
las expresiones algebraicas cuando comienzan
a aprender algebra relata que una de las princi-
pales dificultades radica en la comprension y ma-
nipulacién de expresiones algebraicas. Los estu-
diantes normalmente enfrentan obstaculos en la
interpretacion de las letras y simbolos utilizados
en el algebra.

Ya enfocado especificamente en la trigonometria,
Scholz y Montiel (2017) dan cuenta de la escasez
de investigaciones que aborden el pensamiento
geométrico relacionado con el estudio de lo trigo-
nométrico, mencionando que a lo mas se resalta
la visualizacion en su ensefianza y aprendizaje,
pero en cuanto al pensamiento variacional, una
de las pocas propuestas que abordan un poco el
tema es la de Moore et al. (2012) la cual menciona
el razonamiento covariacional.

Otro estudio, sobre el tema del pensamiento ma-
tematico, sostiene que ahora podemos hablar del
desarrollo del pensamiento matematico y de la
construccion del conocimiento a través de prac-
ticas, y no solo basandonos en las secuencias
|6gicas y estructuradas que han sido tradiciona-
les en la ensefianza de los conceptos. (Beltran y
Montiel., 2016).

En general, el énfasis en la ensefianza de la tri-
gonometria se encuentra en el aprendizaje de
propiedades y operatoria algebraica, dejando
de lado otras propiedades inherentes a los con-
ceptos trigonométricos. Ahora, si consideramos
las expresiones trigonométricas, que requieren
un registro de representacion diferente al registro
de los numeros, Duval (2004) sefiala: “Veremos
que la conversién de representaciones es para el
aprendizaje, una actividad tan fundamental como
las actividades de conversion o de tratamiento.
Ya que, soélo la conversion puede favorecer la
comprension a través de la coordinacion de los
registros de representaciones en juego”. En esta
investigacion sobre ecuaciones trigonométricas
identificamos dos registros de representacion en
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juego, el registro de las expresiones algebraicas
y el registro de las funciones trigonométricas, en
cada registro semiodtico es necesario reconocer
las notaciones utilizadas en cada uno de ellos
para no confundirlas y poder coordinarlas.

En esta investigacion sobre ecuaciones trigo-
nométricas identificamos dos registros de repre-
sentacion en juego, el registro de las expresiones
algebraicas y el registro de las funciones trigo-
nomeétricas, en cada registro semiético es nece-
sario reconocer las notaciones utilizadas en cada
uno de ellos para no confundirlas y poder coordi-
narlas.

También es importante distinguir entre el marco
matematico del algebra, que incluye sus objetos
(expresiones algebraicas), propiedades y reglas
operatorias, y el marco matematico de la trigono-
metria, que abarca sus objetos (funciones trigo-
nomeétricas), notaciones, identidades trigonométri-
cas y reglas operatorias.

Para el desarrollo del estudio nos planteamos las
siguientes preguntas de investigacion:

¢ De qué naturaleza son los errores cometidos por
los estudiantes del curso de algebra | de Ingenie-
ria del plan comun de la UDA? ;Estos estudiantes
aplican a las actividades de la trigonometria las
reglas matematicas correctas?

2. MARCO TEORICO

El Marco tedrico se inscribe por una parte, tanto
en el marco del Algebra como el de la Trigono-
metria, basados en la identificacion de los objetos
de cada marco, las definiciones y propiedades
que permiten operar los objetos, considerando las
diferentes representaciones semidticas involucra-
das.

La Teoria de Registros de Representacion Semio-
tica sostiene que para entender las matematicas
es necesario ser capaz de diferenciar entre un
objeto matematico y la manera en que lo repre-
sentamos. Si no se puede hacer esta separacion,
no se alcanza una verdadera comprension de los
conceptos (Aguilar Terrones et al., 2022). Desde
la perspectiva de esta teoria, se considera como
los diferentes registros de representacion (simbo-
lico, grafico, numérico, entre otros) intervienen en
la comprension de los conceptos matematicos y
en la resolucion de ejercicios y/o problemas. Esta



teorfa permite analizar como los estudiantes in-
terpretan, transforman y conectan las representa-
ciones para construir significado y resolver tareas
matematicas.

Por otra parte, el analisis a priori de los ejercicios
propuestos para dejar en evidencia el objetivo
de cada uno, los conocimientos matematicos re-
queridos y la actividad cognitiva necesaria para
resolverlos con éxito. El analisis a priori permite
dejar explicitas tanto la respuesta esperada y las
posibles respuestas de los y las estudiantes ade-
mas de los eventuales errores que se pudieran
cometer.

Segun lo anterior, es necesario detallar con mayor
claridad algunos conceptos que seran utilizados
en esta investigacion para tener una interpreta-
cién comun de los significados y aclaraciones.

2.1 Teoria de Registros de Representacion
Semidtica

Esta teoria destaca la importancia de las repre-
sentaciones en los procesos de aprendizaje y
en la construccion del conocimiento. Segun Du-
val (1999), no se puede analizar el conocimien-
to sin considerar el concepto de representacion.
Ademas, Duval enfatiza que el papel crucial de
la semiosis —entendida como el proceso median-
te el cual se producen, interpretan y transforman
significados a través de representaciones semioti-
cas— radica no solo en el uso de un tipo especifi-
co de signos, sino en la diversidad de signos que
pueden emplearse.

Un aspecto central sefialado por Duval es la di-
ficultad que implica cambiar de una representa-
cion semidtica a otra. Este cambio, que es funda-
mental en el aprendizaje matematico, representa
un desafio significativo para muchos estudiantes
en distintos niveles educativos. De hecho, las ob-
servaciones en el aprendizaje de las matematicas
han mostrado que para algunos estudiantes esta
operacion puede resultar extremadamente dificil,
e incluso, en ciertos casos, imposible (Marchetti et
al., 2019; Bejarano Segura, 2023).

Segun esta teoria, el aprendizaje de matematicas
debe enfocarse en los cambios de representacion,
ya que esto puede ser dificil para los estudiantes.
Lo anterior, es importante en esta investigacion
porque muestra coémo los alumnos, al no recono-
cer una funcion trigonométrica, responden con la
aritmética que conocen. Esto se confirma, ya que
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Duval explica que el pensamiento matematico im-
plica transformar y convertir representaciones.

Asi, de esta manera los conceptos que utilizare-
mos son definidos por Duval (1999) como:

Tratamiento de las representaciones semioti-
cas: Este concepto menciona las transformacio-
nes que ocurren dentro de un mismo sistema de
representacion, sin cambiar el tipo de representa-
cion utilizada. Un tratamiento ocurre cuando utili-
zamos una expresion trigonométrica sin cambiar
su naturaleza simbdlica, por ejemplo: 2(sen(x)+1)
se puede escribir 2sen(x)+2. Aqui, se realiza una
transformacion algebraica dentro del mismo siste-
ma de representacion (algebraico) por lo que es
un tratamiento.

La conversion de representaciones: es la trans-
formacion de un objeto de un sistema de repre-
sentacion semidtica a otro, sin que cambie su sig-
nificado matematico. A diferencia del tratamiento,
que opera dentro del mismo sistema de represen-
tacion, la conversion implica un cambio entre sis-
temas diferentes. Por ejemplo:

* Registro de lenguaje natural: "El seno de un
angulo de 30 grados es igual a 0.5."

¢ Registro numérico: sen (30°) = %

e Registro de escritura simbdlica sen(B)=ca-
teto opuesto/ cateto adyacente, donde para
B=30° se tiene que sen (30°) = %

Guerra (2009), sobre el papel de la conversion en
la ensefianza, Duval (1999) sefiala que: “La ense-
Aanza privilegia el aprendizaje de las reglas que
conciernen la formacion de las representaciones
semidticas y las que conciernen su tratamiento. Y
esto principalmente para el registro de los discur-
s0s en lengua natural, para los registros numéri-
cos y para el registro de la escritura simbdlica”.
Esta idea muestra que los estudiantes tienen di-
ficultades porgue no se les ensefia con suficiente
importancia a cambiar entre diferentes formas de
representar un mismo concepto. En el caso de las
funciones trigonométricas, esto es clave, ya que
pueden expresarse de varias maneras.

Algunos de los motivos por los cuales no se traba-
ja la conversion de representaciones son:

e En muchos casos no existen reglas claras
para realizar la conversion o su aplicacion es
muy limitada.

e Algunas veces se cambia de representacion
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solo para simplificar el trabajo, pero luego se
sigue operando en un unico registro

e Existe la creencia de que cambiar entre re-
gistros es algo inmediato y sencillo, por lo
que dedicar tiempo a esta actividad podria
verse como una pérdida de tiempo

Fenomenos del cambio de registro: son proce-
sos cognitivos fundamentales que ocurren cuando
se realiza una conversion de un objeto matemati-
co representado en un registro semidtico a otro.
Estos fendmenos son esenciales en el aprendizaje
de las matematicas, ya que el conocimiento ma-
tematico no se puede aprender sin la mediacion
de diferentes sistemas de representacion. Estos
fendmenos se clasifican en dos grandes tipos: “la
congruencia” y la “no congruencia”.

Congruencia: Un cambio de representacion es
congruente cuando "no altera el significado del
objeto representado” Duval (1999), aunque modi-
figue la forma de representacion. En este caso, la
informacién contenida en el registro inicial se man-
tiene intacta tras la conversion a otro registro. Por
ejemplo, y=sen(x) representado como ecuacion
se puede realizar su conversién a su representa-
cién en el plano cartesiano. Las dos representa-
ciones (algebraica y grafica) expresan la misma
funcién sin pérdida de informacion

La no congruencia: En estos casos, la conver-
sion entre representaciones implica una pérdida o
simplificacién de la informacion. Por ejemplo, si el
estudiante se enfrenta a una ecuacién sen(x)=1/2
y lo transforma a un registro grafico en el plano
cartesiano como y=1/2. Aunque la ecuacion tie-
ne soluciones especificas para como x=30° 0 x=
150°, la gréfica solo muestra una linea horizontal
en y=1/2 y no proporciona directamente las solu-
ciones exactas para la ecuacion inicial. Esta con-
version pierde la precision de los valores, por lo
gue es un ejemplo de no congruencia.

En esta investigacion, lo que nos aporta la teoria
de Duval es el concepto de representacion, esto
es gque los estudiantes usan lo que ya saben sobre
ndmeros y expresiones algebraicas para aprender
cosas nuevas. Esto es especialmente importante
cuando se estudian las funciones trigonométricas,
un tema relativamente nuevo para los alumnos,
que trae consigo varias dificultades en su apren-
dizaje.

Por lo tanto, en nuestro estudio observamos las di-
ficultades del aprendizaje de un nuevo objeto que
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es una funcioén trigonométrica y sus propiedades,
estas actividades son diferentes a los marcos ma-
tematicos vistos por los estudiantes.

2.2 Consideraciones matematicas de las
funciones trigonométricas

Para este analisis, usaremos como texto guia
de conceptos el libro de Pre-calculo de James
Stewart (2016), inicialmente el autor define a las
funciones trigonométricas en la circunferencia de
radio 1 (pg. 377) mas adelante se ensefia a eva-
luar una funcién trigonométrica, se define el domi-
nio de una funcioén trigonométrica (pg. 380) poste-
riormente se ensefian los signos de las funciones
trigonométricas, propiedades de la gréfica de la
funcion trigonométrica par e impar y posterior-
mente las identidades trigonométricas (pg. 382)

En relaciéon con nuestro estudio, es posible consi-
derar los siguientes puntos: Primero, en matema-
ticas, usualmente los objetos se definen primero,
y posteriormente se desarrollan sus propiedades.
Este enfoque puede observarse en sistemas axio-
maticos y teorias formales donde las definiciones
de los conceptos fundamentales preceden a la
formulacion de teoremas y propiedades deriva-
das (Giovannini, 2014; Contreras, 2017). Segun-
do, las propiedades de las identidades tienden a
presentarse después de haber establecido otras
definiciones basicas. Esto podria deberse a que
las identidades requieren previamente una estruc-
tura o contexto definido para ser interpretadas y
aplicadas correctamente.

2.3 Relacion entre ejercicio y problema

Un ejercicio se entiende como una tarea que im-
plica la aplicacion de procedimientos o técnicas
previamente aprendidas, con una solucion direc-
ta y sin requerir una comprension profunda del
contexto. En contraste, un problema se considera
una situacion que presenta una dificultad o desa-
fio, donde la solucién no es evidente y requiere
de una reflexiéon profunda, andlisis y, a menudo,
la aplicacion de multiples estrategias. (Zaldivar y
Mayo, 2005).

En el contexto del curso de élgebra | utilizado en
esta investigacion, la utilizacion de ejercicios en
lugar de problemas en las evaluaciones parciales
se debe a que el curso tiene una finalidad de ni-
velar conocimientos para los cursos posteriores,
siendo las competencias desarrolladas y espera-



das declaradas en el programa de la asignatura
(Facultad de Ingenieria, 2021), competencias de
niveles basicos segun la taxonomia de Bloom.

3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION

El disefio metodolégico se estructurd en dos eta-
pas. La primera correspondi6 al andlisis a priori de
los ejercicios, mientras que la segunda se centr6
en el analisis de las respuestas escritas proporcio-
nadas por los estudiantes.

3.1. Analisis a priori de los ejercicios

El presente analisis se enmarca en un enfoque
cualitativo descriptivo, orientado a la validacion
interna segun el modelo de Ingenieria Didactica
propuesto por Artigue (1995). Este modelo de in-
vestigacion en educacion matematica ofrece un
esquema estructurado para abordar de manera
sistematica tanto la indagacion cientifica como la
innovacion en los procesos de ensefianzay apren-
dizaje de las matematicas. Consta de cuatro fases
principales: la concepcién de la ingenieria o pro-
puesta didactica, los andlisis preliminares, el ana-
lisis a priori de la experiencia y el analisis a pos-
teriori. La validez de la investigacion se establece
mediante la confrontaciéon entre las respuestas
esperadas, formuladas en el andlisis a priori, y las
respuestas efectivamente obtenidas en el andlisis
a posteriori. En nuestro caso, la propuesta corres-
ponde al estudio de dos ejercicios seleccionados
de una prueba del curso Algebra | del plan comun
de Ingenieria Civil de la Universidad de Atacama,
y la experiencia se concreta en la resolucion de
dichos problemas durante las clases.

3.1.1 Participantes

Los participantes de este estudio fueron 20 estu-
diantes de primer afo del plan comuan de Inge-
nierfa Civil de la Universidad de Atacama, Chile.
Estos estudiantes se inscribieron en el curso de
Algebra 1, una asignatura fundamental dentro de
su plan de estudios. El grupo incluyé una diversi-
dad de perfiles académicos y antecedentes edu-
cativos, lo que permitié analizar las dificultades
comunes y especificas que enfrentan al abordar
los contenidos del curso.
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3.1.2 Instrumento

El instrumento metodolégico utilizado en este es-
tudio estuvo compuesto por dos ejercicios selec-
cionados de la primera prueba del curso de Al-
gebra |, centrados especificamente en el tema de
trigonometria.

El ejercicio 1 tuvo como obijetivo evaluar la apli-
cacion de técnicas para resolver ecuaciones tri-
gonométricas, mientras que el ejercicio 2 busco
medir la capacidad de los estudiantes para de-
mostrar una identidad trigonométrica. En explicitar
objetivos del gjercicio, los conocimientos necesa-
rios poner en juego, la respuesta esperada o ex-
perta y las posibles respuestas que se supone a
priori darfan los estudiantes.

Ejercicio 1: Resuelva la siguiente ecuacion trigo-
nométrica, sabiendo que x [0,2]:

Objetivo: Conocer la técnica para resolver una
ecuacion trigonométrica de segundo grado con
una incognita y dos variables.

La soluciéon esperada: Notar que la ecuacion
tiene dos funciones diferentes: el cos2(x) y sen(x)
por lo tanto, es necesario dejar una sola funcion
en la ecuacion, para ello, en este caso conviene
reemplazar cos2(x) en funcion de sen(x), para de-
jar la ecuacioén en sen(x), asi obtenemos la ecua-
cioén trigonométrica:

1. Se aplicara la técnica de resolucion de una
ecuacion de segundo grado.

Se distribuye:

Se ordena la ecuacion:

2. Se obtienen dos valores sen(x)= 1/2y
sen(x)= -2, pero se descarta sen(x) = -2, por
recorrido de la funcién seno.

3. Si sen(x) es 1/2, la solucion debe estar en el
primer y segundo cuadrante segun la gréafica
de la funcién seno.

4. Entonces x es /6 o también 5m1/6

5. Finalmente, la solucion de la ecuacion trigo-
nométrica dada es 1/6 0 51/6 .
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Conocimientos necesarios para resolver el ejerci-
cio 1

1. Reconocer una ecuacion trigonométrica con
dos variables, y se debe sdélo dejar una.

2. Conocer la identidad trigonométrica de cos?(x)
3. Hacer cambio de variables pertinentes

4. Conocer reglas de operatorias (técnica) para la
resolucion de ecuaciones trigonométricas

5. Reconocer la forma de una ecuacion de 2° gra-
do

6. Resolver una ecuacion de esta forma.

7. Reconocer que las funciones trigonométricas
Nno son expresiones algebraicas

8. Resolver una ecuacion trigonométrica necesita
otro procedimiento distinto de |la operatoria alge-
braica

9. Recurrir a las identidades trigonométricas que
ponen en juego las funciones trigonométricas

10. Conocer las representaciones graficas de las
funciones trigonométricas.

Posibles errores en el gjercicio 1

En este ejercicio es posible que los alumnos no
elijan la identidad trigonométrica pertinente o no
la conozcan, otro posible error es que no recurren
al cambio de variable que convierta la ecuacion
dada en una ecuacion de segundo grado, o se
equivoquen en el procedimiento de resolucion de
una ecuacion de segundo grado.

Ejercicio 2: Demuestre la siguiente identidad:

Objetivo: Demostrar una identidad trigonométrica.
La solucién esperada

1. Hacer los siguientes reemplazos:

2. Desarrollando, se tiene:
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3. Reduciendo términos del paréntesis y simplifi-
cando por coseno, se obtiene:

Obteniéndose la igualdad con la ecuacion inicial.
Por lo tanto, queda demostrada la identidad.

Conocimientos necesarios poner en juego para
demostrar la identidad

1. Identidades trigonométricas

2. Operatoria con las fracciones y funciones trigo-
nométricas

3. Igualacion de expresiones trigonométricas.
Posibles errores del gjercicio 2

En este ejercicio puede que los estudiantes no re-
curran a las identidades trigonométricas adecua-
das, no comprendan el significado de una demos-
tracion o evidencian una carencia del dominio de
la operatoria algebraica.

4. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS
ESTUDIANTES

Esta etapa consistié en el andlisis de las respues-
tas de los estudiantes, considerando para ello sus
producciones escritas. El propdsito fue eviden-
ciar los conocimientos efectivamente movilizados,
identificar las falencias presentes, comprender la
naturaleza de las dificultades manifestadas y es-
tablecer la distancia existente entre los saberes
puestos en practica por los estudiantes y los sa-
beres matematicos requeridos para la resolucion
de las tareas propuestas.

Hemos seleccionado las respuestas de los es-
tudiantes que nos entregaron informacion sobre



dificultades en la resoluciéon de los problemas.
No consideramos los estudiantes que resolvieron
correctamente el problema ni aquellos cuyas re-
soluciones eran confusas. Los estudiantes los de-
signamos por Ai, coniigualat, ..., 20.

Figura 1. Tratamiento de una ecuacion trigonomeétrica
como una ecuacion sencilla

o v e LD R e VO S R

Nota. Respuesta del alumno A,

A, abordo la ecuacion como si se tratara de una
sencilla ecuacion algebraica, donde solo era ne-
cesario despejar. Sin embargo, A, resolvio una
funcién trigonométrica en términos de otra como si
fueran expresiones puramente algebraicas, para
luego concluir que eran diferentes (escribid 0+0).
Ademas, trata las funciones trigonométricas como
si fueran expresiones algebraicas y no se da
cuenta que las funciones trigonométricas se ope-
ran con otros procedimientos, en este caso debe
escribir una funcion trigonométrica en funcion de
la otra mediante la aplicacion de una identidad.

Larespuesta de A, se puede observar en la Figura
2.

Figura 2. El alumno no recuerda la incognita inicial al
usar un cambio de variable

Nota. Respuesta del alumno A,

A, utiliza la identidad cos® x = 1 — sen? x, y apli-
ca procedimiento necesario, es decir recurre a un
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cambio de variables para obtener la ecuacion de
segundo grado y resolverla. Sin embargo, A2 no
determina el valor de “x”, ya que olvidé el cambio
de variables que realizé. El procedimiento de A,
se repite con el alumno A,.

La respuesta del estudiante A, se observa en la
Figura 3.

Figura 3. Un caso en que no aplica el cambio de
variable
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Nota. Respuesta del alumno A,

A,, identifica que el problema tiene dos variables
gue son funciones trigonométricas y aplica una
identidad trigonométrica para reducir a una varia-
ble, pero el alumno no realiza el cambio de varia-
ble necesario para terminar de resolver este pro-
blema. Esto se observé también en el alumno A,.

Larespuesta de A, se puede observar en la Figura
4,

Figura 4. Caso en que confunde la potencia con la
multiplicacion

Nota. Respuesta del alumno A,

A, confunde el exponente 2 con el coeficiente 2,
lo que cambia totalmente el problema inicial. Este
error no fue previsto, este error solamente A, lo
cometid. No resuelve la ecuacion trigonométrica
dada.

En sintesis, los errores identificados en el proble-
ma 1 estan relacionados con el tratamiento de las
funciones trigonométricas como si fueran expre-
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siones algebraicas. En este andlisis, se observa
que las identidades trigonométricas no han sido
consideradas. Desde la perspectiva de la teoria
de los registros de representacion semidtica de
Duval, esto indica que los estudiantes no logran
distinguir entre los objetos propios del registro de
las funciones trigonométricas y los del registro al-
gebraico.

Ademas, A, no termina de resolver la ecuacion
realiza un cambio de variable, pero no vuelve a
la variable inicial. Los errores de A, también lo
repitio A,. También se evidencia que el alumno
A, utiliza correctamente la identidad cos2 x = 1 —
sen2 x evidenciando un dominio en la operatoria
algebraica pero no realiza el cambio de variable
necesario para resolver el problema planteado,
esto se observé en 2 casos.

Finalmente, se debe destacar que el alumno A,
comete un error conceptual en algebra, al confun-
dir el exponente 2 como coeficientes, este error
solo lo cometio A,.

Con relacion al ejercicio 2, la respuesta de A, se
pude observar en la Figura 5.

Figura 5. Caso de tratamiento erréneo de una funcion
trigonomeétrica

Nota. Respuesta del alumno A,

El estudiante A, comete un error en la simplifica-
cion, esto es frecuente, los estudiantes simplifican
funciones trigonométricas que aparecen en un nu-
merador y denominador de otra fraccion. Nueva-
mente se encuentra el tratamiento erréoneo de las
funciones trigonométricas, en este caso simplifi-
can las funciones como numeros, esto es

Este procedimiento lo evidencian los estudiantes
A, A, A,y A, Nuevamente encontramos la no
distincion de los objetos de cada registro. La res-
puesta de A, se puede observar en la Figura 6.
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Figura 6. Trabajo en ambito numeérico con las funciones
trigonomeétricas

Nota. Respuesta del alumno A,

El problema 2 fue el de menor logro, solo un 4 de
20 respondieron correctamente. Esta actividad de
demostracion de identidades en Trigonometria no
ha sido comprendida por los estudiantes.

En sintesis, los siguientes errores fueron detecta-
dos en el problema 2:

Se identifican errores al simplificar fracciones al-
gebraicas, lo que evidencia una falta de dominio
en la operatoria algebraica. Ademas, los estudian-
tes no comprenden el significado de demostrar
una identidad, lo que afecta su capacidad para
abordar este tipo de problemas con éxito.

Se ha constatado que, para los estudiantes par-
ticipantes, el problema de demostracion de una
identidad resulté de un grado de dificultad supe-
rior al de resolver una ecuacion trigonométrica.



5. CONCLUSIONES

Se han identificado dificultades fundamentales en
la operatoria de las fracciones algebraicas, evi-
denciando que los estudiantes no distinguen que
el operar con expresiones algebraicas requiere
el uso de propiedades diferentes a las utilizadas
en la operatoria numérica. Asimismo, no logran
distinguir que la resolucién de ecuaciones trigo-
nomeétricas requiere procedimientos y propieda-
des diferentes en la resolucion de ecuaciones al-
gebraicas.

El ejercicio 2 (demostracion de una identidad)
presentd un grado de dificultad mayor en com-
paracion con la resolucion de una ecuacion trigo-
nométrica (ejercicio 1). Los estudiantes demues-
tran que no han comprendido que operar con
expresiones algebraicas difiere significativamente
de la operatoria con numeros, ya que tienden a
aplicar propiedades de simplificacion propias de
fracciones numéricas al trabajar con fracciones
algebraicas. Esto podria deberse a que, en la in-
troduccion de las expresiones algebraicas, no se
enfatizé suficientemente el paso del marco numé-
rico-aritmético al algebraico. Como resultado, no
han entendido que las expresiones algebraicas,
al incluir letras y nimeros, constituyen objetos dis-
tintos a los numeros y que deben manipularse de
acuerdo con propiedades especificas del algebra,
muy diferentes de las propiedades aritméticas.

Las representaciones semidticas tienen una im-
portancia crucial en el proceso de ensefianza de
la matematica, ya que permiten la comprension,
la comunicacién y el desarrollo de las actividades
matematicas (Duval, 2006; D’Amore, 2006) sin
embargo, existen estudios que sefialan que, en
la ensefanza de las matematicas, en general, no
se utiliza con importancia los cambios entre dife-
rentes registros de representacion semidética. Por
ejemplo, Chico y Montes (2023) afirman que “el
uso limitado de las representaciones semiéticas
en los materiales educativos y en las practicas
pedagogicas afecta negativamente la compren-
sion y el aprendizaje de conceptos matematicos
fundamentales”. Ademas, Bejarano Segura (2023)
sefiala que "esto revela la necesidad de mejorar
la aplicacion de los procesos cognitivos de re-
presentacion en la ensefianza de la trigonometria
para lograr una comprension mas profunda de los
conceptos”.

Lo anterior sugiere que, en la ensefianza de las
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matematicas, no se aborda adecuadamente el
cambio de representacion y, en particular, en
esta investigacion se refleja lo mencionado ante-
riormente en las respuestas entregadas por los
estudiantes, siendo necesario que los docentes
sean capaces de reconocer su importancia y fo-
mentar dichas transiciones. Un ejemplo es el caso
del ejercicio 1 estudiante A2 quién transforma la
expresion trigonometria en una expresion alge-
braica, pero al entregar su resultado no vuelve
a la expresion trigonometria asumiendo que el
ejercicio estaba finalizado, siendo necesario que
el docente refuerce el articular el registro de las
expresiones algebraicas con el registro de las ex-
presiones trigonométricas. Esta practica permite
profundizar en el significado de las expresiones
algebraicas y trigonométricas, con el fin de que el
estudiante pueda dar sentido y significado a estas
expresiones.

Ademas, se observa que la transicion entre ex-
presiones algebraicas y trigonométricas también
requiere respetar operatorias algebraicas elemen-
tales. Por ejemplo, podemos observar en el estu-
diante A7 que al resolver el ejercicio 2 simplifica
una expresion en la que el numerador contiene
una suma como operacion principal. Lo anterior
evidencia que hay estudiantes que no relacionan
que las expresiones algebraicas y trigonométricas
representan variables numéricas con un cierto do-
minio especifico segun la expresion dada. Esto
también se refleja en el ejercicio 1 estudiante A6
quién pasa de una razén trigonométrica con una
potencia de 2 a una razén trigonométrica con un
angulo doble.

Este fendmeno refleja la falta de distincion entre
los objetos y las notaciones correspondientes a
los registros de representacion involucrados, lo
que parece ser la causa principal de los errores
observados, debido a un insuficiente conocimien-
to matematico y una comprension limitada de las
notaciones y sus propiedades.

El analisis de los enunciados de los ejercicios y
sus resoluciones exigen, principalmente, la me-
morizacién de férmulas (sin contar conceptos
algebraicos previos). Este tipo de situaciones no
permiten razonar, al estudiante, sobre los obje-
tos en juego ni su manipulacion lo que conlleva
un costo significativo en su aprendizaje. Practicar
este tipo de ejercicios no permite al estudiante
comprender que las expresiones algebraicas y
numeéricas representan funciones o valores. Ade-
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mas, la valoracion del conocimiento se reduce a
recordar férmulas, lo que implica que, si un estu-
diante no conoce una férmula, no podra resolver
el problema.

Por lo tanto, es necesario que los docentes revi-
sen el tipo de ejercicios que se utilizan, segun los
resultados de aprendizaje esperados. Es decir, es
necesario plantear problemas, en lugar de ejerci-
cios, que exijan al estudiante buscar caminos o
estrategias de solucion en base a sus conocimien-
tos adquiridos. Cabe sefialar que los estudiantes
son alumnos de ingenieria y requieren problemas
relacionados con contextos que presenten desa-
fios a sus capacidades y que vayan mas alla de la
aplicacion de férmulas.

A modo de conclusion, en relacion con la prime-
ra pregunta de investigacion, sobre la naturaleza
de los errores cometidos por los estudiantes en
el curso de algebra 1 del plan comun de ingenie-
ria civil de la UDA, la investigacion revela que los
estudiantes no logran distinguir entre los proce-
dimientos algebraicos y numéricos. Se identificd
que, al operar con fracciones algebraicas vy tri-
gonométricas, los estudiantes aplican incorrecta-
mente propiedades numéricas.

Respecto a la segunda pregunta, en relacién con
el uso de las reglas matematicas en las activida-
des de trigonometria, el estudio revela que los es-
tudiantes, en su mayoria, no aplican correctamen-
te los procedimientos correspondientes. Aunque
algunos conocen ciertas identidades trigonométri-
cas, no las utilizan adecuadamente o no las re-
conocen como herramientas necesarias para re-
solver los problemas planteados. En los ejercicios
de demostracion, por ejemplo, los estudiantes
tienden a simplificar incorrectamente las expresio-
nes, como si fueran fracciones numéricas, lo que
evidencia una falta de comprension de los obje-
tos y propiedades del algebra y la trigonometria.
Asimismo, se identificaron casos en que se inicia
correctamente un cambio de variable, pero no se
regresa a la variable original, dejando incompleto
el procedimiento. Estas situaciones demuestran
que las reglas matematicas de la trigonometria no
estan siendo aplicadas con propiedad, probable-
mente porgue no se ha logrado aun una apropia-
cion significativa de sus conceptos ni de las repre-
sentaciones que los sustentan.

Entendemos que la falta de énfasis, en un marco
matematico determinado al no precisar que los
objetos matematicos que lo constituyen tienen sus
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notaciones y propiedades. Por ejemplo, el marco
aritmético esta constituido basicamente por los
nameros y fracciones numéricas, con sus notacio-
nes, propiedades y operaciones propias. Al pasar
al marco algebraico los objetos ya no son nume-
ros ni fracciones numéricas, sino que los objetos
son las expresiones algebraicas compuestas que
se anotan con numeros Y letras, que se operan
de acuerdo con sus operaciones propias y muy
distintas a las del marco aritmético. Si el docente
no pone énfasis en clases en estas distinciones
los estudiantes no tomaran conciencia de ellas,
y seguiran aplicando sus conocimientos aritméti-
cos aprendidos en la escuela basica, lo que los
lleva a utilizar el tratamiento aritmético que dan a
la operatoria con expresiones algebraicas, puesto
que, no han tomado conciencia que son objetos
nuevos de otro dominio que tienen otras notacio-
nes y reglas nuevas, siendo necesario aprender a
operarlos en forma pertinente.

Se espera que con esta investigacion se pueda
continuar con estudios de casos que propongan
transiciones de representaciones que permitan al
estudiante asegurar un aprendizaje significativo
de la trigonometria.
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RESUMEN

Esta investigacion tuvo como propdsito caracterizar el quehacer de un docente de matematicas en rela-
cion con la interdisciplina, evaluando la influencia de factores como el curriculum, la formacion docente,
los estamentos administrativos escolares y el ambiente laboral sobre la calidad de la interdisciplinarie-
dad. Se adoptd un enfoque cualitativo mediante un estudio de caso Unico, que recuperd informacion a
través de la observacion de clases interdisciplinarias, una entrevista semiestructurada y la revision de
materiales proporcionados por el docente, tales como la planificacion de la actividad, el instrumento de
evaluacion y las guias trabajadas durante el proyecto. Los resultados, analizados a la luz de referentes
tedricos, evidencian limitaciones que afectan la calidad de la interdisciplinariedad esperada, entre ellas
la escasa preparacion interdisciplinaria formal y la falta de espacios otorgados por la administracion
escolar para la planificaciéon conjunta entre asignaturas. Estas condiciones derivan en actividades vy
evaluaciones que no integran plenamente los enfoques de otras disciplinas, restringiendo su alcance y
ubicandolas mas bien en el marco de una practica pluridisciplinar.

Palabras clave:
Aprendizaje profundo, quehacer docente, interdisciplina, aprendizaje
basado en proyecto

ABSTRACT

This study aimed to characterize the work of a mathematics teacher in relation to interdisciplinarity, as-
sessing the influence of factors such as curriculum, teacher education, school administrative structures,
and the work environment on the quality of interdisciplinary practice. A qualitative approach was adopted
through a single case study, which collected data from the observation of interdisciplinary lessons, a se-
mi-structured interview, and teaching materials provided by the teacher, including lesson plans, assess-
ment instruments, and worksheets used during the project. The findings, analyzed considering relevant
theoretical frameworks, reveal limitations that hinder the expected quality of interdisciplinarity. Among
these are the lack of formal interdisciplinary training and the limited opportunities provided by school
administration for joint planning across subjects. These constraints result in activities and assessments
that fail to integrate the perspectives and methods of other disciplines, thereby confining the practice to
a pluridisciplinary rather than a truly interdisciplinary approach.

Keywords:
Deep learning, teaching practices, interdisciplinarity, project-based
learning
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1. INTRODUCCION

El Ministerio de Educacion de Chile (de aqui en
adelante, MINEDUC) reconoce las limitaciones
del sistema tradicional de educacién para enfren-
tar los desafios actuales, como el cambio climati-
co, la pérdida de biodiversidad, la profundizacién
de desigualdades, crisis humanitaria, entre otros
(UNESCO, 2022). Reynaldo et al. (2015) plantean
que la interdisciplinariedad es una de las estrate-
gias clave para revertir esta situacion e incremen-
tar la calidad de la ensefianza, dadas las actuales
condiciones de desarrollo social. Esta propuesta
toma fuerza en la solucién de problemas, y se
proyecta como base para una educacion general
integral. En este contexto, la Unidad de Desarrollo
Curricular se encuentra trabajando en una comi-
sion para potenciar la interdisciplinariedad en el
curriculum chileno, con el propésito de levantar un
informe que incluya recomendaciones curricula-
res y estrategias para desarrollar actividades in-
terdisciplinarias (MINEDUC, 2022).

Segun Andonegui (2004) se entiende la interdisci-
plinariedad como el estudio que se realiza con la
cooperacion de diversas disciplinas, transfiriendo
meétodos de estudio de una disciplina a otra. El
autor la define a partir de la generalidad, es decir,
todas las relaciones posibles entre las distintas
areas disciplinares para comprender y dar sentido
a un contenido. A pesar de la valoracion teérica
que se hace de la interdisciplina, tanto nuestra ex-
periencia con el sistema educativo como los testi-
monios de docentes y estudiantes nos hace notar
que estas practicas no se realizan con frecuencia
en las aulas. Carvajal (2010) describe diversas
dificultades en la implementacion de este tipo de
actividades, entre ellas el uso de un lenguaje ex-
cesivamente cientifico, el egocentrismo intelectual
entre disciplinas y las rigideces de las estructuras
institucionales, entre otras.

Asi mismo, Reynaldo et al. (2015) advierten sobre
la insuficiente preparacion de docentes al mo-
mento de abordar propuestas interdisciplinarias,
situacion que puede compararse con el contexto
chileno. En esta misma linea, Huincahue (2022)
plantea que para el profesorado es desafiante
la creacion de situaciones pedagdgicas interdis-
ciplinarias en las que se integre el conocimiento
matematico, debido a la falta de documentos que
orienten el disefio de una propuesta interdiscipli-
naria significativa con la cual fundamentarla. A
partir de lo especificado en estos antecedentes,
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cabe preguntarse, s qué practicas docentes se lle-
van a cabo en la ensefianza de las matematicas
vinculadas con otras disciplinas? Para responder
esta interrogante, en este estudio nos propone-
mos observar la accién de un docente en una ac-
tividad interdisciplinaria, considerando el panora-
ma educativo actual, es decir, el espacio escolar,
el curriculum, la formaciéon docente y el ambiente
laboral. En el analisis nos enfocamos en la pre-
paracion interdisciplinaria del docente, el proceso
de planificacioén, el rol que cumple en el desarrollo
de la actividad y su percepcién acerca de esta.

2. REVISION TEORICA

Esta problemética se encuentra enmarcada en
el area de estudio de las disciplinariedades, por
esto, empezamos investigando sobre sus concep-
tos y el rol que toman en el contexto, como, por
ejemplo, intradisciplina, multidisciplina, pluridisci-
plina, interdisciplina y transdisciplina. En primera
instancia, definimos dos de las disciplinariedades,
ya que, una es la que se estudid en la investiga-
cion y la otra es la que observamos en el caso
de estudio, luego construimos la Tabla 1 que re-
sume la relacion entre las asignaturas en cada
disciplinariedad y finalmente destacamos la inter-
disciplinariedad sobre el resto como herramienta
para el contexto educativo. Posteriormente, nos
referimos a las directrices curriculares vigentes
en Chile sobre el tema, para comprender cuanto
y cémo el curriculum aborda nuestra teméatica de
interés. Finalmente, para concluir este apartado,
se investiga sobre el quehacer docente con rela-
cién a como se trabaja la interdisciplinariedad en
diversos contextos, tanto nacionales como inter-
nacionales.

2.1 Disciplinariedades

Al hablar de disciplinariedades se debe tener en
consideracion la existencia de los diversos con-
ceptos que se desprenden de esta, tales como,
intradisciplina, multidisciplina, pluridisciplina, in-
terdisciplina y transdisciplina. A continuacion, nos
centramos en dos de ellas, las cuales tuvieron re-
lacion con nuestra investigacion.

La pluridisciplinariedad se encuentra en un nivel
un poco mas alto de integracion entre disciplinas,
pero sin alcanzar una verdadera articulacion. Es
decir, no existe un intercambio de culturas de
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cada area como los propios métodos y suposi-
ciones. Significa la cooperacion entre disciplinas,
sin coordinacion y suele ocurrir entre disciplinas
de un mismo nivel jerarquico. Existe colaboracion
entre las areas, complementariedad y objetivos
comunes, pero sin sistematizacion ni integracion
(Carvajal, 2010).

Un ejemplo de pluridisciplina puede ser un pro-
yecto escolar sobre el cultivo. En ciencias natura-
les se aborda el ciclo de las plantas, nutrientes del
suelo y las condiciones necesarias para el creci-
miento. En Matematicas se estiman los espacios
del terreno, calculando el perimetro y area desti-
nado para que cada grupo tenga un espacio para
su propio huerto y en Artes crear las etiquetas
para identificar las plantas, su nombre cientifico y
el registro de intervenciones en la planta como el
riego, horas de sol recibidas y otros.

Respecto a la interdisciplinariedad, Carvajal
(2010) la ubica en el segundo nivel de integracion
disciplinar e implica la interaccién de varias cien-
cias. Esta interaccion se caracteriza por la cola-
boracion y dialogo, con el fin de alcanzar saberes
que, de forma aislada, cada disciplina no podria
obtener. Asi, se logra un enriquecimiento mutuo y
una transformacion de metodologias de investiga-
cion y de ensefianza. La interdisciplina implica la
definicion de marcos conceptuales mas generales
que permiten la permeabilidad de saberes entre
disciplinas. Nicolescu (2013), distingue tres nive-
les de interdisciplina, a saber, de aplicacion (los
métodos de una disciplina se transfieren a otra
para producir nuevos resultados), epistemolégico
(los métodos transferidos generan andlisis intere-
santes en el campo epistemoldgico de otra disci-
plina) y de engendramiento de nuevas disciplinas
mas complejas a través de otras mas simples.
Para Suasnabas-Pacheco y Fernandez (2020) la
interdisciplinariedad permite cimentar una educa-
cion transversal, donde los diversos sectores se
conectan de manera armonica para desarrollar
actividades que beneficien la comunidad escolar.

Por su parte la interdisciplinariedad escolar, bajo
la mirada de los autores de esta investigacion,
consiste en estudiar un contenido, tema y/o pro-
blematica a través de dos o mas areas disciplina-
res. Esta busca la colaboracion y el complemento
entre metodologias de cada ciencia para abordar
y entender profundamente el contenido y/o pro-
blemética, utilizando situaciones interesantes, lla-
mativas y/o desafiantes para el estudiantado que
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necesitan un estudio con cooperaciéon de dos o
mas asignaturas, para superar la légica fragmen-
tada del enfoque por asignaturas. Un ejemplo
de ello se evidencia en fiestas patrias, especifi-
camente en la preparacion de la danza folclérica
“‘la Diablada”. Para el trabajo interdisciplinario se
vinculan las asignaturas de Educacioén Fisica con
Artes Visuales. Los docentes se reunen para pla-
nificar conjuntamente cémo integrar ambas dis-
ciplinas y ejecutar una evaluacion interdisciplinar
en que el estudiantado realiza la construccion de
las méascaras y antifaces en la asignatura de Artes
Visuales, los cuales seran utilizados el dia de la
presentacion de la coreografia coordinada en la
asignatura de Educacion Fisica. Producto de esta
colaboracioén surge la rubrica de evaluaciéon con-
sensuada entre ambas disciplinas que permite
valorar tanto la expresion artistica como el desem-
pefio en la danza.
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Tabla 1. Jerarquizacion de las disciplinariedades

Disciplinariedades ¢El tema es estu- | /Colabora activa- | ,Posee un enfo- | ;Se integran las
diado desde dos | mente con otras | que holistico? ciencias entre si?
0 mas ciencias? areas?

Transdisciplinariedad

Integracion de diversas pers-
pgctwas, métodos y conoci- S S S Si
mientos generando su propio
marco referencial para desa-
rrollar problemas.

Interdisciplinariedad

Colabor'ac!orlw e integracion S Si S Si
entre disciplinas para desa-
rrollar un problema comun.

Pluridisciplinariedad

Interaccion entre disciplinas Si Si No No
con distintos enfoques.

Multidisciplinariedad

Conexion entre disciplinas, Si No No No
sin interaccion.

Intradisciplinariedad

Estudio dentro de la misma Si No No No
disciplina.

Nota. Elaboracion propia.

Al revisar la Tabla 1 junto con los conceptos relacionados a cada tipo de disciplinariedad, se podria decir
que todas pueden usarse como estrategias didacticas, ya que, comparadas con el sistema tradicional
de ensefianza, permiten alcanzar un mayor nivel de comprension y dominio del contenido. Para nuestra
investigacion nos enfocamos en el uso de la interdisciplina, por encontrase en uno de los niveles mas
altos de integracion, en que se trabaja de manera colaborativa, arménica y conectando las disciplinas
sin mayores dificultades. En contraste, aunque el caso de la transdisciplinariedad representa un nivel
superior de integracion, dado que para su ejecucion necesita un dominio amplio de cada disciplina para
transferir metodologias entre ellas, creemos que seria muy pretencioso trabajar a nivel escolar y no es
pertinente en el marco de nuestro trabajo.

2.2 Curriculum

Es fundamental reconocer la importancia de la constante revisién del curriculum, entendido como el
componente central del sistema educativo. Por una parte, este debe mantenerse actualizado y pertinen-
te, adaptandose a los avances y transformaciones a nivel global; por otra, ha de responder a las nece-
sidades culturales, politicas, econdémicas y sociales del pais (Suasnabas-Pacheco y Fernandez, 2020).
El curriculum cumple un rol esencial en la definicion de los contenidos que se abordan en el aula, por
lo que resulta imprescindible comprender como esta estructurado y en qué medida favorece el estudio
interdisciplinar de los contenidos en concordancia con los objetivos de aprendizaje.

En el contexto chileno, Huincahue (2022) plantea que el Ministerio de Educacion de Chile tiene la nece-
sidad de entregar mayores recursos para la educacion interdisciplinaria. Esto permitiria desafiar positi-
vamente a la comunidad educativa en la generacion de propuestas pedagoégicas y a su vez promover
una valoracion mas natural de este enfoque en el aula.
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Segun el Ministerio de Educacion (2022), la Uni-
dad de Curriculum y Evaluacion (UCE) reconoce
la importancia del desarrollo de un enfoque inter-
disciplinario creando una comision encargada del
levantamiento de un informe con recomendacio-
nes curriculares, la sistematizacion de experien-
cias interdisciplinares y la exploracién de estrate-
gias para el desarrollo de propuestas curriculares
interdisciplinarias. Una revision de los programas
de estudio de las distintas disciplinas de los ni-
veles de primero y segundo medio, muestran el
esfuerzo que se ha hecho por promover las acti-
vidades interdisciplinarias, al sugerir en determi-
nados objetivos de aprendizaje (OAs) el trabajo
colaborativo con docentes de otras asignaturas,
indicando el o los OAs de las otras asignaturas
que son compatibles para realizar trabajo interdis-
ciplinario.

También, en 2019 la Unidad de Curriculum y Eva-
luacion publico el Manual: Metodologia de Apren-
dizaje Basado en Proyectos (en adelante ABP) en
el que se dan directrices para el disefio de una
actividad interdisciplinaria. En documento incluye
plantillas para el instrumento evaluativo y un lis-
tado de 32 ejemplos de actividades interdiscipli-
narias para tercero y cuarto medio. Sin embargo,
estas propuestas no son detalladas y no se apre-
cia el intercambio de culturas entre asignaturas,
ademas, la evaluacion sugerida en esta no incluye
un instrumento evaluativo como rubrica o lista de
cotejo, etcétera, solo se reduce a dar una breve
descripcion del producto esperado.

2.3 Quehacer docente

El curriculo educativo puede entenderse como un
mapa que guia el proceso educativo, establecien-
do lineamientos, objetivos y competencias para
cada etapa escolar. Su finalidad es proporcionar
una estructura comun que facilite al profesorado
la planificacion, implementacion y evaluacion de
las clases. Sin embargo, no se trata de una estruc-
tura rigida que los docentes deben seguir estric-
tamente, sino como un marco flexible que puede
adaptarse a las necesidades de los estudiantes,
promoviendo un aprendizaje significativo median-
te estrategias diversas. De esta forma, el curriculo
y la labor docente se complementan, asegurando
una educaciéon coherente y pertinente para el de-
sarrollo integral de los/as estudiantes.

En este sentido, Lazaro (2023) define el quehacer
docente como las acciones pedagdgicas basadas
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en la interaccién entre conocimiento y estudian-
tes, influenciadas por valores socioculturales vy
practicas reflexivas. Este quehacer también inclu-
ye el compromiso con la investigacion educativa,
promoviendo estrategias pedagdgicas contextua-
lizadas, flexibles y de calidad. Sin embargo, para
desarrollar actividades interdisciplinarias, el/la do-
cente requiere desarrollar una vision interdiscipli-
naria del conocimiento. Segun Araya et al. (2019),
cualquiera de los fenémenos que podamos ob-
servar del entorno estan interrelacionados, lo que
requiere una formacién docente que promueva la
superacion de la fragmentacion disciplinar.

En Chile, el Marco Para la Buena Ensefianza (M-
NEDUC, 2021) destaca el aprendizaje profundo
como objetivo para el desarrollo de habilidades
del siglo XXI. Este tipo de aprendizaje implica el
disefio de actividades desafiantes que permitan
aplicar los conocimientos para resolver problemas
reales en contextos interdisciplinarios. En particu-
lar, el Dominio C, Ensefianza para el aprendizaje
de todos/as los/as estudiantes, se encuentra el
estandar 7: Estrategias de ensefianza para el lo-
gro de aprendizajes profundos, se propone equili-
brar los aprendizajes individuales y colaborativos
mediante actividades reflexivas, la elaboracion
de productos creativos y el desarrollo de trabajo
interdisciplinario en diversos contextos, como la-
boratorios y salidas a terreno. Todo ello se vincula
con un enfoque en el que el docente fomente am-
bientes de aprendizaje diversos e inclusivos.

2.4 Experiencias internacionales

En Colombia, Lugo y Pérez (2021) estudiaron es-
trategias pedagogicas interdisciplinarias (EPI) en
el ambito escolar. Encontraron que, aunque do-
centes y directivos reconocen la importancia de la
interdisciplinariedad, hay desinterés en aplicarla
debido a la falta de tiempo y apoyo institucional.
Esto genera sobrecarga laboral y desmotivacion.
Ademas, el rol pasivo de los directivos limita la im-
plementacion efectiva de EPI.

En Argentina, Corica (2021) investigo el estudio in-
terdisciplinario de las matematicas en secundaria.
Identificd que las actividades interdisciplinarias no
integran la matematica como un saber esencial,
sino como una herramienta para calculos. Esto se
atribuye a la formacion disciplinar de los docen-
tes, que dificulta disefiar actividades con un enfo-
que holistico. Aunque el Ministerio de Educacion
promueve la interdisciplinariedad, las practicas



docentes reflejan la fragmentacion disciplinar.

En Chile, Araya et al. (2019) analizaron cémo los/
as docentes de biologia entienden la interdiscipli-
nariedad. Descubrieron que la integracién entre
disciplinas es superficial, y la colaboracién entre
profesores es escasa debido a la falta de espa-
cios formales para trabajar juntos y la resistencia
a cambiar paradigmas educativos.

Estos tres estudios nos muestran que el escenario
en Chile y en paises vecinos es similar, en los que
la implementacion de propuestas interdisciplina-
res se ve limitada por factores como la formacién
docente centrada en disciplinas aisladas, la falta
de tiempo y apoyo por parte de organismos del
colegio y un paradigma disciplinar que los docen-
tes se resisten a cambiar.

2.5 Limitaciones del asignaturismo

La ensefanza tradicional, especialmente en Mate-
maticas, se centra en aspectos procedimentales
sin conectar con otras disciplinas o fenémenos de
la vida real. Parra (2020) destaca que, en el am-
bito laboral, los problemas complejos requieren
equipos interdisciplinarios, lo que evidencia las
limitaciones del asignaturismo. Contreras (2018)
sefiala que el curriculo en Chile y otros paises si-
gue enfocado en asignaturas separadas, aunque
existen intentos recientes por promover la interdis-
ciplinariedad.

En general, tanto en Latinoamérica como en pai-
ses anglosajones, se valora la interdisciplina
por sus beneficios para comprender fenémenos
complejos. Sin embargo, en la practica, las acti-
vidades interdisciplinarias son escasas debido a
barreras estructurales y culturales. Esto plantea la
necesidad de investigar mas sobre las practicas
docentes que vinculan las matematicas con otras
disciplinas.

En este contexto, surge la necesidad de indagar
la manera en que se manifiesta la interdisciplina-
riedad en la practica docente, en especifico en
el area de matematicas. Por ello, nos propusimos
responder a la siguiente pregunta, ¢ qué practicas
docentes se llevan a cabo en la ensefianza de las
matematicas vinculadas con otras disciplinas? a
través del objetivo general de caracterizar la in-
terdisciplinariedad del quehacer de un docente
de matematica. Esto implicd describir cémo el
profesorado en ejercicio aplica herramientas, mé-
todos y enfoques especificos que relacionan un
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contenido con la matematica y dos 0 mas areas
disciplinares, y, ademas, identificar las oportuni-
dades, beneficios y obstaculos que ofrece el con-
texto educativo para la aplicacion de propuestas
interdisciplinares en el aula de matematicas

3. METODO

Este estudio empled una metodologia de corte
cualitativa, destacando la relacion entre el inves-
tigador y el participante, y centrado en los valores
morales que gufan el andlisis e interpretacion del
fendmeno (Espinoza, 2020). Se usé como método
el estudio de caso unico, también conocido como
holistico, que permite confirmar, contrastar o am-
pliar la teoria existente. El enfoque descriptivo
del estudio se manifestd por medio del anélisis de
las respuestas del sujeto en estudio, permitiendo
identificar los conocimientos, percepciones y ac-
ciones de un docente de ensefianza media sobre
la interdisciplinariedad, desde la planificacion
hasta la ejecucion de actividades.

3.1 Contexto y participantes

La eleccion del sujeto en estudio se debe a un
proceso basado en criterios especificos que ase-
guran la relevancia y representatividad respecto a
los objetivos de la investigacion, entre estos pode-
mos mencionar poseer titulo universitario, ejercer
docencia en enseflanza media, especificamente
en el area de la matematica y el factor mas impor-
tante, realizar trabajo interdisciplinario, logrando
posibilitar el fenédmeno a investigar. Dado lo an-
terior, el docente a estudiar fue etiquetado como
“profesor”, quien se desempefia en un estableci-
miento municipal ubicado en la comuna de Reco-
leta, Santiago de Chile.

3.2 Recogida de datos

Para la recoleccion de datos, se contactaron a dis-
tintos profesores de matematicas de distintos es-
tablecimientos educacionales que se encuentran
ejerciendo la profesion docente en los niveles de
séptimo basico a cuarto medio; y se les pregunté
si para la ensefianza de algun contenido matema-
tico tenian planificado el uso de la interdisciplina
a través de un proyecto (bajo su propio criterio y
definicion de interdisciplina). Una vez identificado
un caso que cumpliera con los criterios, tras una
busqueda extensa para conseguir el docente de
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matematica que trabaja de forma interdisciplinar,
se le solicitd firmar el consentimiento informado
pertinente para la investigacion.

Se aplicé una entrevista semiestructurada cuya
duracién fue de aproximadamente media hora, la
cual fue validada por expertos antes de su aplica-
cion. Ademas, esta entrevista cuenta con una sec-
cion para organizar las preguntas en dimensiones,
seguidas de las interrogantes correspondientes y
finalizando con el objetivo al que contribuyen. Las
dimensiones que hemos definido son: formacion
docente, experiencias con la interdisciplina, qué
dice el curriculum, beneficios, desafios y oportuni-
dades de la interdisciplinariedad e impacto en el
estudiantado. Estas dimensiones fueron definidas
a partir de la lectura hecha a los diferentes autores
referenciados donde notamos que estos aspectos
tienen impacto en todas las etapas de la actividad
interdisciplinaria.

También, en un total de tres oportunidades se
hicieron visitas al curso en el cual este docente
implement¢ la actividad, donde dos de ellas fue-
ron de implementacion de la actividad interdisci-
plinaria y una fue tradicional en la que se abordé
el OA que precede al que se trabaja en el pro-
yecto. En las observaciones se adoptd un rol no
participativo, centrado en el registro de notas de
campo acerca de la actitud del grupo, el nivel de
motivacion evidenciado, los tipos de preguntas
formuladas por el estudiantado y la forma en que
el docente gestiond la planificacion.

3.3 Analisis de datos

Para el analisis de la informacion recolectada se
hizo uso de la triangulacion de fuentes, con los
siguientes vértices en consideracion: docente, in-
terdisciplina y autores.

En primer lugar, para el analisis de la entrevista
semiestructurada, se transcribieron las respues-
tas recogidas como audio para facilitar su analisis.
En segundo lugar, se analizé cada respuesta de
manera individual y luego por dimension, relacio-
nando las respuestas dadas por el profesor con
los aportes hechos por otras investigaciones que
se han incluido en nuestro marco tedrico.

Con respecto a las observaciones de clases he-
chas por los investigadores en tres sesiones del
proyecto interdisciplinario. Estas observaciones
complementaron la contextualizacion del curso en
el cual se implementd en términos de actitudes,
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motivacion, interés, clima de clase y momentos
criticos al igual que la forma en la cual el docente
guio la actividad planificada.

4. RESULTADOS
4.1 Analisis de la entrevista

Se realizé un andlisis detallado por pregunta, en la
que cada una de estas correspondié a una dimen-
sion en especifico. A continuacion, mostramos el
analisis general de cada dimension.

Dimension 1: Formacion docente

Las respuestas del docente en relacion con nues-

tro marco tedrico se evidencian en que el docente
entrevistado tiene un concepto de la interdisci-
plinariedad de acuerdo con los referentes tedri-
cos revisados, como Carvajal (2010), Nicolescu
(2013) y Suasnabas-Pacheco y Fernandez (2020).
No obstante, el docente afirma no haber recibido
preparacion formal en este sentido en su forma-
cion docente, por lo tanto, su idea de interdiscipli-
nariedad proviene de la propia experiencia en el
ejercicio docente y ademas realiza la siguiente cri-
tica: No hay mucha capacitacion de eso pal profe,
entonces por ejemplo yo que igual soy un profe
que lleva 6 afios solamente en el ejercicio docen-
te me cuesta [...] creo que ahi es donde estamos
fallando como sistema y bueno, esperemos que
en algun momento se hagan politicas que vayan a
apuntar a que eso mejore.

Esto muestra que no existe una capacitacion for-
mal en la carrera docente que prepare al profe-
sorado para el desarrollo de estos proyectos que
como sabemos, la Unidad de Curriculum y Evalua-
cién del Ministerio de Educacién de Chile, recono-
ce como importante.

Dimension 2: Experiencias con la interdisci-
plina

Las respuestas del profesor en esta dimension nos
muestran que, claramente tiene experiencias con
el trabajo interdisciplinario; estas vivencias son de
diversa indole y con factores que no se pensarian
ser considerados para realizar trabajos interdis-
ciplinarios, tales como la relacion de la Unidad
Técnica Pedagdgica (UTP) del establecimiento;
especificamente, en experiencias anteriores, UTP
generd motivacion, compafia y acompafiamiento,



condiciones que motivan al profesorado a innovar
en el aula. En un trabajo interdisciplinario se debe
utilizar pocas asignaturas, puesto que al comentar
Sus experiencias recalca que los trabajos interdis-
ciplinarios con muchas disciplinas han resultado
mas engorrosos, extensos y dificiles de planificar
y concretar; al contrario, al tener una cantidad re-
ducida de disciplinas en un determinado trabajo
interdisciplinario, se genera mayor armonia y fa-
cilidad considerando los diversos tiempos que se
tienen a la hora de planificar y concretar las acti-
vidades. Este punto resalta la importancia de la
coordinacion y el manejo del tiempo para garanti-
zar el éxito de las propuestas.

Ademas, desde estas experiencias anteriores nos
presenta su motivacion por este tipo de trabajos,
comentando que, la vida es interdisciplinaria, en
el sentido de la mezcla de disciplinas para de-
sarrollar problemas o simplemente vivir la vida.
Esta vision refuerza la idea de que el trabajo in-
terdisciplinario en el aula no solo es necesario y
deseable desde al &mbito curricular, sino también
desde una perspectiva integral del conocimiento
y el aprendizaje

Dimensioén 3: Qué dice el curriculum

El docente destaca que tanto el texto del estudian-
te entregado por el Ministerio de Educacion de
Chile, como el cuadernillo de actividades, ofrecen
una estructura Util para organizar el conocimiento,
por ende, se utiliza para generar conocimientos
previos que son solo de la disciplina, para poste-
riormente hacer la conexion de las distintas areas
del proyecto interdisciplinar fomentando la inte-
gracion de contenidos. Sin embargo, por un lado,
el profesor hace una critica hacia el disefio del
curriculum, particularmente a la posibilidad de ge-
nerar actividades interdisciplinarias, dado que no
todos los objetivos de aprendizaje (OAs) se pres-
tan para este tipo de trabajo, limitando su uso. Por
otro lado, el docente sabe de la existencia de ma-
terial que ofrece el Ministerio de Educacion, pero
sefiala que en este existe una desactualizacion en
términos de lo interdisciplinar.

Dimension 4: Experiencias entre pares

El trabajo interdisciplinario no es una novedad
para el profesor, al relatar diferentes instancias en
las que ha trabajado de esta forma. UTP plantea
como una necesidad el trabajo de Aprendizaje
Basado en Proyectos (ABP), sin embargo, no pro-
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picia el espacio formal para la correcta gestion,
planificacion o retroalimentacion, lo cual repercu-
te en la calidad del trabajo; ademas, no entrega
material que oriente el disefio de esta actividad,
limitandose a exigir la relacion entre objetivos de
aprendizaje del curriculum. Luego, el docente
menciona que si recomendaria realizar este tipo
de actividad, motivado por los beneficios que €l
reconoce tanto en el aprendizaje de los estudian-
tes como en el de los docentes.

Dimensién 5: Beneficios, desafios y opor-
tunidades en la implementacion de trabajo
interdisciplinario

Mediante las respuestas del docente, queda en
evidencia que en los trabajos interdisciplinarios
existen tanto oportunidades como desafios y be-
neficios, estos inciden totalmente en la calidad del
aprendizaje y las experiencias educativas para
estudiantes y docentes. En primer lugar, el docen-
te destaco que el enfoque interdisciplinario gene-
ra una oportunidad de motivar a estudiantes que
no son participativos o que presentan desinterés
por la asignatura, facilitando la conexion y promo-
viendo aprendizajes profundos. En segundo lu-
gar, existe un intercambio de saberes que benefi-
cia tanto a estudiantes como a docentes, es decir,
aprender unos de los otros y obtener una visiéon
mucho mas completa y cohesionada de los temas
a trabajar; con esto, el trabajo interdisciplinario,
ademas de la motivacion estudiantil, el docente
declara que fomenta el desarrollo de objetivos
transversales y habilidades esenciales para el si-
glo XXI. Finalmente, no todo es beneficio y oportu-
nidad, dados los desafios que limitan la implemen-
tacion efectiva de un trabajo interdisciplinario. En
este aspecto el docente comenta que la dificultad
es planificar actividades que capten la atencion
e interés del estudiantado, principalmente debido
a las restricciones curriculares. Ademaés, las limi-
taciones de horarios son otra barrera en la que el
docente recalca que la falta de espacios especifi-
cos, de reuniones, entre otros aspectos resulta un
cargo adicional para el profesorado.

Dimensién 6: Impacto en el estudiantado

Se observa una mejora en las actitudes de los
estudiantes, especialmente en la motivacion, dis-
posicion y entusiasmo hacia el aprendizaje. Para
el docente trabajar con proyectos mas tangibles
permite generar una mejor conexion entre el curso
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y el contenido, y en consecuencia mayor motiva-
cion y participacion. Ademas, existe una mejora
en la comprension de los temas involucrados del
proyecto, el analisis lo hace a partir de clases rea-
lizadas con su respectivo instrumento de evalua-
cién. Sin embargo, una limitacion importante que
menciona fue el hecho de no poder concretar una
evaluacion final que integre todas las disciplinas
del proyecto, debido a la falta de tiempo y coordi-
nacion entre docentes y escuela.

Anadlisis de la planificaciéon

Como planificacion el docente nos proporcioné
una “ficha de proyecto interdisciplinario” donde se
describe el proyecto titulado Recopoly en su to-
talidad. La planificacion del proyecto incluye pre-
guntas problematizadoras, nombre del proyecto,
descripcién del proyecto, modalidad, asignaturas
participantes, habilidades a desarrollar, objetivos
de aprendizaje por disciplina, actividades, evalua-
cion y un calendario en que se declaran las fechas
en las que cada asignatura trabaja en el proyecto.
Las preguntas problematizadoras abordan temas
como los lugares de interés de la comuna a la cual
pertenece el colegio, la relacion entre el sistema
capitalista y el desarrollo de la comuna, proba-
bilidades del experimento de lanzar dos dados y
sumar el nimero que aparece en la cara supe-
rior y la forma en que esta probabilidad se puede
incorporar al juego que se trabaja en este ABP.
Estas preguntas si bien levantan temas que tienen
relacion con matematicas o historia, no incluyen
preguntas problematizadoras que se relacionen
con el resto de las asignaturas participantes como
Educacion Tecnoldgica o Artes Visuales, por lo
tanto, en este momento no existe una conexién
entre las asignaturas. Luego la descripcion del
proyecto es la que sigue:

Los equipos de trabajo disefian, planifican y
crean una version propia del popular juego
“Monopoly” con lugares embleméticos, de
servicios basicos o de interés de la comuna
de Recoleta, con tarjetas de propiedad y car-
tas de suerte con su version en espafiol y en
inglés, con el fin de explicar su ubicacion y
utilidad a una persona de habla inglesa en
forma Iudica.

Para lograrlo, disefiaran el tablero de juego
y los billetes en Artes Visuales; construiran la
caja y las fichas de propiedades en Educa-
cion Tecnoldgica; organizaran y valorizaran
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los lugares emblematicos que incorporaran
como “propiedades” del juego en Historia.
Ademas, discutiran si mantener o modificar
las reglas de juego y crearan “cartas de suer-
te” entendiendo el comportamiento de las
probabilidades en dos dados, en Matematica.

Se espera que en la presentacion del proyec-
to los y las estudiantes sean capaces de ju-
gar con su propio tablero y/o jugar con el que
cred otro equipo, aplicando lo aprendido en
las distintas asignaturas.

Como se puede apreciar en esta descripcion,
cada asignatura esta encargada de realizar activi-
dades que contribuyen al logro del producto final
(el juego adaptado) que es una version propia del
juego de mesa chileno Gran Santiago.
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Tabla 2. Objetivos de Aprendizaje por asignatura (Recopoly)

Disciplinas involucradas Objetivos de aprendizaje segun disciplina

Artes Visuales Objetivo de aprendizaje 1: Crear proyectos visuales con diversos propésitos, basa-
dos en la apreciacion y reflexion acerca de la arquitectura, los espacios y el disefio
urbano, en diferentes medios y contextos, también mediante cuatro actividades.

Educacion Tecnoldgica Objetivo de aprendizaje 2: Desarrollar un servicio que implique la utilizaciéon de
recursos digitales u otros medios, considerando aspectos éticos, sus potenciales
impactos y normas de cuidado y seguridad, a través de cuatro actividades.

Historia y Ciencias Sociales | Objetivo de aprendizaje 12: Describir los procesos de exploracion y reconocimien-
to del territorio que impulsé el Estado para caracterizar su poblacion, desarrollar
SUS recursos, organizar su administracion y delimitar sus fronteras, entre otros, con-
siderando el rol que cumplieron las ciencias (misiones cientificas, censos, entre
otros) e instituciones como la Universidad de Chile.

Objetivo de aprendizaje 20: Explicar el funcionamiento del mercado (cémo se de-
terminan los precios y la relacion entre oferta y demanda) y los factores que pueden
alterarlo: por ejemplo, el monopolio, la colusioén, la inflacion y la deflacion, la fijacion
de precios y de aranceles, entre otros a través de cuatro actividades.

Matematica Objetivo de aprendizaje 15: Mostrar que comprenden el concepto de azar.

Nota. Elaboracion propia.

En los objetivos planteados en relacion con cada asignatura ocurre lo que la descripcion del proyecto
nos ha advertido, cada asignatura realiza actividades que independientemente permiten el cumplimiento
del producto esperado. Otro aspecto importante es la evaluacion, que en este caso si bien el producto
€s un juego que solo se puede concretar con el apoyo de las cuatro asignaturas participantes, es evalua-
do mediante tres evaluaciones formativas y una sumativa, pero de manera independiente por asignatura.

Analisis del instrumento evaluativo

Tal como se menciond en apartados anteriores, aunque el proyecto Recoploly involucra diversas asig-
naturas no existe evidencia de un enfoque interdisciplinar, puesto que, cada una de ellas participa de
forma individual, considerando sus propias actividades y evaluaciones. Dado lo anterior, el andlisis de
este apartado considerara las evaluaciones individuales de la asignatura de matematicas, siendo esta
asignatura el enfoque de interés de los autores de este escrito.

En la disciplina de matematicas, este ABP “interdisciplinario” observado tiene diversas formas de ser
evaluado contemplando los siguientes recursos con su breve descripcion; una lista de cotejo de seis
indicadores, dos tablas de especificaciones; una con ocho indicadores y otra con seis indicadores, en
ambas tablas dichos niveles de logro tienen sus categorias desde “No observado” correspondiente al
puntaje minimo (cero puntos) hasta cinco puntos correspondientes al puntaje maximo y finalmente una
rubrica que contiene siete indicadores y cuatro niveles de desempeno; desde “No observado” corres-
pondiente al puntaje minimo (cero puntos) hasta tres puntos correspondientes al puntaje maximo. Origi-
nalmente el docente comentaba que deberia existir una rdbrica que integrara las disciplinas para evaluar
el proyecto final, pero esta no se logré generar.
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5. CONCLUSIONES

Llevar a cabo una actividad interdisciplinaria de
calidad enfrenta multiples obstaculos, sin embar-
go, también ofrece variados beneficios tanto para
docentes como para estudiantes. Por un lado, los
obstaculos comienzan desde la educacion es-
colar de los docentes, quienes han recibido una
educacion segmentada en asignaturas debido al
enfoque curricular presente hasta la fecha (Con-
treras, 2018); lo que dificulta una visiéon holistica
del conocimiento, donde todas las disciplinas sir-
van para explicar un mismo fenémeno. Asi mismo,
durante la formacion docente tampoco existe una
preparacion para el disefio de actividades inter-
disciplinarias, aspecto confirmado desde nuestra
experiencia, la revision de las mallas curriculares
de diferentes universidades y el testimonio del do-
cente entrevistado. Esto significa que incluso en
esta etapa de preparacion de un docente aun no
se ha roto el panorama asignaturista necesario
para aplicar una actividad interdisciplinaria. Otro
obstaculo percibido en este estudio es el poco
espacio horario que entrega la Unidad Técnico
Pedagdgica para llevar a cabo la planificacion de
la actividad y luego durante esta realizar la retroa-
limentacion para ajustar y mejorar el proyecto, tal
cual ocurre en la investigacion de Lugo y Pérez
(2021) en Colombia. Esta limitacion, en el tiempo
dedicado exclusivamente para la planificacion
del proyecto, significa en los profesores una car-
ga extra, teniendo que hacer esta etapa del ABP
en conversaciones de pasillo, fuera del horario
de trabajo y/o por medios de comunicacién infor-
males, generando un sentimiento de sobrecarga.
Tampoco existe suficiente material de apoyo for-
mal para la elaboracion de proyectos interdisci-
plinarios, lo que implica que los docentes deben
crear estos desde su experiencia y entendimien-
to de lo que es una actividad de este tipo y que,
por consecuencia de los obstaculos mencionados
antes, no suelen ser realmente interdisciplinarios.
El curriculum también representa un obstaculo al
estar disefiado para el cumplimiento de objetivos
por asignatura, lo que luego limita los proyectos
qgue se pueden realizar teniendo que identificar en
primer lugar los objetivos que se estan trabajando
en cada asignatura y en segundo lugar el proyec-
to que puede combinar estos objetivos. Esto signi-
fica que la actividad suele ser pensada y planifica-
da por docentes y no por los mismos estudiantes,
disminuyendo la participacion de estos ultimos
en esta importante etapa que es la elecciéon del
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proyecto interdisciplinario, alejando la actividad
de los intereses de los estudiantes desde el inicio,
como ha sefialado el docente en la entrevista.

Por otro lado, los beneficios de este tipo de ac-
tividad comienzan principalmente con la motiva-
cién que se puede generar en los estudiantes al
realizar un trabajo diferente a uno tradicional. Esta
motivacion logra que los estudiantes se relacionen
con la actividad con una actitud diferente a la que
se ve cuando la motivacion principal es la califi-
cacion. Con esta motivacion, ademas, se pueden
realizar actividades desafiantes que permiten que
los estudiantes resuelvan problemas reales para
cumplir con el objetivo declarado en el Marco
Para la Buena Ensefianza (MINEDUC, 2021) de lo-
grar un aprendizaje profundo. También, conside-
rando que con la educacion esperamos preparar
a los estudiantes para enfrentar los desafios de
este mundo y que el Ministerio de Educacion de
Chile reconoce que el sistema tradicional no logra
este objetivo, es que una actividad interdisciplina-
ria tiene el beneficio de cambiar la vision asignatu-
rista en los estudiantes en una etapa temprana de
su formacion, logrando que entiendan el mundo
de forma holistica. Otro beneficio que se puede
declarar en base a las experiencias del profesor
entrevistado es que, al abordar un contenido des-
de una actividad como un juego de mesa, en este
caso, los contenidos previos necesarios para inte-
ractuar con la actividad se disminuyen, logrando
que cualquier estudiante motivado con el juego o
el proyecto, en general, sienta desde un comienzo
que es capaz de cumplir con el objetivo del ABP.
Ademas, trabajar el mismo proyecto en diferentes
asignaturas da mayor continuidad al desarrollo del
aprendizaje, a diferencia del sistema tradicional
donde al terminar una clase y entrar a otra los con-
tenidos de una asignatura se dejan en espera ya
que solo son usados durante el bloque de esa dis-
ciplina. Realizar una actividad donde las metas de
cada clase son pensadas para cumplir objetivos
en todas las asignaturas participantes permite el
desarrollo de multiples habilidades y actitudes de
cada asignatura al igual que aprendizajes trans-
versales. Finalmente, la formacion profesional de
los docentes se ve beneficiada con la implemen-
tacion de una actividad interdisciplinaria, ya que,
el profesorado puede aprender de la especialidad
de los demas, en términos del contenido ensefia-
do, la didactica y los métodos de evaluacion for-
mativa y sumativa.

Ademas, hemos logrado describir cémo el docen-



te aplica herramientas, métodos y enfoques en un
ABP, que él llam¢ interdisciplinar, sin embargo, la
relacion del contenido con la matematica y otras
asignaturas no se percibe como tal, por lo que,
el objetivo no se logré cumplir por completo. La
idea del ABP Recopoly surge a partir del profesor
de matematica y profesora de inglés, buscando
estrategias para motivar el aprendizaje de los es-
tudiantes, fomentando el pensamiento critico, la
resolucion de problemas y la capacidad de trans-
ferir conocimientos a partir de diferentes contex-
tos. En este proyecto se buscd, por un lado, que
los estudiantes interactuaran colaborativamente
(en equipos), y, por otro lado, que las asignaturas
trabajaran en conjunto para desarrollar este nue-
VO juego. Las disciplinas involucradas en un inicio
fueron Matematica, Historia, Geografia y Ciencias
Sociales, Educacion Tecnoldgica, Artes Visuales
e Inglés, sin embargo, esta ultima a pesar de ser
propulsora de la idea abandond el proyecto. Para
lograr el proyecto cada disciplina tiene como ob-
jetivo realizar 4 actividades, sin embargo, estas
no presentan integracion cultural entre las disci-
plinas, es decir, trabajan de manera independien-
te. Se debe tener en cuenta que, al trabajar en
un ABP, uno de sus objetivos es poder transferir
conocimientos de diferentes contextos y para ello
€S necesario generar espacios de integracion en-
tre las disciplinas. Como el proyecto es declarado
interdisciplinario, dada la definicion que tenemos
de este concepto es esperable que exista coordi-
nacion y transferencia de culturas entre asignatu-
ras. El disefio de este ABP, considerando la ob-
servacion recién hecha nos permite caracterizar
esta actividad como un ABP pluridisciplinar (Car-
vajal, 2010), ya que, existe un objetivo en comun,
que es la construccion de una version propia del
juego de mesa chileno Gran Santiago Recopoly,
existe colaboracion entre las areas disciplinares
y ademas estas se complementan, sin embargo,
como hemos mencionado no existe sistematiza-
cion ni integracion de asignaturas. En el caso
de las evaluaciones (en matematicas), estas co-
rresponden a tres formativas y una sumativa, y en
ellas tampoco existe un enfoque interdisciplinar,
de hecho, el docente comentd que en un princi-
pio se iba a construir una evaluacion final donde
se pudiese integrar todas las disciplinas y evaluar
el proyecto terminado, sin embargo, no se logré
llevar a cabo. Esto principalmente creemos que
se debe a la falta de espacios y tiempos que no
brind¢ el establecimiento para poder realizar una
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reunién en conjunto entre el resto del profesorado
involucrado para poder crear la evaluacion. Es su-
mamente importante que, al momento de planifi-
car este tipo de proyecto, se pueda contar con los
espacios y tiempo exclusivos para su desarrollo,
ya que, en caso contrario, se ve afectada la ca-
lidad de la interdisciplina y, en consecuencia, el
logro del aprendizaje profundo del estudiantado
y la motivacion ya sea del estudiante o docente
para seguir trabajando con este tipo de actividad.

Dando respuesta a nuestra pregunta de investi-
gacion qué practicas docentes se llevan a cabo
en la ensefianza de las mateméticas relacionadas
con otras disciplinas?, podemos concluir que, en
el contexto del caso estudiado, las practicas do-
centes en la ensefianza de un contenido en mate-
matica vinculadas con otras disciplinas tienden a
ser limitadas en su nivel integracion. A pesar de
que se han intentado desarrollar actividades in-
terdisciplinarias, como el proyecto ABP Recopoly
0 en otros estudios nacionales e internacionales,
estas no llegan a lograr una verdadera integracion
entre las disciplinas involucradas.

La practica docente observada refleja un enfoque
en el cual se busca fomentar el trabajo colabora-
tivo entre distintas areas, pero sin un proceso de
planificacién que permita una integracion profun-
da entre las disciplinas. Las actividades y evalua-
ciones tienden a mantenerse dentro de los limites
de cada asignatura, y no se generan espacios de
coordinacion entre los docentes de las distintas
areas. Esto da lugar a una aproximacion mas bien
pluridisciplinar, donde las disciplinas coexisten
para lograr el producto del proyecto sin intercam-
biar sus metodologias y enfoques pedagdgicos.

En términos generales, estas practicas docentes
que involucran las mateméaticas en actividades in-
terdisciplinares se ven influenciadas por factores
negativos como la falta de preparacion docente, la
escasez de tiempo, recursos para la planificacion
conjunta, y la organizacion curricular tradicional.
Estas limitaciones inciden en la implementacion
efectiva de actividades que, mas alla de conectar
los contenidos de las matematicas con otras asig-
naturas, también promuevan una transferencia de
conocimientos y metodologias entre ellas.

Por lo tanto, pese a la existencia de esfuerzos por
incluir las matematicas en contextos interdiscipli-
narios, las préacticas observadas no logran conso-
lidarse como un verdadero enfoque interdiscipli-
nario debido a la falta de integracion curricular y
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la escasez de espacios de colaboracion entre do-
centes. Lo anterior deja en evidencia la necesidad
de una preparacion mas robusta, mayor tiempo
de coordinaciéon entre docentes y una vision mas
flexible del curriculo escolar que favorezca la in-
tegracion real de las matematicas con otras areas
del conocimiento.

6. REFLEXION FINAL

En primera instancia, la interdisciplina cada vez
toma mayor peso en las aulas dada la necesidad
de resolver los problemas modernos a través de
diferentes disciplinas, por ende, es necesario que
los docentes nos encontremos preparados para
cambiar la vision asignaturista que crea este curri-
culum actual en los estudiantes. Esta preparacion
necesita lograr que los docentes consideren va-
rios factores que influyen en la calidad de la ac-
tividad, tales como: tiempo de planificacion y re-
troalimentacion, tiempo para que los estudiantes
desarrollen la actividad, recursos concretos y de
informacion, gustos del estudiantado, espacios,
cantidad de disciplinas, motivacion, curriculum vy
administracion escolar para que realmente sea de
caracter interdisciplinar.

En segunda instancia, el trabajo interdisciplinar
tiene variados beneficios tanto en estudiantes
como en docentes. En estudiantes principalmen-
te se encuentra el beneficio de la motivacion que
abre muchas puertas para presentar trabajos de-
safiantes que logran un aprendizaje profundo y
desarrollan objetivos transversales. Ademas, se
encuentran beneficios para los docentes, quienes
crecen profesionalmente aprendiendo de otras
disciplinas, sus contenidos, métodos didacticos y
de evaluacion.

Creemos que estos beneficios se ven opacados
en el sistema educativo actual, al existir una gran
cantidad de obstaculos que limitan la calidad de
la actividad interdisciplinaria. Estos obstaculos
son: la poca preparacion de los/as docentes, el
escaso material de apoyo para el disefio de las
actividades, la distribuciéon de los objetivos de
aprendizaje y la exigencia de cumplir con ellos en
cada asignatura y principalmente, el poco o nulo
tiempo y espacio dedicado exclusivamente para
la planificacion de la actividad. Estas barreras
explican tanto la baja frecuencia de actividades
interdisciplinarias en sentido estricto, como la difi-
cultad de consolidarlas con calidad.
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RESUMEN

Este articulo presenta el analisis de una tarea orientada a describir la integral definida como area bajo la
curva, apoyada en el uso de GeoGebra. El marco tedrico corresponde al modelo Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge (MTSK). Se llevéd a cabo un estudio de caso con enfoque cualitativo descriptivo,
organizado en tres fases —planteamiento, andlisis y reflexion—, en el contexto de una tarea desarrollada
durante el afo 2023 con estudiantes de Pedagogia en Matematica en la asignatura Didactica del Célculo
de la Universidad de Tarapaca (Chile). Los resultados evidencian las producciones de los futuros docen-
tes en cada fase: activacion del conocimiento disciplinar, analisis e interpretacion de procedimientos y
reconstruccion del significado de la integral definida desde su fenomenologia. Se concluye que el uso
del modelo analitico MTSK facilito el estudio de la tarea en la formacion inicial docente, involucrando ca-
tegorias del conocimiento de los temas (KoT) para describir la integral definida como area bajo la curva,
y promoviendo la articulacién entre registros de representacion pictérica mediante el uso de tecnologia.
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conocimiento de los temas; integral definida, formacion de profesores;
MTSK; representacion pictorica

ABSTRACT

This article presents the analysis of a task designed to describe the definite integral as the area under
the curve, supported by the use of GeoGebra. The theoretical framework adopted is the Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) model. A descriptive qualitative case study was conducted,
organized into three phases—design, analysis, and reflection—in the context of a task carried out in 2023
with preservice mathematics teachers enrolled in the Didactics of Calculus course at the University of Ta-
rapaca (Chile). The findings highlight the students’ productions in each phase: activation of disciplinary
knowledge, analysis and interpretation of procedures, and reconstruction of the meaning of the definite
integral from its phenomenology. It is concluded that the use of the MTSK analytical model facilitated the
study of the task within teacher education, involving categories of Knowledge of Topics (KoT) to describe
the definite integral as the area under the curve, and fostering the articulation between pictorial represen-
tations supported by technology.

Keywords:
knowledge of topics; definite integral; teacher training; MTSK;
concrete-pictorial representation

Recibido 13 de septiembre 2024, Aceptado 11 de agosto 2025

66 | Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 17, N°2
Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 17, N°2


https://orcid.org/0000-0002-4564-100X 
https://orcid.org/0000-0002-9377-9476 
https://orcid.org/0000-0002-1079-1526 

1. INTRODUCCION

La integral definida es un concepto importante
para los estudiantes de las disciplinas cientificas,
dado que estd presente en distintos contextos
donde sera necesario resolver problemas que
requieren su conocimiento, comprension y aplica-
cion. Por lo tanto, “es necesario identificar las difi-
cultades que los estudiantes encuentran al apren-
derlo para disefiar actividades de ensefanza que
logren en el estudiante un aprendizaje mas sélido”
(Camacho et al., 2008, p. 34).

La literatura especializada en Educacion Mate-
matica recoge investigaciones centradas en las
dificultades en la comprension de la integral de-
finida por parte de estudiantes universitarios. Por
ejemplo, se han identificado limitaciones por parte
de los estudiantes para interpretar la integral de-
finida como area bajo la curva (Bezuidenhout &
Olivier, 2000), para representar la integral definida
de diferentes formas (Dreyfus et al., 2021; Serhan,
2015), e incluso referidas a la comprension de la
definicion de integral definida y la interpretacion
de problemas de célculo de areas en contextos
mas amplios (Rasslan & Tall, 2002).

Sari et al. (2019) sefialan que algunos estudiantes
tienen una comprension no idénea de la definicion
de la integral definida, dado que se desvian del
concepto formal y garantizan la existencia de la
integral definida sin una razon logica. En otros
casos, los estudiantes comprenden algunos con-
ceptos asociados a la integral definida, pero a pe-
sar de ello, son incapaces de usarlos para definir
dicha integral, probablemente porque el trabajo
basado en “conceptos comunes de area bajo
una curva y antiderivada son insuficientes para la
comprension integral” (Lehmann, 2024, p. 1).

Otras dificultades se ponen de manifiesto en el
momento de interpretar la integral definida desde
una perspectiva grafica (Dominguez et al., 2019),
o al mostrar falta de coordinacion entre los proce-
sos de particiéon, sumas y limites con sus respec-
tivas representaciones tanto algebraica, gréfica y
numérica (Tatar & Zengin, 2016), lo que ocasiona
un obstaculo en el conocimiento de la integral de-
finida.

Cuando cuestionamos a los estudiantes sobre las
razones que les dificultan la resolucién de proble-
mas que involucren el célculo integral, lo justifican
desde el empleo de los libros de texto como ma-
terial casi Unico por parte de los docentes (Qui-
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roz et al., 2022). Y es que una de las claves es
la interpretacion grafica de la integral definida, de
la que se ha recogido su importancia y trascen-
dencia en la representacion en los libros de texto
(Jones, 2018) y con ello, la necesidad de generar
actividades que partan de problemas contextuali-
zados donde se exprese el rol que juegan las su-
mas de Riemann en este proceso (Serhan, 2015)
0 se haga uso de la descomposicion de las regio-
nes irregulares en figuras regulares (rectangulos),
con el fin de tener una aproximacion lo bastante
cercana al valor del area de la region delimitada
(Pefia et al., 2019). Sin embargo, estos libros de
texto brindan oportunidades limitantes para que
el estudiante pueda visualizar la integral defini-
da desde la suma de pequefias partes (Hong &
Kwaka, 2024).

Otras investigaciones mas recientes sobre el ana-
lisis del curriculo del calculo en educacion media
y superior sefialan que los disefios curriculares
estan fuertemente arraigados en las experiencias,
las creencias y los puntos de vista de los respon-
sables del disefio curricular, mas que en el desa-
rrollo de nociones fundamentales del célculo. Por
ejemplo Bustos y Ramos (2022) afirman que tras
el cambio curricular chileno, los profesores se ven
enfrentados a la ensefianza de temas que habian
tratado en su forma inicial, pero que no habian
tenido oportunidad de impartirlos en la ensefian-
za media. Asi, la actividad pedagdgica actual no
tiene muchas posibilidades para una aplicacion
con el apoyo de la tecnologia informatica en Chi-
le como recurso de ensefianza, por |0 que puede
ser mas complejo el hecho de adaptar el conte-
nido de la educacion a las necesidades de una
sociedad en rapido desarrollo, sabiendo que la
tecnologia se ha convertido en infraestructural en
relacion al descubrimiento matematico y a las in-
teracciones en el escenario de aprendizaje (Kaput
et al., 2020), y que supone de manera especifica
rapidez en la resolucion de diversos problemas
que involucren la aplicacion de la integral definida
como el area bajo la curva (Duris, 2020).

Las necesidades de la formacion inicial para los
profesores en matematica estan descritas en los
Estandares Orientadores para Carreras de Peda-
gogia en Educacion Media en Chile (EOCP). Un
documento oficial dirigido a las Facultades y Es-
cuelas de Educacioén del pais ofrece “una orien-
tacion acerca de los conocimientos y habilidades
necesarias que deberia manejar de pedagogia
para ensefiar estas disciplinas, sobre la base
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del criterio de expertos” (MINEDUC, 2021, p. 8).
Los estandares disciplinarios correspondientes
al area de Matematica se organizan en seis Su-
bareas: a) Numeros y algebra, b) Geometria, c)
Probabilidades y estadistica, d) Limites, derivadas
e integrales, e) Pensamiento computacional y pro-
gramacion y f) Habilidades y actitudes matemati-
cas. En la subarea d) nos insta necesidad de que
los futuros profesores de matematicas chilenos se
preparen para “modelar fendmenos que requieren
conocimientos de limites, derivadas e integrales y
de los otros estandares como, por ejemplo, feno-
menos que requieran del uso de probabilidades,
calculo de integrales y tecnologia” (MINEDUC,
2021, p. 23).

El presente estudio tiene como propdsito analizar,
a partir del modelo Mathematics Teacher’'s Spe-
cialised Knowledge (MTSK; Carrillo et al., 2018),
los conocimientos que reflejan las producciones
generadas por un grupo de estudiantes de pe-
dagogia matematica, considerados como futuros
docentes, al abordar una tarea centrada en los
contenidos intra-conceptuales involucrados en la
descripcion de la integral definida como area bajo
la curva. La pregunta de investigacion que guiara
nuestro trabajo para dar respuesta al objetivo es:
¢ Coémo construyen y desarrollan su comprension
de la nocién de integral definida los docentes en
formacion?.

2. MARCO TEORICO

El MTSK es un modelo analitico del conocimien-
to especializado del profesor de matematicas de
tipo descriptivo. EI modelo permite analizar el co-
nocimiento del profesor desde un punto de vista
global, considerando tanto el dominio matematico
como el dominio didactico especifico, donde se
destacan las diferentes dimensiones en las que el
profesor utiliza el contenido matematico. Se confi-
gura como una “como herramienta tedrica y anali-
tica con la cual ofrecer una serie de evidencias e
indicios del conocimiento didactico del contenido”
(Escudero et al., 2021, p.192) del profesor durante
Su préactica pedagdgica.

El MTSK esta conformado por dos dominios re-
lacionados con el Conocimiento Matematico MK
(Mathematical Knowledge) y el Conocimiento Di-
déctico del Contenido PCK (Pedagogical Content
Knowledge), y uno mas de Creencias (Beliefs) vin-
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culado con los dos anteriores. Los dos primeros
se desglosan en tres subdominios cada uno de
ellos. EI MK contempla el conocimiento que tie-
ne el profesor de las matematicas como disciplina
cientifica, mientras que el andlisis del conocimien-
to de aspectos relacionados con el contenido ma-
tematico como objeto de ensefianza-aprendizaje
se realiza a través del PCK. Podemos ver en su
representacion sintética (Figura 1) como el MTSK
considera las concepciones que tiene el profe-
sor acerca de las matematicas, su ensefianza y
aprendizaje, a las que se denomina creencias y
se encuentran en el centro del modelo, delimitada
con lineas punteadas para reflejar que ellas per-
mean a cada uno de los subdominios de este, y
que es pertinente el estudio de las relaciones en-
tre dichas creencias y los conocimientos por for-
mar parte, respectivamente, de la estructura afec-
tiva y cognitiva del profesor (Sanchez et al., 2025).

El MTSK facilita un inventario de categorias de
analisis de este conocimiento especializado, ex-
clusivo del docente para el desarrollo de su la-
bor. Este modelo, lejos de pretender realizar una
evaluacion, se enmarca de alguna manera en un
modo constructivista de observacion de la tarea
del docente de matematicas (Arteaga-Martinez &
Arnal-Palacian, 2022), que se caracteriza como
aquel que el profesor necesita y utiliza para expli-
car el contenido (Hitt, 2003).



Figura 1. Subdominios del modelo MTSK

Nota. Extraido de Sosa et al. (2016, p. 154)

Las conexiones intraconceptuales son el foco de
este trabajo, asf nos centraremos en el subdomi-
nio “conocimiento de los temas” (KoT), por lo que
se siguen las pautas de uso del modelo focalizan-
do la atencién en “el tipo de problema a los que
se puede aplicar el contenido, con sus contextos
y significados asociados; las propiedades y sus
principios subyacentes, las definiciones y proce-
dimientos, incluyendo las conexiones dentro del
mismo tema” (Carrillo et al, 2018, p. 7). La catego-
ria “definiciones y propiedades” se concibe como
una unidad integrada, debido a la dificultad de es-
tablecer con precisién la frontera entre las defini-
ciones y las propiedades (Lifidan et al., 2014). En el
caso de las definiciones, se alude al conocimiento
que posee el profesorado sobre definiciones par-
ciales o alternativas, asi como sobre las diversas
formas en que estas pueden expresarse, ya sea
de manera oral, escrita, mediante lenguaje natural
0 a través del lenguaje matematico. Por su parte,
las propiedades y sus fundamentos remiten al sa-
ber docente acerca de las propiedades atribuidas
a un tema, objeto matematico o procedimiento, las
cuales aportan significado y sentido a dichos con-
tenidos. Carrillo et al. (2014) hacen referencia a
que el profesor le da sentido a este tipo de conoci-
mientos, desde la necesidad de contar con un co-
nocimiento disciplinar profundo (en nuestro caso
del célculo integral y sus aplicaciones), ademas
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de conocer el contenido matematico que se de-
sea ensefar, junto con sus significados, propieda-
des y procedimientos de manera fundamentada
(Carrillo et al., 2018). Se incluye asi el conocimien-
to del docente de los fendmenos que puedan dar
lugar a la creacion del concepto y la aplicacion en
un contexto.

De acuerdo a la investigacion previa con este
modelo, podemos considerar dentro de este sub-
dominio KoT “el conocimiento del profesor sobre
distintas formas de representar el contenido ma-
tematico” (Vasco & Climent, 2018, p. 138), consi-
derando el conocimiento de las diferentes formas
(numeérica, analitica grafica, verbal, entre otras)
en las que se puede representar un concepto
matematico. En relacién con la investigacion que
recoge la importancia de los registros de repre-
sentacion referidos a nuestro objeto de estudio,
Delice y Sevimli (2010) analizan los beneficios del
uso de diferentes representaciones para la reso-
lucion de problemas de la integral definida. Por
otro lado, la utilizaciéon de herramientas digitales
como GeoGebra en la ensefianza de la integral
definida se ha reportado favorable, en particular
para la comprension del area bajo la curva y la
relacion entre integral definida y las sumas de Rie-
mann (Bricio-Barrios et al., 2020).

De acuerdo con el enfoque de nuestra investiga-
cion, planteamos un anédlisis desde el KoT en re-
lacién con el contenido del concepto de “integral
definida” en un espacio de formacién de futuros
docentes, en un entorno formativo donde “lo que
significa ensefiar, lo que significa aprender, € in-
cluso lo que significa que algo sea matematico,
comienzan a formar una identidad de quiénes son
como profesor, y qué es lo que ensefian como
asignatura” (Liliedahl et al., 2009, p. 29).

3. METODOLOGIA

Para disefiar la investigacion se utiliza el estu-
dio de caso, ya que nos facilita dar respuesta de
manera ordenada al qué, como y por qué anali-
zar este escenario formativo en su contexto (Yin,
2018). El estudio de caso ayuda a analizar, apo-
yandonos en un modelo como el MTSK, una tarea
guiada realizada en distintas fases.

Los participantes fueron siete estudiantes de
cuarto afio de Pedagogia en Matematica (E1, E2,
..., E7) que integraban la totalidad del grupo de

Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 17, N2 | 69



LA INTEGRAL DEFINIDA DESDE EL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL DOCENTE DE MATEMATICAS

la asignatura Didactica del Célculo en la Universidad de Tarapaca (Chile), durante el afio académico
2023/24. La participacion fue voluntaria. Las actividades se prepararon especificamente para este tra-
bajo de investigacion, y todos los participantes habian cursado de manera previa una asignatura de
contenido denominada “Célculo integral”.

El grupo de estudiantes realizd una tarea guiada en el tiempo formativo en la universidad cuyo objetivo
era describir la integral definida como area bajo la curva, donde se les facilita informacion acerca del
conocimiento matematico de este concepto, desde el proceso de célculo de areas. El proceso metodo-
l6gico se organizoé en tres fases: planteamiento, analisis y reflexion.

El disefio de la tarea se fundamenta en la propuesta de Lifian et al. (2014) donde establecen la obser-
vacion e interpretacion de los participantes en una realidad en su entorno, interactuando con el objeto
matematico y conllevando a una reconstruccion del significado, en nuestro caso desde las categorias
del KoT (Figura 2), de una manera similar a como hacen Pérez-Montilla y Cardefioso (2020) con futuros
profesores cuando realizan una tarea centrada en el concepto de limite.

Este estudio fue aprobado por el comité de ética de la Universidad de Tarapaca, bajo el codigo c25-
2024,

Figura 2. Diserio del proceso metodoldgico a partir del planteamiento del KoT

Nota. Elaboracion propia

Cabe sefialar que este trabajo no incluye una de las categorias KoT, la fenomenologia desde la aplica-
cion a problemas reales, dado que pese a que si que se trabajoé durante la experiencia y que se inicia en
la fase de reflexion, el andlisis de las tareas implicadas hubiese constituido por si solo otra investigacion.

La fase planteamiento buscé la activacion de conocimientos que los estudiantes habian trabajado el
curso anterior de célculo integral. En consecuencia, se plantea que los estudiantes son reacios a utilizar
su compresion sobre lo que es una suma de Riemann para interpretar lo que hace una integral (Wagner,

70| Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 17, N°2



JORGE HERNANDEZ-TELLO, ALVARO CORTINEZ, BLANCA ARTEAGA-MARTINEZ

2017), con lo que se da inicio con la definicidon de conceptos tales como particion de un intervalo, sumas
de Riemann, finalizando con integral definida, para posteriormente plantear los fundamentos y propie-
dades matematicas involucradas.

Después los estudiantes trabajaron en grupo con un problema (Figura 3) que involucraba el descubri-
miento a partir del limite de una serie de rectangulos inscritos y circunscritos el area debajo una curva.
Se considerarén asi algunos de los significados de la integral definida. La eleccion de este problema
recae en el conocimiento que debe tener un profesor del curriculum, adoptando una postura critica y
reflexiva de los objetivos de aprendizaje al nivel de ensefianza y desarrollo conceptual (Carrillo et al.,
2014).

Figura 3. Problema realizado por los futuros docentes como cierre de la fase de planteamiento

Nota. UCE (2021, p. 151)

Consideramos asi dentro del MTSK, Unicamente algunas categorias KoT (definiciones, propiedades y
sus fundamentos), ya que la experiencia del futuro profesor de matematicas debe partir del conocimien-
to de la materia que ensefara, en nuestro caso el objeto matematico es integral definida, a un nivel de
profundidad, organizacion y estructura mas alla de lo que los estudiantes aprenderan (Lifian et al., 2014).
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Posteriormente, en la fase de analisis se presentaron los procedimientos necesarios para la utilizacion
de la integral definida en el célculo de areas de regiones planas desde el problema realizado a partir de
preguntas (Tabla 1), que orientan a la justificacion al conocimiento matematico formuladas como subca-
tegorias KoT (Carrillo et al., 2018).

Tabla 1. Preguntas orientadas al andlisis de KoT (procedimientos)

Pregunta Respuesta

¢ Coémo se hace? Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [a,b], ubicado en el primer cuadrante.
La region limitada por la funcion, el eje X con las rectas x=a y x=b. El intervalo [a,b]
es particionado en n partes de igual longitud, posteriormente a cada extremo de es-
tos subintervalos se le asocia la imagen a través de la funcion y=f(x), esto conlleva
a que el area de region limitada pueda aproximarse por la suma de las areas de los
n rectangulos generados.

¢ Cuando puede hacerse? | Cuando la funcién es continua en un intervalo entonces es integrable. Esto es, si
una funcion f es continua en un intervalo [a,b] su integral definida en [a,b] existe.

¢Por qué se hace asi? Para precisar la nocién de area de una region con frontera curva, para aquello se
define de forma rigurosamente el &rea que esté debajo de la grafica de una funcién
y=f(x) continua como la integral definida.

Nota. Elaboracion propia

Las preguntas recogidas en la Tabla 1 actian como base para que los futuros profesores realicen una
tarea que describe la integral definida como area bajo la curva, la tarea se desarrollé por medio de cin-
co procedimientos ejecutados a lo largo de tres etapas (Tabla 2). Las etapas 1y 2 distribuidas en dos
sesiones cada una se consideraron dentro de la fase de andlisis. La etapa 3 fue considerada en la fase
de reflexion. Cada etapa tuvo una duracion de 90 minutos.
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Tabla 2. Resumen de los procedimientos en cada una de las etapas para la realizacion de la tarea

Fase de Analisis

Etapa 1

Fase de Reflexion

Etapa 3

Descripcion
de la integral
definida como
area bajo la
curva.

P1: Elegir una funcion y=f(x),
definida en un intervalo ce-
rrado [a,b] perteneciente al
primer cuadrante. Construir
la gréafica de la funcién esco-
gida debe estar limitada por
el eje X y las rectas verticales
x=ay x=b.

P2: Aproximar el valor del
area de la superficie limitada
para una particion de n=10.

P3: Determinar el valor de la
superficie limitada a través
del uso del Teorema Funda-
mental del Célculo (TFC).

P4: Determinar el valor de la
superficie limitada a través
del uso del software Geoge-
bra. Utilizar las particiones
realizadas en P2.

P5: Representar de manera
concreta-pictérica el grafico
realizado en P4 en una super-
ficie de 40x40 cm (en cartén
piedra).

Nota. Elaboracion propia

Para la realizacion de la tarea se utilizaron los re-
gistros de representacion algebraico, grafico y
concreto-pictorico en la elaboracion de los proce-
dimientos. En la etapa 1, los estudiantes comen-
zaron con el desarrollo del procedimiento P1, que
consiste en proponer una funcion y=f(x) definida
en un intervalo cerrado [a,b] localizada en el pri-
mer cuadrante; esto facilitd contar con una rela-
cion a escala con los reales positivos y la medi-
cion de la unidad de centimetro, necesaria para
la representacion concreto-pictérica de la tarea.
En la etapa 2, en el procedimiento P2 se realiza 10
particiones de igual medida al intervalo [a,b], para
aproximar el valor del area de la superficie limitada
por medio de rectangulos inferiores y superiores.
Con el valor estimado de la aproximacion del area
se procede con P3, con el Teorema Fundamental
del Calculo (TFC) para calcular el valor exacto del
area debajo de la curva. Para la interpretacion del
problema realizado la consigna que se les dio fue
cuestionarles sobre el interés que puede tener el
uso del cambio de registro para la comprension
de la integral definida. En la fase de reflexion, los
futuros profesores aplicaron lo aprendido en las
fases anteriores haciendo uso de fenomenologia
y aplicaciones del concepto de integral definida
para describir el area bajo la curva, esta catego-
ria engloba los conceptos, procesos y procedi-
mientos analizados desde dos perspectivas. Asi,
desde el planteamiento de andlisis con el MTSK,
la etapa 1 detectaria evidencias de los elementos
del contenido movilizado, mientras que la etapa 2
incluye “un detonante para relacionar los conoci-

mientos puestos en juego en clase (KoT, definicio-
nes, propiedades y sus fundamentos), generando
el caso de nuestra tarea” (Barrera et al., 2019, p.
114).

En la etapa 3 se realizo el procedimiento P5 con-
sistente en representar de forma figural la grafica
realizada en P4, tomando como unidad de medida
el centimetro. Para P5 el modelo de érea bajo la
curva se encuentra en relacion con la representa-
cién concreto-pictérico de la misma. Asi, la utiliza-
cion de material fue necesaria para su ejecucion.
Los materiales facilitados para que los estudian-
tes utilizasen fueron: unidades de carton piedra,
regla de 30 cm, tijera, lapices de colores, lana,
cartulinas de color y pegamento. El disefio de la
representacion quedo a libre elecciéon de cada es-
tudiante, siempre que se adapte a las medidas del
carton piedra con dimension 40x40 cm.

Para finalizar la tarea, los futuros profesores res-
pondieron a preguntas que involucraban el con-
tenido en que estaban trabajando, el nivel educa-
tivo (ensefianza media) donde tiene cabida esta
tarea, los conocimientos previos necesarios para
la elaboracion de la tarea y qué posibles cambios
se podrian realizar a la tarea para facilitar la com-
prension del concepto de integral definida (Tabla
3).

Estas cuestiones buscan la reflexion del grupo de
futuros docentes ante la tarea realizada, como un
paso previo a una fase posterior (no objeto de este
trabajo) que trabajara la fenomenologia y sus apli-
caciones.
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Tabla 3. Preguntas para la fase de reflexion

1. ¢Qué contenido matematico estamos trabajando?

2. ¢Por qué se estudia ese contenido?

3. ¢Qué cambios deberian introducirse en la tarea para incrementar la calidad del proceso de
aprendizaje de la integral definida?

Nota. Elaboracion propia

4. ANALISIS E INTERPRETACION DE RE-
SULTADOS

Para el analisis y aporte de resultados se recogen
evidencias de las producciones de los futuros do-
centes en cada una de las fases de realizacion de
la tarea, donde se espera que los resultados ten-
gan un caracter reflexivo, que nos permita entrar
en la discusion del conocimiento disciplinar que
se tiene con respecto al objeto matemaético inte-
gral definida y su relacion con el concepto de area
bajo la curva. Utilizaremos aquellas evidencias de
las tareas que muestran aspectos concretos, para
dar respuesta a la pregunta de investigacion plan-
teada. Se cuenta con el consentimiento informado
de todos los participantes.

Para garantizar la fiabilidad en el analisis de las
producciones, se empled una metodologia ba-
sada en la triangulacion de investigadores. Tres
especialistas realizaron un andlisis inicial de ma-
nera individual e independiente, lo que permitié
recoger diversas interpretaciones y minimizar ses-
gos personales. Posteriormente, se llevé a cabo
una puesta en comun de los resultados obtenidos
por cada investigador, con el objetivo de discu-
tir y consensuar los hallazgos, fortaleciendo asi la
validez del analisis mediante una reflexion critica
compartida. Este enfoque es coherente con los
principios que avalan el analisis tematico cualitati-
vo (Nowell et al., 2017).

Dentro de la fase de planteamiento, los estudian-
tes E2 y E4 (Figura 4) desarrollan los apartados a)
y b) del problema de UCE (2021, p. 151) donde
se muestra la aproximacion inferior y superior del
area marcada, para posteriormente realizar una
conjetura de lo realizado en el apartado b). En
este caso, las fases a) y b) se relacionan con KoT
definiciones, mientras que c¢) podriamos enmar-
carlo en KoT propiedades, y d) KoT fundamentos.
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Figura 4. Desarrollo de a) y b) por parte de E2 y E4

Nota. UCE (2021, p. 151)

En este caso, podemos ver la exactitud y pertinencia de relacion entre las definiciones (como parte del
KoT) de la integral bajo la curva en sentido geométrico o de manera analitica como suma de Riemann.
En todos los casos, los estudiantes realizan los apartados a), ¢) y d) de manera similar, dado que se
realiza un desarrollo algebraico teniendo la particularidad de que los procesos son estructurados, des-
tacando la relacion que existe entre la aproximacion de un area a través de rectangulos y la aplicacion
de la integral definida en el Teorema Fundamental del Célculo, considerando como parte del KoT las
propiedades y teoremas relevantes, en este caso considerando las propiedades de la funcién. Para el
caso de b) resulta conveniente analizar la argumentacion de los estudiantes al conjeturar lo realizado,
en la Figura 5 se muestra la argumentacion de E3 y E5, que infieren que el valor de area del rectangulo
A1 inferior es igual a la del area superior posterior A2, ademas de describir que la altura de cada rec-
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tangulo se encuentra asociado a la imagen del punto en la particién del intervalo. De manera andloga la
estudiante E7 muestra la relacion entre los valores de las areas de los rectangulos inferiores y superiores
a través del gréfico.

Figura 5. Argumentacion de b), realizado por E3-E5 (i) y E7 (ii) respectivamente

(i) (i)

Dentro de la fase de analisis, la eleccion de la funcién es un aspecto a destacar porque condicionara
los procedimientos (KoT). Los estudiantes eligen funciones que involucran aspectos trigopnométricos
(57%), raices (28.8%) y logaritmos (14.3%), casos que delimitan la eleccion del estudiante sin promover
la interpretacion mas alla del céalculo, sin ahondar en contextos donde la integral tiene sentido (KoT fe-
némenos y aplicaciones). El desarrollo para todos los casos se realiza en un registro algebraico, donde
se establece la descripcion utilizada y su representacion se pone en manifiesto la respuesta de E1 y EG6,
por el sentido al definir una funcion trigonométrica f(x)=40 sin®(x/12) en el intervalo [0,1211] y una funcioén
raiz f(x)=3+v/(4x+8) en intervalo [0,40] respectivamente. En la Figura 6 (i) se muestra los procedimientos
P1, P2 y P3 realizados por E1 en relaciéon la etapa 1y 2 respectivamente. De manera analoga la Figura
6 (ii) muestra los procedimientos de EB6.
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Figura 6. Procedimiento de P1, P2 y P3 en registro algebraico por parte de E1 (i) y E6 (ii)

(i) (i)

Nota. Elaboracién de E1 y E6.

Profundizando en la elaboracion de E1, se tiene que en P1 se define la funcién f(x)=40 sin (%) en el

intervalo [0,1211], generando que la base de cada rectangulo sea de 3.77 unidades aproximadamente.
Posteriormente en P2 se determina que la suma de las areas de los rectangulos inferiores es de 797.92
unidades y para las areas superiores de 1105.72 unidades, luego utilizando el TFC se obtiene que el va-
lor del &rea bajo la curva es 960 unidades cuadradas. En el procedimiento P4 correspondiente a la etapa
2, como se muestra en la Figura 7, E1 elabora el grafico en GeoGebra del area bajo la curva y=40 sin (ﬁ)
utilizando la informacion de los procedimientos P1, P2 y P3. Este uso de la tecnologia para representar
el concepto puede considerarse una subcategoria dentro del KoT.
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Figura 7. Desarrollo de P4 en GeoGebra por parte de E1

Nota. Elaboracion de E1 y E6.

En la fase de andlisis, se pretendia que interpretasen lo realizado en la fase de planteamiento, para tal
caso se facilitd una consigna para guiar el trabajo de los estudiantes en forma de pregunta que invo-
lucraba la importancia de hacer uso de registros de representacion (KoT registros): ¢Qué interés tiene
el uso del cambio de registro para la comprension de la integral definida?, en respuesta a lo anterior,
destacamos las respuestas de los futuros profesores E4, E5y E7.

E4: “Lograr determinar en un caso como la integral es utilizada para determinar el valor de las areas
delimitadas por una grafica dentro de un intervalo [a, b] y el eje horizontal, por medio de rectangulos
superiores € inferiores”.

E5: “Realizar una comparacion de areas, entre la obtenida mediante la aplicacion de integral definida
y mediante la suma de Riemann”.

E7: “En mostrar cémo vamos aproximandonos mejor al area exacta bajo los conocimientos béasicos
gue ya traemos de matematicas y asf ir modelando la definicion de integral definida”.

En la fase de reflexion, los futuros profesores reconstruyen el significado de integral definida desde lo
aprendido en la tarea durante la etapa 3. Nuestro objetivo desde el analisis KoT se refiere a los registros
de representacion utilizados y las conversiones dentro de los mismos. E1 representa de manera concre-
ta-pictorica el grafico realizado en Geogebra utilizando un cartén piedra de dimensiones 40x40 cm, mar-
cando cada unidad (1 cm) en los ejes con marcador negro, la conversion que cada unidad en el gréfico
es una unidad de centimetro en el modelo (Figura 8i), con esto se acota la posibilidad de que el grafico
quede en el primer cuadrante, no excediendo en 40 unidades de eje horizontal y 40 unidades de eje ver-
tical. Posteriormente haciendo medidas con una regla establece los rectangulos superiores € inferiores,
coloreandolos con pinturas de color azul (superior) y verde (inferior). La altura de cada rectangulo tiene
que estar en concordancia con el grafico en Geogebra, es por ello la necesidad de medir con la regla
para posterior marcar €sos puntos y con una lana de color rojo marcar la curva estimada de la funcién
f(x)=40 sink(x/12) definida en el intervalo [0, 37.7] cm. Para el caso de E6 (Figura 8 ii) utiliza cartulina de
color rosa para establecer los rectangulos inferiores y color purpura para los rectangulos superiores, se
forman diez rectangulos inscritos, cada uno con base de 4 cm. Se coloca de manera aleatoria la regla
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sobre la altura de los rectangulos inscritos, comprobando por ejemplo en el cuarto rectangulo una apro-
ximacion de 22.4 centimetros, verificando el valor de f(12)=22.44 unidades.

Figura 8. Representacion concreta-pictdrica del drea bajo la curva realizada por E1 i) y E6 i)

(i (i)

En la fase de reflexion, se realizaron una serie de preguntas que respondian a la reconstruccion del
significado de la teoria aprendida, para tener una vision del estado del conocimiento disciplinar del con-
tenido y para que asi los futuros profesores se apropien de estas actividades y puedan ser replicadas en
ensefianza media, ademas de considerar que en esta fase los participantes desarrollan conocimiento de
modelacion de situaciones reales (Fuentes, 2020).

e ;Qué contenido matematico estamos trabajando?

Seis de los siete participantes identificaron la integral definida como el contenido matematico principal
implicado en la actividad. De forma complementaria, las expresiones “area bajo la curva” y “sumatorias
de Riemann” fueron mencionadas por tres y cuatro participantes, respectivamente. Todos estos elemen-
tos corresponden a contenidos intra-conceptuales asociados a la integral definida, enmarcados en la
categoria Definiciones y propiedades del KoT.

e ;Por qué se estudia ese contenido?

La mayoria de las respuestas sefialan que este contenido debe ser estudiado debido a que el Minis-
terio de Educacion lo incluye en el programa de estudio de 3.° y 4.° medio, diferenciando entre “limite,
derivadas e integrales”. Otros argumentos apuntan a que dichos contenidos resultan necesarios para
los estudiantes que deseen ingresar a carreras de educacion superior que impliquen el uso de las mate-
maticas. Solo un participante menciond que este contenido se estudia con el propdésito de comprender
la aplicacion y definicion de la integral definida, lo cual se vincula directamente con el conocimiento del
contenido en la categoria Fendmenos y aplicaciones del KoT.

e Qué cambios deberian introducirse en la tarea para incrementar la calidad del proceso de apren-
dizaje de la integral definida?

Se debe dar relevancia necesaria la definicion de la integral definida (KoT definiciones y propiedades).
En este sentido, se subraya la importancia de abordar qué sucede cuando un limite tiende a infinito y
como se vincula el célculo del area bajo la curva con las sumas de Riemann (KoT relaciones intra-mate-
maticas). Otras intervenciones hacen mencion que el principal obstaculo que se origina al ensefiar este
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contenido es el enfoque algebraico y algoritmico,
donde no se incorpora el uso de ningun aspecto
geométrico (KoT representaciones).

Estas reflexiones permean con otras categorias
del MTSK vinculadas al conocimiento didactico
del contenido. Hemos considerado importante
hacerlas de esta manera, y recoger aquellos as-
pectos que estan vinculados con procedimientos
(KoT).

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En esta seccion discutimos sobre la produccion
de los estudiantes para posteriormente concluir
con la respuesta a la pregunta de investigacion. A
través del conocimiento de los temas se propone
una tarea que desarrolle las categorias asociadas
a este conocimiento, es asi que en el todo proce-
so de ejecucion se alinea con los procedimientos
para describir la integral definida como area bajo
la curva con preguntas como jcuando se hace?,
;cuando puede hacerse?, s por qué se hace asi?y
caracteristicas de los resultados obtenidos elabo-
rados por futuros profesores escogidos de forma
intencionada.

La fase de planteamiento actia como la instan-
cia en donde las categorias del KoT se ponen en
juego, en particular al mostrar las definiciones y
propiedades, donde se caracteriza el concepto
de integral definida, asi como el conocimiento de
las propiedades necesarias para llevar a cabo el
proceso de aproximacion de area (Vasco et al.,
2017), para posteriormente utilizar los fundamen-
tos necesarios en la obtencion del &rea bajo la
curva utilizando rectangulos, y su relacion con la
integral definida de un problema propuesto del
programa de estudio del Ministerio de Educacién
chileno, en concordancia con la actualizacion en
enseflanza de temas del calculo para secundaria
(Bustos & Ramos, 2022).

En la fase de analisis, E1 y E6 describen los pro-
cedimientos P1, P2 y P3 en relacién con lo plan-
teado en la tabla 1, destacando las condiciones
necesarias y suficientes para asociar los algorit-
mos desarrollados (Vasco et al., 2017) permitien-
do establecer comparaciones entre las formas
para aproximar el valor del area bajo la curva, los
calculos fueron realizados con calculadoras cien-
tificas, dando el protagonismo a los valores vy el
sentido que implican estos y no al procedimiento
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algebraico, en consistencia con las pautas de Ma-
teus-Nieves y Montafiez (2020) que muestran la
persistencia de ensenar la integral para estudian-
tes universitarios con una excesiva orientacion
algebraica, impidiendo la articulacion global del
significado.

Las aproximaciones realizadas por los estudiantes
en las diferentes areas tienen fundamento en las
funciones escogidas, pues ello conduce a que el
signo del valor del area sea positivo descartando
posibilidades de un valor negativo (Kontorovich,
2023), una situacion que podria provocar obsta-
culos porque ninguna de las funciones cambia de
signo en el intervalo asignado. Por otro lado, se
puede apreciar que, al momento de expresar el
area de la regioén, por medio de la definicion de
integral definida, en su representacion algebrai-
ca hace que el sumatorio solo llegue hasta n=10,
descartando la nocién de particion infinita. Para
la realizacion de P4 se utiliza GeoGebra para rea-
lizar el grafico de la funcion y limitar el area de
esta en el intervalo [a,b], su uso actla como me-
diador desde un desarrollo algebraico al grafico
y posteriormente al concreto-pictérico. Estos re-
sultados han sido reportados de manera previa
(Martinez-Miraval & Garcia-Cuéllar, 2020; Lopez-
Leyton et al., 2019), donde el uso de GeoGebra
favorece que los estudiantes generen nociones in-
tuitivas sobre la integral definida y la intervencion
mediada por la aplicacion moévil de GeoGebra en
las aulas (Ballesteros et al., 2020).

En la fase de reflexion, en la etapa 3, se elabora el
procedimiento P5, donde E1y E6 hacen represen-
tacion concreta-pictérica del area bajo la curva,
haciendo la conversiéon de unidad en GeoGebra
por centimetro en el cartén piedra, esto permite
situar la regla de forma aleatoria, generando la ac-
cion de “medir”, estableciendo valores que estén
en relacion con la altura de cada rectangulo y la
imagen del punto por medio de la funcién, con-
siderando en esta etapa el conocimiento de una
situacion asociada a los significados del tema ma-
tematico estudiado (Freudenthal, 1983).

La percepcion visual es importante para los estu-
diantes en la comprension del concepto, desde la
relacion entre los pensamientos matematicos y las
preferencias de representacion en un problema
de la integral (Sevimli & Delice, 2012). Se eviden-
cia la movilizacién de elementos y conceptos del
registro algebraico y grafico, y viceversa. Es im-
portante sefialar el rol que juegan las representa-



ciones y el uso de los registros para el aprendizaje
de un concepto, en particular el calculo del area
de una region limitada por una curva y=f(x). Do-
minguez et al. (2019) y McGee y Martinez-Planell
(2014) recomiendan fomentar la perspectiva grafi-
ca de estos conceptos de calculo. En la misma li-
nea estas representaciones del area nos permiten
identificar el intervalo donde se define la funcion y
con ello establecer la integral definida involucrada
(Kontorovich & Li, 2022).

En la fase de reflexion, donde se realiza un con-
junto de preguntas guiadas sobre la tarea, po-
demos ver que los futuros profesores coinciden
en que el tema matematico estudiado es el area
bajo la curva, integral definida y las sumas de Rie-
mann, resulta pertinente este uso de las sumas
de Riemann, al brindar la oportunidad de articular
esguemas preexistentes, tales como medidas de
areas, intervalos, funciones, sumatorias y limites
(Martinez-Miraval & Garcia-Cuéllar, 2020).

En respuesta a la pregunta de investigacion, el
desarrollo de las distintas fases del estudio evi-
dencia como el futuro profesor debe construir
progresivamente el conocimiento del tema mate-
matico que pretende ensefiar, enmarcado en el
subdominio KoT del MTSK. El proceso seguido
en la resolucion de las tareas ha implicado una
profundizacion en las categorias clave del conoci-
miento matematico (procedimientos, definiciones,
propiedades y registros de representaciéon) que
resultan fundamentales para comprender el con-
tenido desde una perspectiva didactica. La ex-
ploracién y aplicaciéon de estas categorias no solo
fortalece el conocimiento disciplinar del docente
en formacion, sino que puede orientar el disefio
de tareas para una enseflanza mas articulada con
los demés subdominios del MTSK, favoreciendo
una practica reflexiva y fundamentada.

La tarea propuesta permite al estudiante visuali-
zar y comprender la relaciéon que existe entre el
area de una figura plana irregular con el concepto
de integral definida, y como esta puede estar co-
nectada a un ambito concreto. Por otro lado, las
preguntas realizadas nos permiten que los futuros
profesores puedan argumentar de manera ma-
tematica, una actividad fundamental y compleja,
considerada una de las principales razones de
dificultades en su formacion (Nagel et al., 2018),
con ello inferimos que los futuros profesores re-
quieren del dominio conceptual de las definicio-
nes de los contenidos que ensefia, para asi poder
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aplicar propiedades y saber desarrollar procedi-
mientos relacionados (Padilla-Escorcia & Aceve-
do-Rincoén, 2022).

Podemos concluir, por tanto, que el uso del mo-
delo analitico MTSK nos facilita analizar tareas
que involucren las categorias del conocimiento
de los temas (KoT) para describir la integral de-
finida como area bajo la curva, lo cual amplia el
espectro de la aplicacion de la integral definida
en diferentes contextos, asi aportando a la dis-
cusion entre diferentes tipos de conexiones para
caracterizar el MTSK (Vasco et al., 2017). Por otro
lado, destacamos el uso de GeoGebra para el
desarrollo de la tarea, dado que permitié la mo-
vilidad de la representacion grafica y algebraica
del concepto integral definida, esto reafirma que
el uso de la tecnologia en la educacion matema-
tica puede desarrollar resultados positivos junto
a procesos manipulativos (Belbase, 2015). Como
prospectiva se plantea la inclusiéon de la categoria
KoT fenomenologia, que puede promover proble-
mas donde los estudiantes puedan aplicar estos
conceptos a situaciones de la vida real, y no sélo
a un desarrollo en el ambito matematico puro (Ne-
daei et al., 2021).
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RESUMO

Este artigo apresenta uma experiéncia de ensino fundamentada nas cinco acfes da abordagem de
Ensino e Aprendizagem da Matematica por meio da Resolugédo de Problemas (EAMVRP), voltada para
favorecer a compreensao do conceito de distancia entre dois pontos. Para isso, foi elaborada e aplicada
uma proposta didatica em uma turma de 27 estudantes do terceiro ano do ensino médio. Os resultados
indicam que os alunos mobilizaram diferentes conhecimentos matematicos e participaram ativamente
da resolucéo da tarefa. Foram identificadas trés estratégias de resolugcdo: duas levaram a resposta es-
perada e uma ndo. Além disso, constatou-se que a intervencéo docente foi fundamental para articular os
conhecimentos prévios dos alunos com os novos conteddos. Conclui-se que a implementagéao das cinco
acdes do EAMVRP constituiu um recurso eficaz para promover a compreenséo do conteudo matematico
relativo a distancia entre dois pontos.

Palavras-chave:
Abordagem de ensino; Resolucdo de Problemas, Distancia entre dois
pontos

RESUMEN

Este articulo presenta una experiencia de ensefianza fundamentada en las cinco acciones del enfoque
de Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas a través de la Resolucion de Problemas (EAMVRP),
orientada a favorecer la comprensiéon del concepto de distancia entre dos puntos. Para ello, se disefié
y aplicd una propuesta didactica a una clase de 27 estudiantes de tercer grado de secundaria. Los re-
sultados muestran que los estudiantes movilizaron diversos conocimientos matematicos y participaron
activamente en la resolucion de la tarea. Se identificaron tres estrategias de resolucion: dos condujeron
a la respuesta esperada y una no. Asimismo, se constatd que la intervencion docente desempefié un
papel clave al vincular los saberes previos de los estudiantes con los nuevos contenidos. En conclusion,
la implementacion de las cinco acciones del EAMVRP constituyé un recurso eficaz para favorecer la
comprension del contenido matematico relativo a la distancia entre dos puntos.

Palabras clave:
Enfoque diddctico,; Resolucién de problemas; Distancia entre dos
puntos

Recibido 23 de febrero 2024, Aceptado 06 de junio 2025 | 85
Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 17, N°2



LA ENSENANZA DE LA DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS A TRAVES DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS: UNA EXPERIENCIA EN EL TERCER CURSO DE SECUNDARIA

ABSTRACT

This article reports on a teaching experience based on the five actions of the Mathematics Teaching and
Learning through Problem Solving (MTLPS) approach, aimed at fostering students’ understanding of the
concept of distance between two points. A didactic proposal was designed and implemented in a class
of 27 third-year secondary students. The findings show that students activated various mathematical
knowledge and engaged actively in the problem-solving activity. Three solution strategies were identified:
two led to the expected answer, while one did not. Furthermore, it was observed that teacher support
played a crucial role in connecting students’ prior knowledge with the new content. In conclusion, the
implementation of the five actions of the MTLPS approach proved to be an effective means to foster stu-
dents’ comprehension of the mathematical content related to the distance between two points.

Keywords:
Teaching Approach; Problem Solving; Distance between two points
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1. INTRODUCAO

Na Educacéo Basica' do Brasil, a Base Nacional
Comum Curricular — BNCC (Brasil, 2018”2 indica
que se deve realizar na etapa do Ensino Médio
(1* a 32 séries) um trabalho com resolucédo de
problemas. Nesse documento que norteia o curri-
culo, aponta-se que 0s alunos devem consolidar
0s conteudos aprendidos anteriormente e agre-
gar novos, permitindo a resolucédo de problemas
mais complexos que exigem maior reflexdo e
abstracao, e ter uma visdo da Matematica mais
integrada as outras areas de conhecimento, bem
como a realidade.

Autores como Schroeder y Lester (1989), Lester y
Cai (2016) e Liliedahl y Cai (2021) compreendem
e defendem que a resolugéo de problemas deve
fazer parte do curriculo escolar. Para esses au-
tores, tratar a resolucédo de problemas no ensino
ajuda a direcionar os alunos a compreenderem
matematica, a aprenderem a resolver problemas e
a relacionarem, assim, suas ideias a outras ideias
matematicas. Na visdo de Schoenfeld (2020),
quando os alunos se envolvem na resolucédo de
problemas, podem desenvolver a generalizacéo e
a abstracéo.

Uma possibilidade de relacionar conteudos pré-
vios a novos conteudos e trabalhar com a mate-
matica em diferentes contextos é a proposta da
abordagem do Ensino-Aprendizagem de Mate-
matica via Resolugcdo de Problemas (EAMVRP),
a qual foi desenvolvida por Proenca (2018). Essa
abordagem ¢é constituida de cinco acgbes, cuja
esséncia é partir de uma situacdo de Matematica
para que os alunos desenvolvam suas estratégias
de resoluc&o com base no que o ja conhecem de
Matematica. Além desse potencial, busca-se le-
var os alunos a construirem ideias matematicas
presentes em suas estratégias para relacionar ao
conteudo a ser introduzido.

As cinco ac8es de Proenca (2018) constituem-se
em: escolha do problema, introduc&o do proble-
ma, auxilio aos alunos durante a resolucéo, dis-
cussdo das estratégias dos alunos e articulagé&o
das estratégias dos alunos ao contetdo. Por meio

de tais acdes, os professores podem se orientar
para conduzir seus alunos na resolucdo de pro-
blemas, em sala de aula, visando um ensino de
matematica que valorize os conhecimentos pré-
vios. Para Mendes, Proenca e Moreira (2022), se-
guir as cinco agdes do EAMVRP valoriza a apren-
dizagem significativa critica e reflexiva, uma vez
que foca justamente nos conhecimentos prévios
dos alunos.

Estudos como os de Sousa y Proenca (2019), Oli-
veiray Proenca (2020), Akamine y Proenca (2022),
Rozario y Proenca (2022; 2023), Pereira y Proenca
(2023) e Santos, Campelo y Proenca (2023) utili-
zaram o EAMVRP para abordar os conteudos de
equacao polinomial de primeiro grau, matematica
financeira, fracdes, area de tridngulo, equacéo do
2° grau e logaritmo, respectivamente, e mostra-
ram que os alunos conseguem apresentar suas
estratégias de resolucdo. De forma geral, esses
estudos revelaram que realizar aulas no EAMvRP
permitiu uma maior participagéo dos alunos, a dis-
cussao de ideias, 0 uso e revis&o de conhecimen-
tos matematicos anteriores e a validacao de suas
estratégias e das respostas obtidas, favorecendo
uma compreensao que permitiu articular as ideias
a esses conteudos.

Neste trabalho, temos como objetivo relatar uma
experiéncia de ensino baseada nas cinco ac¢fes
do EAMVRP para favorecer a compreensdo de
alunos sobre o conteddo de distancia entre dois
pontos. O trabalho apresenta uma secado sobre
a teoria da resolucédo de problemas e as cinco
acdes do EAMVRP, depois apresenta a secédo re-
ferente a experiéncia de ensino em sala de aula e,
por fim, apontamos as consideracdes finais.

"No Brasil, a Educagéo Basica compreende trés etapas: Educacao Infantil (O a 5 anos), o Ensino Fundamental (9 anos) que se
divide em Ensino Fundamental — Anos Iniciais (1° ao 5° anos) e Ensino Fundamental — Anos Finais (6° ao 9° anos), e o Ensino Médio

(1% a 3? séries).

2A BNCC (Brasil, 2018) ¢ um documento brasileiro que estabelece as habilidades, competéncias e conhecimentos nas diversas
areas de conteudos que 0s alunos devem desenvolver ao longo da Educacgéo Basica.
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2. RESOLQQAO DE PROBLEMAS E AS
CINCO ACOES DO EAMVRP

Segundo Polya (1994), a resolucéo de problemas
possibilita ao aluno descobrir um caminho para
alcancar a resposta, entendé-la e desperta o in-
teresse pelo significado dessa resposta. Nesse
sentido, é importante entender o que € um pro-
blema. Echeverria (1998) aponta que uma tarefa
se torna um problema quando aparecem obsta-
culos que dificultam e levam o individuo a racioci-
nar, diferentemente dos chamados exercicios. De
forma analoga, Proenca (2018) aponta que uma
situacdo de Matematica passa a ser um proble-
ma “[...] quando a pessoa precisa mobilizar con-
ceitos, principios € procedimentos matematicos
aprendidos anteriormente para chegar a uma res-
posta” (Proenca, 2018, p. 17).

Também devemos compreender o que é resol-
ver um problema, que consiste em perpassar por
etapas/fases de resolucdo. Polya (1994) apre-
sentou quatro fases de resolugdo de problemas
(compreensédo, estratégia, execugdo e retros-
pecto). Proenca (2018), baseado em autores da
psicologia cognitiva, assume quatro etapas. A
primeira etapa, a representacéo, consiste na in-
terpretacdo e compreensédo do problema a par-
tir da leitura do enunciado, o que envolve uso
de conhecimento linguistico (agdes envolvidas,
no contexto da lingua materna) e conhecimento
semantico (expressdes/termos matematicos). Em
seguida, ocorre o planejamento, no qual elabo-
ra-se uma estratégia de resolugdo como tentativa
e erro, diagrama, desenho, equacéo, montar uma
tabela e obter um padr&o, o que corresponde ao
conhecimento estratégico de uma pessoa. Assim,
essa estratégia passa pela etapa de execucéo,
gue consiste em colocéa-la em préatica, realizando
0s célculos e desenhos e demais procedimentos
necessarios, constituindo o conhecimento proce-
dimental. Por fim, na etapa de monitoramento a
pessoa deve realizar a avaliacéo e validacdo da
resposta encontrada, bem como buscar rever sua
resolucéo.

A partir disso, compreende-se que a resolucéo de
problemas desempenha papel importante, pois
trata-la em sala de aula favorece a mobilizac&o de
conhecimentos dos alunos. No ensino, a aborda-
gem da resolugcéo de problemas pode seguir pelo
uso do problema como ponto de partida, antes de
introduzir o conteuddo (Schroeder y Lester, 1989;
Fi y Degner, 2012; Proenca, 2018, 2021). Pode
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seguir em conjunto ou de forma isolada pela abor-
dagem da proposicao de problemas (problem
posing), a qual busca ampliar a compreenséo de
matematica dos alunos ao resolverem e proporem
seus problemas (English, 2020; Koichu, 2020; Lil-
jedahl y Cai, 2021).

Neste estudo, utilizamos a abordagem do Ensi-
no-Aprendizagem de Matematica via Resoluc&o
de Problemas (EAMVRP) de Proenca (2018), que
coloca um problema como ponto de partida para
0 ensino de um novo conteudo. Essa abordagem
€ contraria a forma tradicional de ensino que pre-
za por inicialmente realizar a definicao do conteu-
do em sua forma matematica, depois apresenta
um exemplo de uso dessa definic&o, para depois
trazer exercicios de mera aplicagdo. O EAMVRP
apresenta as seguintes cinco acoes:

A escolha do problema € a primeira acao e se re-
fere ao planejamento do professor que deve ela-
borar ou reelaborar uma situacdo de matematica
(possivel problema) ou até mesmo retira-la na in-
tegra de algum material didatico. Nessa escolha,
o professor precisa organizar/reorganizar o enun-
ciado, de modo a ser possivel articular uma estra-
tégia ao novo conteddo a ser ensinado aos alu-
nos. Nesse sentido, é importante que o professor
preveja possiveis estratégias de resolucédo para
ter clareza daquelas que podem surgir em sala de
aula e mesmo as que os alunos seguiriam. Com
issS0, prever estratégias também é uma forma de
auxilia-los posteriormente.

A introducao do problema é a acado que ocorre
em sala de aula, onde o professor organiza a tur-
ma, preferencialmente em grupos, € apresenta a
situacdo de Matematica aos alunos que iréo ter o
primeiro contato de interpretacéo e compreenséo.
O professor deve orienta-los a resolverem de
acordo com seus conhecimentos matematicos e
da forma como quiserem. Neste momento, a si-
tuacdo pode se tornar um problema aos alunos
caso se configure como um desafio.

No auxilio aos alunos durante a resolucdo, con-
forme os grupos vao desenvolvendo suas estraté-
gias a partir de suas compreensées do problema,
o professor deve acompanhéa-los, atuando, se-
gundo Proenca (2018), como observador, incen-
tivador e direcionador das ideias que surgirem.
Como observador, esse momento permite avaliar
as dificuldades e as potencialidades dos alunos
em mobilizar conceitos, criar estratégias e reali-
zar procedimentos, 0 que corresponde a avaliar
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0S grupos na resolucdo de problemas, conforme
as fases de Polya (1994) e as etapas de Proenca
(2018). Como incentivador, o professor pode
fazer guestionamentos que ajudem 0s grupos a
pensarem, pedir para que expliqguem o0 que pen-
saram, mas sem dar respostas prontas. Por fim,
como direcionador, ao identificar que algum gru-
PO N0 conseguiu propor uma estratégia, o pro-
fessor pode se valer das estratégias previstas na
primeira agao e, assim, sugerir ao grupo. Seria por
exemplo sugerir que pensem em montar uma ta-
bela ou mesmo buscar organizar algum desenho
etc., o que corresponde a auxiliar com uma inicia-
tiva e ndo apresentar a estratégia de forma pronta.

Na discusséo das estratégias dos alunos, é feita a
socializac&o, a qual consiste de cada grupo ir ao
quadro para expor suas estratégias de resolucéo
e explica-las aos colegas. Caso haja algum equi-
vOCO na resolugéo, este € o momento de analisar,
de modo coletivo, as estratégias utilizadas, bem
como revisar e validar as respostas. Trata-se de
um olhar do professor para o processo de reso-
lucdo do problema seguido pelos grupos, com
foco em levar os alunos a compreenderem os ti-
pos de estratégias utilizadas e a esséncia mate-
matica que compartilham.

Por fim, na articulagédo das estratégias dos alunos
ao conteudo, o professor escolhe uma estratégia
(ou mais estratégias) desenvolvidas pelos grupos
e a articula ao novo conteldo a ser ensinado. Isso
implica em associar as representacdes dessa
estratégia a formula ou ao conceito matematico.
Neste caso, pontos centrais da estratégia devem
ser tomados como foco para essa associacdo ao
formato do novo conteudo.

3. A EXPERIENCIA DE ENSINO NA ABOR-
DAGEM DO EAMvRP

A nossa experiéncia de ensino derivou de uma ati-
vidade proposta na disciplina de “Tépicos Espe-
cificos em Ensino de Matematica e sua Didatica”,
cursada no segundo semestre de 2022, de um
Programa de Poés-Graduacédo na area de Ensino
de Ciéncias e Matematica de uma universidade
estadual publica do estado do Parané, no Brasil.
Nessa disciplina, solicitaram que fizéssemos uma
implementac&o em sala de aula com a abordagem
de um conteldo matematico e pautados em uma
tendéncia da Educacdo Matematica. Optamos
pela tendéncia da resolugdo de problemas por
ser nossa area de pesquisa e pelas contribuicdes
para nossa formacgao.

Assim, elaboramos uma proposta de EAMvVRP
para introduzir, na area da geometria analitica, o
conteudo de distancia entre dois pontos. As aulas
foram implementadas a 27 alunos de uma turma
da terceira série do Ensino Médio de uma esco-
la publica do noroeste do Estado do Parand, no
Brasil. Para obter esses participantes e definir o
conteudo, fizemos uma visita & escola e apresen-
tamos nosso objetivo a uma professora de Mate-
matica que cedeu sete horas-aulas. A professora
disponibilizou essa turma porque era a turma mais
participativa com atividades interativas. Ja o con-
teldo de distancia entre dois pontos nos foi apre-
sentado pela professora porque seria o proximo a
ser tratado, segundo o documento de Registro de
Classe Online (RCO) que contém os conteudos a
serem cumpridos.

Ao longo da experiéncia, buscamos coletar dados
sobre o que os alunos fizeram, que se deu por
meio de seus registros de resolucéo na folha que
continha o problema e na lousa, de gravacdes de
audio e de anotacdes no diario de campo. Dessa
forma, apresentamos nossa experiéncia de ensino
para o contéudo de distancia entre dois pontos na
abordagem do EAMVRP e que foi implementada
em sala de aula pelas duas autoras deste estudo.
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12 acao - Escolha do Problema: Nesta ac&o, reunimo-nos para dialogar sobre qual seria a situac&o de
Matematica a ser utilizada para que os alunos utilizassem seus conhecimentos prévios de conceitos,
principios e procedimentos matematicos, principalmente em geometria e chegassem a uma generali-
zacgao, obtendo uma férmula matematica, como prop&e Proenca (2018). Apés varias tentativas de elabo-
racao e varias discussdes, formulamos a seguinte situacéo:

Pedro esta brincando com um jogo que tem como objetivo calcular o caminho para que 0s animais
possam chegar a sua respectiva comida, podendo andar em qualquer sentido, sem passar por outros
animais em seu trajeto. Considere que cada quadrado possui a area de 1m?

Figura 1. Situacdo de matemadtica (Possivel problema)

Fonte. Elaborado pelos autores

De acordo com a ilustragéo: a) Qual a menor distancia (em metros) entre a vaca e o capim? b) Qual a
menor distancia (em metros) entre a abelha e a flor? ¢) Qual a menor distancia (em metros) entre o ca-
chorro e a carne? d) Qual a menor distancia (em metros) entre o gato e o peixe?

A escolha da situacdo de Matematica (possivel problema) deve levar em consideracao a atencdo ao
fato de que “a situagao de Matematica escolhida deve permitir uma resolugao pelos alunos baseada em
mais de um caminho, mais de uma estratégia” (Proenca, 2018, p. 46). Dessa forma, a situagéo escolhida
admite alguns caminhos para se chegar a uma resposta. Nos quadros a seguir, apresentamos algumas
das estratégias que previmos antes de apresentar a situacado de Matematica em sala de aula.
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Quadro 1. Estratégias da situacéo referentes ao item a

Estratégias para resolucao do item a)

Descricao llustracao

A vaca seguird esta sequéncia para chegar ao capim: H1-H2-H3-H4-G4

O aluno podera calcular a distancia em metros, multiplicando 6x1= 6 metros
ou somar 1+1+1+1+1+1=6 metros

Este n&o é o caminho mais curto

A vaca seguiré estéa sequéncia para chegar ao capim: G2-G3-G4.
O aluno podera calcular a distancia em metros, multiplicando 3x1= 3 metros
ou somar 1+1+1= 3 metros

Fonte. Elaborado pelos autores

Quadro 2. Estratégias da situagdo referentes ao item b

Estratégias para resolucao do item b)

Descricao llustracao

A abelha seguira esté sequéncia para chegar a flor: A8-B8-C8-D8-D7

O aluno podera calcular a distancia em metros, multiplicando 5x1= 5 metros
ou somar 1+1+1+1+1= 5 metros

Este n&o é o caminho mais curto.

A abelha seguira esta sequéncia para chegar a flor: B7-C7-D7
O aluno poderé calcular a distancia em metros, multiplicando 3x1= 3 metros
ou somar 1+1+1= 3 metros

Fonte. Elaborado pelos autores
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Quadro 3. Estratégias da situagéo referentes ao item c

Estratégias para resolucao do item c)

Descricao

llustracao

O cachorro seguird esta sequéncia para chegar a carne:
B1-C1-D1-E1-E2-E3-E4-E5

O aluno poderé calcular a distancia em metros, multiplicando 8x1= 8 metros
ou somar 1+1+1+1+1+1+1+1= 8 metros

Este ndo é o caminho mais curto.

O cachorro seguiré esta sequéncia para chegar a carne:
A2-A3-A4-A5-B5-C5-D5-E5

O aluno poderé calcular a distancia em metros, multiplicando 8x1= 8 metros
ou somar 1+1+1+1+1+1+1+1= 8 metros

Este n&o é o caminho mais curto.

O cachorro seguiré esta sequéncia para chegar a carne: B2-C3-D4-E5

Aqui o aluno poderé utilizar seus conhecimentos de geometria e aplicar
Pitagoras de duas maneiras:

1- O aluno podera encontrar a diagonal de cada triangulo e depois multipli-
ca-las pelo numero que aparece:

h2=12+12 — h =42
\2x4=4+/2
2- O aluno podera olhar a diagonal do triangulo dos vértices A1, E1 e E5.
h2=424+42 -, h =+/32=44/2

Fonte. Elaborado pelos autores
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Quadro 4. Estratégias da situacéo referentes ao item d

Estratégias para resolucao do item d)

Descricao llustracao

O gato seguird esta sequéncia para chegar ao peixe: F7-G7-
G6-G5

Este ndo é o caminho mais curto.

O aluno podera calcular a distancia em metros, multiplicando
4x1= 4 metros

ou somar 1+1+1+1= 4 metros

O gato seguira esta sequéncia para chegar ao capim: F6-G5

Aqui o aluno podera utilizar seus conhecimentos de geometria e
aplicar Pitdgoras de duas maneiras:

1- O aluno podera encontrar a hipotenusa de cada triangulo re-
tangulo e depois multiplica-las pelo nimero que aparece:

h2= 12412 — h=+2
V2x2 = 22

2- O aluno podera olhar a hipotenusa do triangulo dos vértices
E7, G7 e Gb.

h?=22+22 - h=48=2/2

Fonte. Elaborado pelos autores

Essas estratégias previstas ajudaram as professoras a observar se 0s alunos seguiriam alguma delas,
guando da resolugéo do problema, em sala de aula. Além disso, utilizamos a estratégia que possibilitou
realizar a articulagdo ao novo conteudo: a expresséo que envolve o contetdo de distancia entre dois
pontos.

2% acao - Introducao do Problema: Nesta acdo, iniciamos o contato direto, em sala de aula, com os
alunos, de modo que fizemos a divisdo da turma em grupos (formaram-se sete grupos) e apresenta-
mos-lhes a situacdo de Matematica para que comegassem a resolver. Orientamos 0s alunos para resol-
verem como quisessem.

Figura 2. Apresentacdo da situacdo de matematica aos alunos em grupos

Fonte. Dados da pesquisa
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3? acao - Auxilio aos alunos durante a resolucao: Nesta acdo, auxiliamos os alunos nas duvidas que
foram surgindo no decorrer da resolugao da situagcao. Conforme indica Proenca (2018), atuamos no pa-
pel de observadoras de suas dificuldades e compreensdes. Como incentivadoras, isso ocorreu por meio
de questionamentos para ajudar nas ideias. Como direcionadoras, nossa postura ocorreu no sentido de
possibilitar aos alunos estruturar suas estratégias. No quadro a seguir, trouxemos os principais auxilios

aos alunos.

Quadro 5. Auxilio aos alunos durante a resolugéao

Dificuldades observadas

Tracaram o caminho, mas néo sa-
biam calcular a distancia.

Incentivo aos alunos

Questionamos o0 que eles viam
quando tracaram a linha entre o
cachorro e a carne (hipotenusa do
triangulo).

Direcionamento

Permitir que pudessem perceber e
utilizar como estratégia a relacédo
entre o triangulo e o teorema de Pi-
tagoras.

Confundiram é&rea do quadrado
com comprimento da distancia.

Questionamos a eles 0 que era area
€ 0 que eles queriam calcular.

Fazer eles perceberem que a area
€ a regiédo delimitada pelo quadra-
do que eles visualizaram e que o
cachorro andaria apenas na diago-
nal.

Concluiram que a diagonal de cada
quadradinho media 1 metro.

Questionamos se realmente a dia-
gonal media 0 mesmo que as la-
terais e pedimos para observarem
melhor a figura formada ao tracar a
diagonal do quadrado.

Que os alunos associassem o trian-
gulo com o teorema de Pitagoras e
identificassem que o resultado do
calculo da hipotenusa é diferente
de 1.

Os alunos ainda estavam confusos
com alguns conceitos a serem usa-

Planejamos aumentar o tempo de
auxilio aos alunos.

Possibilitar que as ideias dos alu-
nos fossem esclarecidas.

dos na resolucéo.

Fonte. Elaborado pelos autores

Proenca (2018) explica que € a partir do contato dos alunos com a situac&o que vai revelar se se tornou
dificil para eles. No caso da nossa situacdo de Matematica, verificamos que na terceira ac&o as dificul-
dades observadas (Quadro 5) evidenciam dificuldades de encontrar de imediato uma resposta, o que
neste caso podemos apontar que se tornou um problema aos grupos, podendo utilizar o termo problema
a partir de agora.

Dessas dificuldades mostradas no Quadro 5, percebemos que a maioria, trés delas, foram sobre dificul-
dades na etapa de representacédo/compreenséo do problema (Polya, 1994; Proenca, 2018). Na visdo de
Proenca (2018), s&o dificuldades de uso de conhecimento semantico devido confundirem ou ndo sabe-
rem conteldos matematicos como a diferenca entre area e comprimento, e que a medida da diagonal
do quadradrinho é maior que seus lados. Estudos como os de Kunene e Sepeng (2017), Proenca et al.
(2020) e Proenca et al. (2022) corroboram que a maior dificuldade de alunos € justamente na etapa de
compreenséo de problemas. Além disso, o Quadro 5 mostra que outra dificuldade foi na etapa de exe-
cucéao, no uso de conhecimento procedimental, relativo a ndo conseguirem calcular a distancia.

4% acao - Discussao das estratégias dos alunos: Quando os alunos conseguiram elaborar suas estra-
tégias na resolucéo do problema, encaminhamos a aula para a discussdo delas. Convidamos cada um
dos grupos para exporem suas ideias na lousa, a fim de fazer com que percebessem os conhecimentos
utilizados e conseguissem estabelecer conexdes entre as estratégias.

Em geral, todos os grupos realizaram a resolugao dos itens a) e b) com a mesma estratégia, conside-
rando o caminho do respectivo animal a sua comida como uma linha reta, conforme ilustramos a seguir:
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Figura 3. Estratégia do Grupo 3

Fonte. Dados da pesquisa

Para os itens c¢) e d), a resolugcédo dos grupos re-
velou trés estratégias, que descrevemos a seguir:

Estratégia 1: Relacionar o caminho que leva o ca-
chorro ao bife com a hipotenusa de um triangulo
retdngulo com catetos de 4 metros.

Figura 4. Estratégia 1

Fonte. Dados da pesquisa

Nesta estratégia, os alunos tragcaram uma hipo-
tenusa, 0 que correspondeu a um caminho mais
curto, porém, estavam também considerando que
essa hipotenusa valia 1metro, igual as laterais do
quadrado, o que revelou a dificuldade mostrada
no Quadro 5, referente ao uso de conhecimento
semantico (Proenca, 2018). Entdo, questionamos:
Sera que essa hipotenusa mede o mesmo que as
laterais? N&o sabendo justificar, procuraram ou-
tros meios de tentar calcular 0 seu comprimento,
e visualizaram que ela poderia ser de um triangulo
retangulo e, a partir disso, utilizaram o Teorema de

Pitagoras para calcular o valor da hipotenusa (h),
como mostra-se a seguir:

Figura 5. Execucao da Estratégia 1

Fonte. Dados da pesquisa

Percebemos que a dificuldade em diferenciar o
comprimento da hipotenusa com o lado do qua-
drinho esteve na dire¢gdo do uso de conhecimen-
to matematico, envolvendo o que Proenca (2018)
chama de conhecimento seméntico. Possivel-
mente, 0s alunos que tiveram essa dificuldade
pouco tiveram oportunidade de vivenciar uma
comparac¢do entre um lado de um tridangulo re-
tangulo (cateto) e a sua hipotenusa por meio de
uma medi¢&o a partir de um dado segmento de
reta, por exemplo. No entanto, identificamos que
a execucédo dessa estratégia 1 mostra que sabiam
operar com a resolucdo desse teorema, ou seja
sabiam fazer uso do conhecimento procedimen-
tal (Proenca, 2018). Isso foi possivel pelo auxilio
aos alunos dados pelas professoras, o que é da
terceira acdo do EAMVRP. Enfim, a dificuldade es-
teve ja na primeira etapa de resolucéo de proble-
mas, a de representacao do problema, ou seja, da
compreensao (Proenca, 2018).

Estratégia 2: Calcular a diagonal de um quadrado
e multiplicar pela quantidade de diagonais corta-
das pelo caminho que leva o cachorro ao bife.

Figura 6. Estratégia 2

Fonte. Dados da pesquisa
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Conforme a imagem acima, os grupos utilizaram o Teorema de Pitagoras para calcular o comprimento
da diagonal de um quadradinho, o qual tomaram como referéncia na estratégia, chegando ao valor de
raiz de 2, e, com o uso da calculadora, aproximaram para 1,4. Concluiram que se cada diagonal vale
1,4, e se tém 4 diagonais, bastava multiplicar 1,4 por 4 para obter a distancia entre o cachorro e o bife,
que era de 5,6m. A Figura 7 a seguir mostra a execugéo da estratégia feita pelo grupo e as explicacées

dadas.

Figura 7. Execugéo e explicacdo da Estratégia 2

Fonte. Dados da pesquisa

Essa estratégia 2 e sua execugado mostram que os
grupos que a seguiram pensaram em um camin-
ho de resolucéo baseado no uso do Teorema de
Pitagoras, revelando uso de conhecimento estra-
tégico ao multiplicar por 4 o comprimento da hipo-
tenusa encontrado (Proenca, 2018). Na visdo de
Polya (1994), isso mostra que envolver os alunos
em um ambiente de resolucéo de problemas favo-
rece desenvolver caminhos para atingir a respos-
ta, pois também tivemos a estratégia 1 (Figura 5).
Além disso, uma vez que pretendemos na quinta
acdo do EAMVRP articular a estratégia a formu-
la da distancia entre dois pontos (novo conteddo
a ser introduzido), o uso do Teorema de Pitago-
ras foi utilizado como conhecimento prévio bem
compreendido pelos alunos, revelando saberem
fazer uso do conhecimento semantico (Proenca,
2018). No caso da resposta, ndo mantiveram o
ndmero raiz de 2 e sim obtiveram a sua forma de-
cimal aproximada (1,4), o que mostra uma preo-
cupacdo, possivelmente, para apresentar uma
resposta mais clara, revelando a etapa de monito-
ramento (Proenca, 2018). Dessa forma, em termos
das etapas de resolugédo de problemas, os gru-
pos que resolveram dessa forma mostraram que
conseguiram resolver o problema, sucesso esse
que, na visdo de Proenca (2018), mostraram que
conseguiram mobilizar seus conhecimentos con-
ceituais e procedimentais de forma condizentes.

Estratégia 3: Considerar a diagonal de um qua-
drado e calcular a area dos triangulos formados.
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Apenas o0 grupo 4 utilizou essa estratégia. Du-
rante a terceira agcdo do EAMVRP (de auxilio aos
alunos durante a resoluc&o), quando lhes ofere-
Cemos apoio, 0s alunos Ndo quiseram expor suas
compreensdes. Ao insistirmos, observamos que
ndo expressavam de forma clara como tinham
resolvido. Assim, na quarta agédo (de discusséo
das estratégias dos alunos), ao irem para a lousa
socializar sua estratégia, apresentaram uma ideia
equivocada, que foi calcular a area do triangulo
formado por um quadradinho, conforme mostra a
Figura 8.

Figura 8. Estratégia equivocada do Grupo 4

Fonte. Dados da pesquisa
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Nesta quarta acéo, tivemos um momento de muita
troca de conhecimento com os alunos, 0os quais
demonstraram que entenderam seus equivocos
e semelhancas de ideias. Por exemplo, na expo-
sic8o da estratégia 2 pelo grupo 1, um dos partici-
pantes do grupo durante a exposicao relata:

G1: Tivemos o mesmo pensamento delas ali
(Grupo 6), a diferenca é que a gente usou dois
triangulos, ai a gente teve que descobrir as
distancias dos dois, (...) descobrimos a raiz e
multiplicamos por dois.

Em outro caso, 0 grupo 4 mostrou que compreen-
deu que a area total do triangulo era diferente de
calcular a distancia do cachorro ao bife, conforme
mostra o dialogo seguinte:

P: Qual formula vocés utilizaram?

G4: Base vezes a altura dividido por 2.

P: Vocés sabem para que ela serve?

G4: (risos) (...). Calcula a area do triangulo.

P: O que acontece pessoal é que quando a
gente usa a formula da area, calculamos a re-
gido interna delimitada pelo triangulo. Sendo
assim, pergunto: o cachorro vai andar a area,
essa regido interna do triangulo, para chegar
ao bife ou ele andara apenas na diagonal?

G4: S6 na diagonal! Verdade!

Socializar as estratégias nessa quarta agdo pos-
sibilitou levar os alunos do nosso estudo a com-
preenderem suas dificuldades no uso de conhe-
cimentos matematicos, tanto conceituais quanto
procedimentais, conforme ocorreu nos estudos
de Rozario y Proenca (2023) de area de triangulo
e Pereira'y Proenca (2023) de equacédo de 2° grau,
0S quais também se pautaram no EAMvVRP. Pu-
deram, assim, compreender que 0 comprimento
da hipotenusa é sempre maior do que o lado do
triangulo e que o calculo de area é diferente de
obter o comprimento da diagonal do quadradinho.
Dessa forma, essa compreensdo de matematica
pode levar os alunos a terem maior dominio des-
ses conteudos, o que favorece o desenvolvimen-
to de habilidades matematicas na resolucéo de
problemas, conforme explicaram Triana (2005) e
Proenca (2022).

5% acao - Articulacao das estratégias dos alu-
nos ao conteudo: Nesta acdo, como proposto
por Proenca (2018), apds a socializagdo das es-
tratégias, a partir de uma estratégia que tomamos

como referéncia, levamos os alunos a compreen-
deram a articulacdo que fizemos junto a forma
matematica do conteudo que foi a férmula de dis-
tancia entre dois pontos. Assim, perguntamos aos
alunos se o tabuleiro do jogo lembrava algum con-
teldo de matematica, e eles responderam “plano
cartesiano”. Enfatizamos que essa era a ideia ini-
cial que queriamos debater com eles. Posterior-
mente, perguntamos aos alunos: se o cachorro e
o bife estivessem em um plano cartesiano, o que
eles seriam considerados na geometria? Um dos
integrantes do grupo 3 respondeu “pontos”, o que
desencadeou a compreens&o dos demais alunos
dessa relacdo. Deste modo, expomos na lousa a
estratégia 2, utilizada para resolver o item c), que
era baseado em relacionar a distancia entre o ca-
chorro e o bife a hipotenusa (h) de um triangulo re-
tdngulo com catetos de 4m, o que se deu pelo uso
do Teorema de Pitagoras por parte de um grupo
como estratégia para encontrar a resposta. A Fi-
gura 9 a seguir mostra o desenho que retomamos
dessa estratégia 2 como inicio para conduzir 0s
alunos a articulacéo da estratégia do Teorema de
Pitagoras a formula da distancia entre dois pontos.
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Figura 9. Retomada da estratégia 2 para articular ao
conteudo

Fonte. Elaborado pelos autores

Ao fazermos esse desenho na lousa, pedimos a
manifestacao dos alunos sobre como encontraram
essa distancia, de forma que um grupo comentou
que utilizou o Teorema de Pitagoras. Dessa forma,
0s demais alunos compartilharam seus conheci-
mentos e puderam relembrar naguele momento
esse teorema, evidenciando que envolve um trian-
gulo retangulo (contendo um angulo de 90 graus),
conforme se identifica nas estratégias que os
grupos utilizaram. Logo, os alunos mencionaram
os dois catetos e a hipotenusa (h) e explicaram a
execucao do teorema, obtendo:

he = 42 + 42
he =16 + 16
he = 32
h =32

Perguntamos a eles quais seriam as coordenadas
se o0 cachorro e o bife fossem respectivamente os
pontos A e B no Plano Cartesiano. Desta forma, um
dos alunos do grupo 3 falou que “seria na forma x
e y”. Entdo, expomos na lousa esses dois pontos
na forma A(X, y) e B(x, y). Em seguida, pedimos
para eles localizarem onde estariam o cachorro e
o bife no plano cartesiano que desenhamos.

Os alunos conseguiram perceber que o cachorro
seria o par ordenado A(1,1) e o bife, B(5,5). Ques-
tionamo-los como haviam pensado, e um deles
falou: “olhei para o eixo x e depois para o eixo y”.
Diante disso, o0s outros alunos concordaram com
a mesma relacao, revelando que pensaram igual.
Feito isso, obtidos os valores dos catetos com a
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subtracao dos valores de xb e xa, e de yb e ya, re-
lacionamos o comprimento da hipotenusa (h) com
a distancia (d) entre os dois pontos, articulando o
Teorema de Pitagoras a férmula da distancia en-
tre dois pontos. Portanto, considerando os pontos
A(1,1) e B(5,5), obtivemos:

Quadro 6. Auxilio aos alunos durante a resolugcédo

Teorema de Pitagoras | Distdncia entre dois
pontos
h? = a?+b? o2 = (X, - X, )2 +(Y,-Y, )
h? = (4)% + (4)? d? = (5-1)2 + (5-1)?
h?=16 + 16 d? = (4)* + (47
h? = 32 d?=16+16

h =432 d2=32
d=1+32

Fonte. Elaborado pelos autores

Retomamos que o Teorema de Pitagoras implica
gue em um tridngulo retangulo a hipotenusa (h)
ao quadrado é igual a soma dos quadrados dos
catetos (a e b). Diante disso, explicamos que o h?
=d? 0a?=(xb-xa)’eob?=(yb-ya). Com isso,
aproveitamos esses pontos centrais do referido
teorema para articular ao novo conteudo, confor-
me sugere Proenca (2018). Deste modo, conclui-
mos que a férmula da distancia entre esses dois
pontos é a seguinte:

d2 = (X, - X )2+ (Y, - Y, )2

Apods chegarmos a férmula acima, alguns alunos
relataram que gostaram do jeito que chegaram ao
novo conteudo, conforme um dos alunos do gru-
po 3 relatou: “Nossa, que legal, gostei, eu precisei
pensar, mas foi divertido”. Outro aluno do grupo
2 falou: “foi dificil, mas eu gostei desse jeito, fez a
gente pensar”. Posteriormente, escrevemos a de-
finicdo matematica, na lousa, evidenciando o as-
pecto formal da férmula: Dados dois pontos A(xa,
ya) e B(xb, yb), a distancia entre eles no plano
cartesiano é a formula: d2 = (xb —xa)? + (yb —ya)?.

Nesta quinta acdo de articulagé&o da estratégia a
férmula do conteddo de distancia entre dois pon-
tos, podemos apontar que a compreensdo dos
alunos dos dois pontos no plano cartesiano e a
identificagcdo e uso do conhecimento prévio do
Teorema de Pitagoras a partir do direcionamento
dado em sala de aula revelaram a importancia de
o professor buscar fazer a articulac&o. Isso por-
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que, segundo Proenca (2018), se valorizou o que
os alunos fizeram para depois relacionar a ideia e
a simbologia matematicas. Para Mendes, Proenca
e Moreira (2022), essa valorizacdo na acao de ar-
ticulacdo do EAMVRP se direciona a favorecer a
aprendizagem significativa. Com isso, foi possivel
despertar o gosto dos alunos pela aprendizagem,
0 que possivelmente ocorreu pelas compreensdes
que tiveram. Isso também foi mostrado nos estu-
dos de Akamine y Proenca (2022) e Santos, Cam-
pelo y Proenca (2023) na articulagao, respectiva-
mente, ao algoritmo da adicdo de fracGes e ao
conceito de logaritmo, o que revela ser promissor
No processo ensino-aprendizagem.

4. CONSIDERAGCOES FINAIS

Tivemos como objetivo relatar uma experiéncia
de ensino baseada nas cinco acées do EAMvVRP
para favorecer a compreensdo de alunos sobre o
conteudo de distancia entre dois pontos. Para tal,
seguimos as cinco agdes de ensino de Proenca
(2018) e desenvolvemos a proposta em sala de
aula para 27 alunos brasileiros da terceira série do
Ensino Médio de uma escola publica, do estado
do Parana, no Brasil.

Durante o auxilio aos alunos, identificamos que as
maiores dificuldades estao relacionadas a nocdes
béasicas de geometria, tais como saber que o0s
catetos de um tridngulo retadngulo nédo possuem
o mesmo tamanho da hipotenusa e diferenciar os
conceitos de area e perimetro. Devido essas di-
ficuldades, os alunos demoraram a desenvolver
alguma estratégia que levasse a uma resposta
correta, o que demonstra dificuldades de com-
preensdo do problema, relacionadas ao uso de
conhecimentos semanticos para conseguirem
propor uma estratégia.

Ao longo das demais a¢gbes do EAMVRP, essas
dificuldades foram abordadas de acordo com o
papel que coube as duas professoras-pesquisa-
doras de observar, incentivar e direcionar o que
os alunos fizeram para comporem estratégias que
atingissem uma resposta. Esse auxilio prestado
contribuiu para que as dificuldades dos alunos
fossem superadas e nao desistissem de tentar en-
contrar a resposta. Além disso, a socializagao das
estratégias ajudou a rever conhecimentos ligados
ao plano cartesiano, de modo que na articulacéo
da estratégia tomada como referéncia foi possi-

Shttps://dma.uem.br/pesquisa/grupos-de-pesquisa/gerpem

vel levar os alunos a perceberem a relacéo entre
as estratégias e o novo conteudo, relacionado a
férmula da distancia entre dois pontos. Para reali-
zar esse estudo, n&o nos deparamos com algum
limite, tanto pedagdgico quanto de pesquisa, uma
vez que ja realizamos abordagens de EAMvVRP
com outros conteddos e com discussdes no nos-
so grupo de pesquisa (Grupo de Estudos em Re-
solucédo de Problemas na Educacao Matematica
- ERPEM)?® que trata da resolucédo de problemas
no ensino e aprendizagem da Matematica.

Contudo, podemos apontar que a abordagem de
ensino via resolu¢cé&o de problemas que elabora-
mos e implementamos em sala de aula, estrutura-
da conforme as cinco acdes de Proenca (2018),
teve potencial para favorecer a compreenséo do
conteudo de distancia entre dois pontos pelos alu-
nos participantes do estudo. Portanto, podemos
apontar que nosso estudo sobre a experiéncia na
abordagem das cinco agdes o EAMVRP, em sala
de aula, contribui para abrir espagco para novas
pesquisas a serem feitas na escola.
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