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RESUMEN

Disefiamos y analizamos un Recorrido de Estudio y de Investigacion (REI), inspirado en el funcionamien-
to de una fotocopiadora, para ser utilizado como recurso didactico para ensefiar geometria dentro de
lo que en la Teorfa Antropoldgica de lo Didactico (TAD) de Chevallard se conoce como Paradigma de
la Investigacion y del cuestionamiento del Mundo. Presentamos el andlisis a priori del REl' y un conjunto
de tareas vinculadas al funcionamiento de la fotocopiadora, enfocadas en el estudio de la homotecia y
otras nociones de geometria. Ponemos a disposicién un recurso que promueve una ensefianza basada
en el cuestionamiento y el transito hacia un nuevo paradigma en la formacién de los futuros profesores
de matematica.
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ABSTRACT

We designed and analyzed a Study and Research Path (SRP), inspired by the functioning of a photoco-
pier, to be used as a learning resource for teaching geometry within what Chevallard's Anthropological
Theory of the Didactic (ATD) refers to as the Paradigm of Research and Questioning of the World. We
present the a priori analysis of the SRP and a set of tasks related to the functioning of the photocopier,
focused on the study of homothety and other geometry concepts. We make available a resource that
promotes inquiry-based teaching and the transition toward a new paradigm in the training of future ma-
thematics teachers.
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1. INTRODUCCION

La geometria es un area de la matematica que, si
bien se contempla en la propuesta de los disefnos
curriculares, podriamos decir que se encuentra en
extincion dado que ha sido progresivamente des-
plazada del aula del nivel secundario. En ocasio-
nes los profesores deciden posicionarla al final del
programa y no logran abordarla en la clase, 0 si
lo hacen, la reducen al estudio de figuras planas,
especificamente triangulos y trigonometria (Bravo
y Riofrio, 2024). Otras investigaciones, como por
ejemplo Pérez y Guillén (2007), sostienen que se
prioriza la medida y el calculo de areas antes que
la descripcion y clasificacion de figuras. La inves-
tigacion de Eugui (2023) confirma que la desapa-
ricion de la geometria en la escuela secundaria,
no se identifica en la propuesta de disefios curri-
culares de referencia, dado que desde la creacion
de la primera escuela secundaria en Argentina,
esta disciplina ocupa un lugar importante, como
otros contenidos matematicos (nUmeros, funcio-
nes y algebra). Sin embargo, es un hecho que la
desaparicion a la que se hace referencia ocurre
en el aula. En particular la homotecia es un tema
que corresponde estudiar en el tercer afio del ni-
vel secundario de la provincia de Buenos Aires en
Argentina, y que consideramos que se encuentra
abandonada en este nivel (Rabanedo y Llanos,
2024). ;Por qué seré que los profesores no priori-
zan la ensefianza de la geometria y directamente
eliminan la homotecia como un tema importante
dentro de ésta? jpor qué priorizaran otros temas?
Frente a esto pensamos que el fendmeno de la eli-
minacion escolar de o geométrico podria deberse
a que tal vez los profesores en su formacion no tu-
vieron oportunidad de estudiarla lo suficiente, o si
lo hicieron, no le encontraron utilidad (Chevallard,
2017) y tampoco pudieron otorgarle sentido.

Hay ciertos conocimientos que no son ensefiados
y que los profesores suelen reconocer que es por
falta de tiempo o porque no le encuentran senti-
do. En este contexto, la Teoria Antropolégica de o
Didactico (TAD) (Chevallard, 2013), identifica un
paradigma vigente denominado paradigma mo-
numental, que lleva ese nombre porque el autor
compara metaféricamente la actividad del profe-
sor en el aula con la de un guia de un museo que
invita a visitar un monumento. Esta analogia de los
estudiantes como visitantes del museo, y del pro-
fesor, en este caso de matematica, que muestra
las obras, hace notar que en el paradigma monu-
mental vigente no hay posibilidad de reconstruir
el saber ni cuestionarlo. Como alternativa, la TAD
introduce el paradigma de la investigacion y cues-
tionamiento del mundo (Chevallard y Stremskag,
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2022, 2025) que implica un cambio sustancial en
la ensefianza habitual. En este marco, los Reco-
rridos de Estudio y de Investigacion (REI) se pre-
sentan como dispositivos tedricos y didacticos
que permiten repensar el rol del profesor y los es-
tudiantes.

Un REI comienza con una pregunta generatriz O,
que no admite respuesta inmediata, lo que movili-
za un proceso de estudio que requiere reconstruir
los saberes para generar dicha respuesta. En esta
investigacion disefiamos, analizamos e implemen-
tamos un REI que lo denominamos de la fotoco-
piadora y que inicia con la pregunta generatriz Q,:
¢ Por qué una fotocopiadora puede realizar la am-
pliaciéon y reducciéon de una imagen conservando
las caracteristicas de la misma? Como parte del
analisis a priori del REI antes de llevarlo al aula,
se realiza el Modelo Praxeolégico de Referencia
(MPR) (Chevallard, 2013), que incluye las posibi-
lidades del estudio y, especificamente, nos inte-
resa desarrollar aqui las que permitirian abordar
saberes de geometria, y la fase de adaptacion del
REI para ser utilizado como recurso e implemen-
tarlo en la formacién de profesores de Matemati-
ca. Nos proponemos responder las preguntas ¢en
qué medida el REI propuesto contribuye a la for-
macion inicial de los profesores en Matematica?
¢como podriamos adaptar el REI para utilizarlo
COMO un recurso para la ensefianza de la geome-
tria en la formacion de profesores?

Se reconocen varias investigaciones que han de-
sarrollado REI para la ensefianza de la geometria.
Algunas se han centrado en el disefio y analisis
a priori de un REl que integra nociones de geo-
metria sintética y analitica (Gaud y Minet, 2019;
Nicasso y Bosch, 2021), mientras que otras han
documentado experiencias de implementacion de
REI en contextos de formacion docente (Garcia,
2021; Lobo y Almouloud, 2023; Rojas y Sierra,
2020). Otros han avanzado en el desarrollo de REI
para otras areas de la mateméatica como el alge-
bra o el andlisis (Cid et al., 2020; Laplace et al.,
2024). Dada la complejidad de los REI y la inmi-
nente necesidad de un cambio en la ensefianza
habitual que contemple la geometria, en el marco
de la ensefianza basada en el cuestionamiento se
desarrollan las Actividades de Estudio e Investiga-
cion (AEl) (Barachet et al., 2007; Ferreyra, 2021;
Reymonet, 2004), que en el marco de la TAD es
una alternativa mas viable para reencontrar obli-
gatoriamente determinados saberes. Un REI per-
mite una diversidad de recorridos, que entre estos
logran una cobertura de un programa completo y
mas alla de este. Por tal motivo, esta propuesta
se diferencia de los antecedentes mencionados



en varios aspectos. Por un lado, porque el REI
disefiado permite cubrir los contenidos de una
catedra completa, que es geometria métrica del
profesorado, incluyendo vinculos con los saberes
de otras catedras. Por otro lado, la eleccion de un
dispositivo real, como es la fotocopiadora, permi-
tiendo la generacion del cuestionamiento.

Nos proponemos entonces como objetivo de este
trabajo presentar las caracteristicas del disefio y
analisis a priori de un REIl, centrado en el estu-
dio de la homotecia, con el fin de utilizarlo como
recurso para la enseflanza de la geometria en la
formacion inicial de profesores de Matematica.

2. TEORIA ANTROPOLOGICA DE LO DIDACTI-
CO Y RECORRIDOS DE ESTUDIO Y DE INVES-
TIGACION

El referencial tedrico adoptado es la Teoria Antro-
polégica de lo Didactico (TAD) de Yves Cheva-
llard (2013). En la TAD se identifican dos paradig-
mas antagoénicos: el monumental que concibe a
la ensefianza de saberes que se presentan, ad-
miran y no se deconstruyen como si fueran monu-
mentos, y en oposicion un Paradigma emergente
el de la Investigacion y del Cuestionamiento del
Mundo (PICM), que pone como punto de partida
el cuestionamiento y el estudio profundo de di-
chas preguntas (Chevallard y Stremskag, 2022).
El correlato de este Ultimo paradigma en el aula
son los Recorridos de Estudio y de Investigacion
(REI) (Chevallard, 2013) que son un dispositivo
didactico que permite generar procesos de es-
tudio y de investigacion a partir de una pregunta
que se denomina generatriz Q,. Se dice que Q,
€s una pregunta en sentido fuerte porque como su
nombre lo indica genera nuevos cuestionamientos
y la investigacion de los mismos, es decir el estu-
dio en profundidad de las preguntas que derivan
de ella. Segun Chevallard (2009, 2013) un REI se
define sintéticamente a partir del esquema her-
bartiano [S(X;Y;Q,)=M]=R"; donde S representa al
sistema didéactico formado por: los estudiantes X,
los profesores Yy la Q,. S construye y organiza (
~) el medio M = (R, 0, O, Dq}; donde R son
las respuestas hechas, disponibles en un libro,
en internet, por ejemplo; 0, son las preguntas que
se derivan de Q,, O, son las obras matematicas o
de otra disciplina que dan sentido a las respues-
tas R yD, algun conjunto de datos o trabajos
empiricos Utiles al medio M. Como resultado del
estudio se espera generar (=) una respuesta RY
que serd la mas acertada para el sistema, y que
no se encuentra elaborada antes del estudio, es el
resultado del mismo.

PAULA RABANEDO, VIVIANA LLANOS

Como instrumento tedrico el REI requiere de un
disefio y un andlisis a priori exhaustivo para que
pueda ser implementado en un aula. El andlisis a
priori del REI se realiza mediante la construccion
de lo que Chevallard (2013) denomina un Mode-
lo Praxeolégico de Referencia (MPR), a partir del
estudio de la pregunta generatriz O, que es pro-
puesta por los investigadores y analizada primero
por éstos, a fin de considerar la pertinencia y los
alcances del mismo. EI MPR ademas permite a los
investigadores anticipar las Organizaciones Mate-
maticas (OM) que podrian reconstruirse a partir de
la identificacion de posibles preguntas derivadas
que llevarian al estudio y la reconstruccion de los
saberes matematicos que interesa reencontrar y
reconstruir. En este trabajo, el MPR orienta tanto la
identificacion de las preguntas Q, relevantes como
el disefio de tareas potenciales, concebidas como
dispositivos para hacer emerger determinadas
técnicas y conocimientos vinculados al estudio
de la homotecia. De este modo, la TAD no solo
fundamenta el marco tedrico del estudio, sino que
estructura el analisis a priori y justifica las decisio-
nes de disefio del REl y de las tareas propuestas.

3. METODOLOGIA

Se trata de una investigacion cualitativa (Moreira
y Rosa, 2009) desarrollada desde el enfoque de
la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD). El
objetivo de la investigacion es presentar el disefio
y el andlisis a priori del REI que se origina con Q:
¢Por qué una fotocopiadora puede realizar la am-
pliacion y reduccion de una imagen conservando
las caracteristicas de la misma?, centrado en el
estudio de la homotecia, con el fin de adaptarlo
COmo recurso para la ensefianza de la geometria
en la formacion inicial de profesores de Matema-
tica. El interés de esta investigacion radica en el
analisis de las condiciones que hacen posible la
reconstruccion de determinadas OMs a partir del
REI. Por tal motivo el foco esta puesto en el anali-
sis a priori del mismo, mediante la reconstruccion
del MPR y en la elaboracion de un conjunto de
tareas que permitan hacerlo funcionar en el aula,
cuando se realicen las implementaciones del mis-
mo. La investigacion se centra en lo que se deno-
mina la ingenieria didactica del REI, que es propia
de los estudios desarrollados en la TAD, motivo
por el cual sintetizamos las fases que siguen:

1. Disefo de la pregunta generatriz Q,, conside-
rando que debera ser una pregunta en senti-
do fuerte que genere diferentes recorridos de
estudio e investigacion, y permita reconstruir

Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 18, N°1 |5
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diferentes OMs del programa del profesora-
do, en particular la homotecia; una pregunta
que no admita una respuesta inmediata, es
decir que dé lugar a un estudio prolongado
y que se vincule con un dispositivo real y no
escolar, susceptible de ser problematizado
matematicamente (Rabanedo et. al, 2024).
Con base en estos criterios, se selecciond el
funcionamiento de una fotocopiadora como
contexto problematizador, por su potencial
para articular nociones de proporcionalidad,
semejanza y profundizar en la homotecia, o
que dio lugar a la pregunta generatriz Q para
dar inicio al REI, para ser utilizado como de-
sarrollo de producto didactico (ingenieria del
REI) y posteriormente implantarlo con profe-
sores de formacion inicial en la ensefianza de
la geometria.

Elaboracion del MPR y andlisis didactico a
priori de las preguntas y saberes matema-
ticos, principalmente geométricos, que po-
drfan reconstruirse con el REI. Disefio de ta-
reas que podrian derivarse de las preguntas
antes mencionadas para reencontrar dichos
saberes. Este analisis permite anticipar las
OMs que podrian emerger durante el desa-
rrollo del REI, con especial énfasis en la ho-
motecia como objeto matematico central. En
esta fase se realiza, ademas, el disefio de un
conjunto de tareas potenciales, entendidas
como dispositivos didacticos que podrian
introducirse en el estudio para favorecer la
reconstruccion de las OMs identificadas en
el MPR, en funcion de las necesidades que
surjan del desarrollo del recorrido.

Corresponde en esta fase realizar la imple-
mentacion del REl en el contexto de la for-
macioén de profesores de Matematica, es-
pecificamente en un Instituto Superior de
Formacion Docente (ISFD) de la provincia de
Buenos Aires, donde la investigadora es la
profesora.

Esta fase contempla el andlisis a posteriori
del REI. Sin embargo, este andlisis, no forma
parte del presente trabajo, ya que el articu-
lo se centra exclusivamente en el disefio, el
andlisis a priori y la elaboracion de las tareas
que permitirian adaptar el REI al contexto.

Revista Chilena de Educacion Matemética, Volumen 18, N°1

Las fases 3y 4 son las que motorizan este estudio
porgue el fin es llevar un REl al aula para estu-
diar homotecia y otros saberes de geometria en
la formacion de profesores. Los investigadores,
como parte de la ingenieria, analizan el MPR para
la catedra de geometria métrica que es el contex-
to en el que se piensa implementar. La seleccion
del contexto de implementacion del REI (fase 3)
y el analisis a posteriori (fase 4) se realizan con
base en la fase 2, conforme avanza el estudio. En
este articulo desarrollamos el analisis a priori del
REl 'y el disefio y la justificacion de las tareas para
utilizarlo como recurso para ensefiar geometria vy,
especificamente, homotecia en la formacién de
profesores en el contexto mencionado.



4. ANALISIS A PRIORI Y MPR DEL REI

PAULA RABANEDO, VIVIANA LLANOS

El REI de la fotocopiadora inicia con la pregunta generatriz 9, y se acompana del panel frontal de una

fotocopiadora, como se muestra en la Figura 1.

las caracteristicas de la misma?

0, ¢Por que una fotocopiadora puede realizar la ampliacion y reduccion de una imagen conservando

Figura 1. Panel frontal de la fotocopiadora y funciones para ampliar o reducir una copia

Nota: Elaboracion propia. Adaptado de informacion para el usuario de una fotocopiadora.

Inicialmente consideramos cuatro preguntas que
pensamos determinan algunos cuestionamientos

posibles a la fotocopiadora a partir de Q,;:

* Q,: ;Cuales son las condiciones para que pue-
da ampliarse o reducirse una imagen sobre
una hoja cualquiera?, teniendo en cuenta que
segun el tamafio de las hojas sobre las que la
fotocopiadora realiza la copia, seran las posi-
bilidades para ampliar o reducir una imagen,
conservando sus caracteristicas, identificando

que:

» Si las hojas poseen igual tamafio, el por-
centaje de ampliacion que se selecciona
en la fotocopiadora no debe superar la ra-
zon entre el lado menor de la hoja y el lado
correspondiente de la imagen, mientras
que para reducirla el porcentaje debe estar

entre 0y 100 %.

» Si las hojas poseen diferente tamafio y las
imagenes conservan la misma superficie en
ambas hojas, el porcentaje de ampliacion o
reduccion sera igual a la razén entre el lado
menor de la hoja y el lado correspondiente
de la imagen.

» Silas hojas tienen distinto tamafio y las iméa-
genes no ocupan la misma superficie en las
hojas, el porcentaje de ampliacion o reduc-
cion cumple las mismas caracteristicas que
las mencionadas para ampliar y reducir una
imagen sobre un papel de igual tamafio.

Con Q, es posible reencontrar algunas cuestiones
numeéricas tales como porcentaje y proporciona-
lidad.

* 0,: ;Cuales son las condiciones de la hoja que

debe considerarse para poder ampliar o redu-
cir sobre ella una imagen, ocupando la mis-

Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 18, N°1 |7
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ma superficie que en la hoja original? En este
caso, cambia el tamafio de la hoja sobre la que
se amplia o reduce la imagen. Cada lado de la
hoja puede expresarse mediante una funcién
de variable real que puede ser afin o racional,
y representa la relacion entre dos magnitudes
directa o inversamente proporcionales. Consi-
derar los distintos parametros permitiria estu-
diar diferentes funciones.

* 0. ;Como justificar geometricamente las con-
diciones de la hoja que debe considerarse
para poder ampliar o reducir sobre ella una
imagen, ocupando la misma superficie que en
la hoja original? Los cambios en el tamafio de
papel pueden explicarse y generalizarse con-
siderando una homotecia de razén k > 0, don-
de k es la razdn entre los lados de la hoja “de
partida”. Las hojas homotéticas no sélo ten-
dran los lados correspondientes proporciona-
les, sino que el lado mayor de la nueva hoja se
obtiene multiplicando el lado menor de la hoja
original por la razén de homotecia al cuadrado,
esto es: ; 'y el lado menor de la
nueva hoja equivale al lado mayor de la hoja
original, esto es: . Este estudio re-
construiria la OM homotecia y otras, como teo-
rema de Thales, proporcionalidad, segmentos,
semirrectas y poligonos.

Las relaciones entre las hojas con las caracteris-
ticas antes mencionadas se verifican para cual-
quier sucesion de hojas, en particular para las
hojas que son utilizadas por la fotocopiadora: las
hojas de las normas A, By C de la serie DIN. Esta
serie, denominada formalmente DIN 476, respon-
de al sistema estandarizado ISO 216 que domi-
na actualmente el rubro del papel en casi todo el
mundo (Fraustro, 2014). Las hojas DIN se carac-
terizan por ser un rectangulo de proporcion
donde cada una de las normas, comienza con la
hoja A, B, y C,, respectivamente y tienen la par-
ticularidad de que cada nueva hoja A, A,, A,, ...
por ejemplo para la serie A, se obtiene de la ante-
rior al dividirla a la mitad o duplicarla, y tendré la
misma proporcion.

También hay que considerar la relacion entre dos
hojas cualesquiera dentro de las series DIN, me-
diante una homotecia o composicién de homote-
cias, segun los casos:

» Entre dos hojas dentro de una misma serie
se tiene que: si son consecutivas resultan
ser homotéticas de razén k=  (para refe-

8| Revista Chilena de Educacién Matematica, Volumen 18, N°1

rir a la anterior en la serie) o (para

referir a la posterior). Sin por ejemplo dos
hojas equidistan dos posiciones (de A3 a
Ab5) resultan ser homotéticas de razdn

, 'y también seria el caso de la A4 a

A2 la razén es k= 2. Entonces, dos hojas
que equidistan i lugares resultan ser homo-
téticas de razoén k.

» Entre dos hojas de distinta serie se obtiene:
la hoja Bn de la serie DIN-B calculando la
media geométrica entre las medidas de las
hojas An y An+1, con n la posicion dentro
de la serie. De manera analoga la hoja Cn
se obtienen de calcular la media geométri-
ca entre las medidas de las hojas An y Bn.
De este modo, dos hojas An y Bn resultan
ser homotéticas derazén vy dos hojas An
y Cn resultan ser homotéticas de razén

Esto da lugar al estudio de la composicion de ho-
motecias, media geométrica y diferentes construc-
ciones a realizar con regla y compaés. En todos los
casos, los rectangulos que representan las hojas
poseen proporcién 'y son un caso particular de
la OM rectangulo dinamico. Si nos preguntamos
¢ qué caracteristicas tienen los rectangulos dina-
micos?, estudiariamos propiedades de numeros
racionales e irracionales y la representacion de

en la recta numérica, por ejemplo.

El analisis geometrico de Q, que hemos realizado
hasta aqui prioriza la funcién de la fotocopiadora
que permite ampliar o reducir una imagen, con-
servando las caracteristicas de la misma. Sin em-
bargo, existen otras funciones en la fotocopiadora,
que permiten realizar otros tipos de copia (Tabla
1) que incluyen reducir dos 0 més originales a una
hoja, y la impresién a doble cara.



PAULA RABANEDO, VIVIANA LLANOS

Tabla 1. Otras funciones de la fotocopiadora

Reduce y orienta los originales y
los imprime en una hoja

Reduce los originales y los ajus-
ta para copiar 4 en una hoja

Impresion a dos caras

Imagenes de dos hojas de igual
tamafio se imprimen en una hoja
del mismo tamafio (reduccion de
razébn , seguida de una trasla-

Imagenes dadas en cuatro hojas
de igual tamafio se imprimen en
una hoja del mismo tamafio. Hay
una reduccion de razén se-
guida de una traslacion.

Imagenes en dos hojas de igual
tamafio, se imprimen a doble cara.
La cara uno no cambiard, y la cara
2 tendra una imagen simétrica res-
pecto a la mediatriz al lado mayor.

cién y rotacion de 90° en sentido
horario).

Nota. Elaboracion propia

Las transformaciones geométricas que se combi-
nan para cada una de las opciones de impresion
permiten estudiar composicion de isometrias y ho-
motecia, lo que equivale a estudiar la semejanza
entre las imagenes correspondientes.

De Q,, podrian derivarse otras preguntas como,
por ejemplo, scudles son los ejes de simetria de
un rectangulo? jcomo se clasifican los cuadrilate-
ros segun sus simetrias? jcomo caracterizar a los
triangulos segun sus ejes de simetria?, entre otras,
que permitirian reconstruir otras OMs (diagonales
de un cuadrilatero, simetria, triangulos y rectas
notables) que por una cuestion de espacio no
desarrollamos aqui, pero se incluye el anélisis en
el MPR. Considerando las hojas sucesivas de las
series estudiadas, con Q, y Q, también es posible
ingresar en el estudio de las sucesiones geométri-
cas, que pensamos se origina con Q,.

* Q,: ;Cuales son las caracteristicas de una hoja
sobre la que se quiere imprimir una ampliacion
o reduccion en funcion de la razén de propor-
cion y del lado menor de la hoja que origina la
serie? Si la razon k entre los lados resulta ser
k>1, podra imprimirse la ampliacién de la ima-
gen sobre las hojas sucesivas, y si k<1 podra
reducirse la imagen. Es necesario para este
analisis ingresar en el estudio de sucesiones

geométricas y funciones de variable real, tales
como las polinbmicas, exponenciales y loga-
ritmicas.

Una sintesis de las cuatro preguntas que mencio-
namos que derivan de Q, (Q,, 0,, O,y Q,) y otras
que se pueden desprender de éstas junto con las
OMs que podrian reconstruirse, se muestran en la
Figura 2. Esto corresponderia a una sintesis del
MPR que contiene algunas OMs que podrian re-
construirse con el REI, pero que de ninguna forma
es definitivo, pues el alcance esta determinado
por las cuestiones que se puedan reencontrar.
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Figura 2. Esquema que orienta el estudio de Q,

Nota: Elaboracion propia.
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5. ADAPTACION DEL REI COMO RECURSO
PARA ENSENAR

El REI propuesto, que denominamos de la fotoco-
piadora se origina y estructura a partir de la pre-
gunta generatriz Q.. ¢Por qué una fotocopiadora
puede realizar la ampliacion y reduccion de una
imagen conservando las caracteristicas de la mis-
ma? En el marco del PICM esta pregunta no se
concibe como un problema a resolver de inme-
diato, sino como el punto de partida de un estudio
prolongado. El estudio se inicia con la problemati-
zacion del dispositivo real que es la fotocopiadora
y las funciones de ampliacién y reduccion. A partir
de la exploracion del panel digital y de los porcen-
tajes disponibles, emergen preguntas relativas a
la proporcionalidad entre los lados de las hojas, la
relacion entre los diferentes formatos y también la
conservacion de la forma de la imagen, etc. Estas
primeras indagaciones dan lugar a lo que deno-
minamos las preguntas derivadas, que amplian el
campo de estudio hacia las OMs de interés: ho-
motecia, semejanza, composicion de transforma-
ciones y las construcciones sintéticas con regla y
compas, entre otras que puedan aparecer en el
contexto. Aqui la homotecia constituye la OM cen-
tral del REl, sin embargo, el RElI no se reduce al
estudio aislado de este objeto, sino que articula
otras OMs como hemos mencionado antes.

El funcionamiento del REI no es lineal ni predeter-
minado: las preguntas derivadas pueden apare-
cer en distinto orden segun el desarrollo del estu-
dio. En este proceso, el profesor asume el rol del
director del estudio, orientando la formalizacion
de los saberes cuando las condiciones lo requie-
ren, y promoviendo la reconstruccion progresiva
de las OMs identificadas en el MPR. En este senti-
do, el REI se concibe como un dispositivo abierto,
cuya trayectoria efectiva dependera de las pre-
guntas que se formulen y de las decisiones didac-
ticas que se adopten en el aula. El conjunto de
tareas disefiadas no define el recorrido, sino que
constituye un repertorio potencial para sostener el
estudio cuando ciertas organizaciones matemati-
cas deban ser reconstruidas o institucionalizadas.

Adaptamos el REI para implementarlo en un cur-
so de Didactica de la Matematica con Profesores
de Matematica en Formacién, donde el investiga-
dor es el profesor. Se selecciona este contexto
con el objetivo de dar a los futuros profesores la
oportunidad de vivir una ensefianza en el nuevo
paradigma, que incluya los conocimientos mate-
maticos de la carrera, a la vez que otorga sentido
a la geometria de la formacion y especificamente
al estudio de la homotecia, que ha sido un proble-

PAULA RABANEDO, VIVIANA LLANOS

ma identificado en la ensefianza en el nivel para
el que se estan formando estos estudiantes del
profesorado.

Agregamos que las tareas disefiadas no constitu-
yen el REI en si mismo, sino que éstas se derivan
de las preguntas contextualizadas identificadas
en el MPR. Estas se conciben como dispositivos
didéacticos potenciales que podrian incorporarse
al estudio cuando la reconstruccion de determi-
nadas OMs lo requiera. De este modo, su funcién
es sostener el medio del REl, sin determinar de
manera lineal su desarrollo. Cada tarea elaborada
entonces, es una primera aproximacion al estu-
dio de las preguntas del REI, y la insercién de las
mismas en la clase dependeré de la forma que
adopte el estudio por los diferentes recorridos que
se desprendan de QO. Disefiamos 11 tareas, que
potencialmente seran Utiles a la ecologia del REI
en el contexto de la formaciéon de profesores.
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Tarea 1

Tenemos una imagen que ocupa toda la superficie de una hoja y se desea ampliarla o reducirla sobre otra hoja,
de manera tal que también ocupe el total de la superficie de ésta. Para ello, disponemos de una fotocopiadora
que solo trabaja con las hojas A3, A4 y A5 de la serie DIN-A y con las hojas B3 y B4 de la serie DIN-B. Como
se observa en la imagen, en el panel frontal la fotocopiadora muestra diferentes porcentajes para pasar de una
hoja a otra. { Cémo podemos justificar la ampliacion y reduccion de una imagen conservando las caracteristicas

de la misma?

Mooy adwo | | Dt sde
¢
P o] 4" o
e ik mto | [P W G 2W D3 WD[ew Dl &
o
A 4o csioe Ao x> A4 A4 I A4 4 | 2
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b e e 1‘ “aN 19% STM 1I0% A00%
o o cve m ]J i || e | g
S0% [N63%| FIN | 34% |[119% 95%
o, by wn J Ma | A r-a
S0 Origral o, hotado Por tad ey (2twxizoe || OoloCmonare | Pedc /Arel

Nota: Elaboracion propia

Es posible y deseable que aparezcan otras preguntas que son relevantes para el estudio como, por
ejemplo: ¢,qué significa que la imagen conserve sus caracteristicas? 4coémo es posible justificar la am-
pliacion o la reduccion de una figura? jqué caracteristicas tienen las hojas DIN-A y DIN-B? ;cuél es la
relacion entre A3, A4, A5, B3 y B4? Con la tarea 2 se espera que los futuros profesores identifiquen los
porcentajes que permiten ampliar o reducir una imagen y consideren valores de proporcion que no estén
expresados en porcentaje.

Tarea 2

Dadas dos hojas F y G, tales que la imagen de G se corresponde con una
ampliacion realizada de la imagen en F, en otro tamafio de hoja por la foto-
copiadora ¢ Cuéles de los porcentajes que se muestran en la fotocopiadora
permiten realizar la ampliaciéon de esta imagen? ;Y los que permitirian realizar
ahora la reduccion de la imagen de G nuevamente a la imagen de F? ;Qué
otras funciones de la fotocopiadora permiten ampliar una imagen de manera
tal que se imprima sobre una hoja cuyas dimensiones se obtienen al multipli-
car cada lado de la hoja original por 7 ;Cuéles de las hojas utilizadas por
la fotocopiadora permiten realizar una ampliacién empleando dicha funciéon?
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Nota: Elaboracion propia

Con la Tarea 2 se establece la relacion entre los
lados de las hojas y el porcentaje utilizado por la
fotocopiadora: para ampliar una imagen sobre
una hoja cuyas dimensiones se obtienen al multi-
plicar cada lado de la hoja original por

el boton a utilizar es el de 141%. Al preguntar por
las hojas necesarias para realizar una ampliacion
con dicho botdn aparece explicitamente en el pa-
nel que las hojas deben ser A4 > A3 0 A5-> A4. Sin
embargo, también seria posible realizar una am-
pliacion de B4 a B3, lo cual no aparece en el panel
frontal de la fotocopiadora, pero podria surgir este
cuestionamiento. Esta tarea, involucra algunas
OMs que se estudian en el tramo de formacion,
como por ejemplo porcentaje y proporcionalidad.

El objetivo de las tareas 3 y 4 es investigar las ca-
racteristicas de las hojas DIN, estableciendo las
relaciones entre dos de ellas.

Si consideramos que la fotocopiadora solo traba-
ja con las hojas A3, A4 y A5 de la serie DIN-A y
con las B3y B4 de la serie DIN-B. 4 Como podemos
relacionar las dimensiones de dos hojas consecu-
tivas cualesquiera de las series DIN-A y DIN-B res-
pectivamente?

Nota: Elaboracion propia

En el panel frontal de la fotocopiadora aparecen
funciones que relacionan dos hojas DIN-A conse-
cutivas: los porcentajes 71% (A3 > A4 0 A4 > A5)
y 141% (A4 > A3 o A5 > A4). Sin embargo, para
generalizar esta relacion, es necesario considerar
las dimensiones de dos hojas cualesquiera y la
forma en que cada hoja se relaciona con la ante-
rior. Asi, las dimensiones de las hojas An+1 seran:

, con ya yb sonlas di-

mensiones de An.

Este andlisis requiere ser recuperado en la tarea
4, que aparece a continuacion, con la cual seria
posible reconstruir y vincular cuestiones numéri-
cas y de geometria, como proporcionalidad, se-
mejanza y punto medio de un segmento.

PAULA RABANEDO, VIVIANA LLANOS

Dadas dos hojas An y An+1, y una imagen que
ocupa la totalidad de la An+1 ¢ por qué y como la
fotocopiadora permite realizar una ampliacion de
una imagen dada en la hoja An+1 a otra en la hoja
An”? ;y una reduccion entre An'y An+1? i qué ocu-
rre con dos hojas consecutivas de la serie DIN-B?
¢Qué funcion de la fotocopiadora permitiria rea-
lizar una ampliacién o reduccién de una imagen
entre dos hojas An'y Bn?

1n 41

Nota: Elaboracion propia

En esta tarea hay que tener en cuenta que los la-
dos correspondientes de dos hojas consecutivas
de la misma serie son proporcionales, y lo mismo
ocurre con los lados correspondientes de dos ho-
jas An y Bn que ocupan la posicién n en ambas
series. Como las hojas ademas de tener los lados
proporcionales poseen los angulos congruentes,
entonces geométricamente se corresponderian
con figuras que son homotéticas. Se espera en-
tonces un primer estudio en profundidad de la OM
homotecia, 0 que seguramente requiera de una
salida del tema de la fotocopiadora para estudiar
homotecia y luego continuar con las preguntas
vinculadas a Q,. Esta accion es un gesto recono-
cido en el PICM y en el contexto para el que se
piensa el REl implicaria reencontrar también di-
ferentes OMs de otra catedra, Geometria métrica
que en el programa incluye el trazado de rectas
y semirrectas, circunferencias, rectas paralelas,
direccion de una semirrecta, entre otras vincu-
ladas al estudio de los aspectos centrales de la
homotecia. Ademas, este estudio de la homotecia
requerira ingresar en construcciones geomeétricas
sintéticas en lapiz y papel, que justifiquen lo antes
analizado con el teclado visible de la fotocopia-
dora y que seran esenciales para estudiar con la
tarea que sigue.
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Dado un poligono sobre la hoja F, el centro de homotecia O y la hoja F’. 4Cuéles son las construcciones
geométricas que justifican la figura ampliada de la hoja F por la fotocopiadora sobre la hoja F'? Y si la Foto-
copiadora realiza una reduccion del poligono de la hoja F a la otra hoja F°7?

Nota: Elaboracion propia

En la Figura 3 hay un esbozo de las propiedades geométricas para construir el poligono ampliado vy el
reducido. Con relacion a los lados, serfa posible demostrar que sus lados correspondientes son pro-
porcionales utilizando el teorema de Thales y el paralelismo de las rectas; y con relacion a los angulos
también podria demostrarse que todos los pares de dngulos homdlogos son congruentes: por ejemplo,
si se considera la recta que pasa por los puntos L y M que es transversal a lasrectas  y (figura 3),
las cuales son paralelas, y entonces los angulos y son congruentes. También la recta es
transversal a las rectas y , que son paralelas, y entonces los angulos y son congruen-
tes. Los puntos L,Gy Ny P,G’y M forman dos triangulos con dos pares de lados congruentes, entonces
también son congruentes los angulos del poligono y . De esta manera, es posible reconstruir
ademas las OMs congruencia entre angulos, paralelismo y transversalidad entre rectas, y con ello sec-
tores angulares determinados por dos paralelas y una transversal, e incluso otros poligonos que no son
rectangulos.

Figura 3. Representacion de hojas y figuras homotéticas.

Nota: Elaboracion propia.
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Con la tarea 6 seria posible ingresar en el estudio
de la razén de homotecia, homotecias directas e
inversas. A la vez se relaciona la razén de homote-
cia con las funciones de la fotocopiadora.

Teniendo en cuenta que la razén de homotecia se
relaciona con los porcentajes del panel de la foto-
copiadora y dada una hoja cualquiera F, ;,c6mo po-
demos construir con regla y compés una hoja ho-
motética ? ., Coémo es posible realizar
con la fotocopiadora una ampliacion de una ima-
gen que ocupa la hoja completa, de razén

a partir de una hoja A4? ;Y una reduccion de razén

sobre una hoja A47?

F

Nota: Elaboracion propia

La construccion con regla y compas de la figu-
ra F’requiere considerar diferentes posibilidades
para el centro O y para k, de manera que la ho-
motecia resulte inversa o directa. En la Figura 4
se muestra la figura original F'y dos imagenes ho-
motéticas F’ directa (F”,) e inversa (F,) para [k|>1.
La construccion de los vértices del rectangulo de
F’ (que nombramos X en general) se obtienen de
reproducir k veces el segmento sobre la se-
mirrecta con origen en Oy sentido positivo o
sentido negativo. Sin embargo, cuando |k|<1 de-
bemos considerar un segmento que puede
obtenerse al dividir en k partes iguales el segmen-
to y para ello seré necesario utilizar el teorema
de Thales. Una representacion de la reduccion se
muestra en la Figura 5.

PAULA RABANEDO, VIVIANA LLANOS

Figura 4. Ampliacion

Nota: Elaboracion propia

Figura 5. Reduccion

Nota: Elaboracion propia

Si se considera una razén ,
se tiene una homotecia directa que permite am-
pliar la hoja, pues el porcentaje que debe selec-
cionarse en la fotocopiadora es 119% y la hoja
que debe utilizarse para imprimir dicha imagen
ampliadaesunaB4. Ademas, si

y la hoja sobre la que se imprime es A4, entonces
la hoja original seré B3, y se aplicara una reduc-
cion al 59% de la imagen original en el panel de la
fotocopiadora.

La tarea 7 también requiere considerar casos de
razones positivas y negativas, mas alla de los por-
centajes de la fotocopiadora, pues en el concepto
de homotecia se involucran ambas posibilidades
y la fotocopiadora no queda exenta.
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Dadas dos hojas de tamafio A5, se desea ampliar cada una de ellas y colocarlas en una Unica hoja doble faz
tamafio A4 ;Coémo es posible que en la fotocopiadora se pueda obtener la Cara 1y la Cara 2 como se muestra
a continuacion, a partir de la Hoja 1y la Hoja 2, respectivamente?

Cara 1 Cara 2

Hoja 1 Mofn 2 o

Nota: Elaboracion propia

En esta tarea es necesario considerar el signo de la razén de homotecia y también la composicién entre
una homotecia y una simetria, lo que permitiria estudiar la homotecia vinculada a los movimientos del
plano, y a la semejanza. Con la tarea 8 agregamos el caso del estudio del centro de una homotecia, y se
pide obtener la razén; describiendo las funciones de la fotocopiadora que permitirian realizar cada tipo
de impresion.

Suponga que F'y F’ representan dos hojas tales que F’ posee la imagen ampliada o reducida de la imagen
original F. ;Cémo podemos hallar el centro O y cual seria la expresion para la razén k de homotecia tal que
F’=h, (F)? ;Como podemos justificar cada una de estas impresiones utilizando las funciones de la fotoco-
piadora?

3

CASO 1 CASO 2

CASO 4 CASO 5 CASO 6

Nota: Elaboracion propia

La orientacion de la imagen impresa sobre la hoja determina si las homotecias son directas o inversas.
Trazando las rectas que pasan por los vértices homoélogos, podré hallarse el punto de interseccion entre
ellas O que corresponde al centro de la homotecia y la razén

16| Revista Chilena de Educacion Matematica, Volumen 18, N°1



PAULA RABANEDO, VIVIANA LLANOS

En el caso 1 (Figura 6) se tiene una homotecia directa que amplia (k>1) y que, en la fotocopiadora, co-
rresponde a porcentajes mayores al 100%. En el caso 3, hay homotecia inversa que amplia el tamafio de
laimagen (k<-1) (Figura 7). En la fotocopiadora, esta ampliacion sélo es posible si consideramos porcen-
tajes mayores al 100% y alguna de las hojas se coloca “al revés”. Entonces, se tendria una homotecia
compuesta con una simetria.

Figura 6. Homotecia directa con ampliacion Figura 7. Homotecia inversa con ampliacion

Nota: Elaboracion propia

En el caso 4 la imagen en F’ es la ampliacion (Jk|>1) de la imagen en F, y puede ser directa o inversa,
pues la circunferencia sera la misma sin importar cémo se tomen los vértices. En la Figura 8 vemos que
para la homotecia directa geométricamente los puntos homotéticos se encuentran al mismo lado respec-
to al centro de homotecia y en la inversa dichos puntos estan situados en los lados opuestos al centro
de homotecia; sin embargo, en la fotocopiadora dependera de la orientacion que se dé a las hojas. A
diferencia del caso 4, en el caso 6 como las figuras son concéntricas el centro de homotecia coincide y
la homotecia es Unica.

Figura 8. Homotecias directa e inversa

Homotecia directa Homotecia inversa

Nota: Elaboracion propia

Con las tareas que siguen, introducimos el problema de analizar las acciones de la fotocopiadora desde
el punto de vista geométrico, para determinar cémo se pasaria a la seleccién de cualquier hoja de la
seria DIN cuando se solicita una ampliacién o reducciéon de una imagen. La composicion de homotecias
y el valor de la razén de dicha composicién son conceptos centrales para este estudio.
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¢, Coémo podemos obtener el porcentaje que utiliza la fotocopiadora para realizar las siguientes am-
pliaciones o reducciones: A4 > A5, B4 > A4, A5 > A3, B4 > A3, B4 > A5, A2 > B37 ;Cudles son las
hojas de las series DIN-A y DIN-B que podrian utilizarse con cada uno de los siguientes porcenta-
jes 25%, 59%, 119%, 141%, 400%"?

Nota: Elaboracion propia

Esta tarea permite estudiar los porcentajes del panel frontal de la fotocopiadora en términos de potencias
de y calcularlos considerando la razén de una composicion de homotecias. Por ejemplo, para pasar
de A2 > B3, hay que considerar una hoja intermedia, como puede ser A3, entonces la razén de A2 > A3
> B3 seréa (k 0,84...); y por lo tanto el porcentaje que debe seleccionarse en el panel

de la fotocopiadora es 84%. Ademas, si se quiere averiguar qué hojas involucran la reduccion de una
imagen utilizando, por ejemplo, el 25% podemos considerar que la razon seré y per-

mitiria pasar de An > An+4, y analogamente Bn > Bn+4.
A diferencia de la tarea anterior, con la 10 proponemos estudiar geométricamente la composicion de ho-

motecias y las diferentes posibilidades que se obtienen al componer dos homotecias, segun la posiciéon
de las imagenes.

Dadas las hojas F, F’y F” tales que F’=h, (F)y F"=h,. (F’) {Coémo podemos encontrar las dife-
rentes posiciones de los centros O, O’y O” y cuales serian los respectivos valores de k, K’y k”, si
las homotecias tambiéen verifican que F”=h,,.. (F)? ;Como podemos justificar cada una de estas
impresiones utilizando las funciones de la fotocopiadora®?

E" —
//'K B -\\\

* B
F ~~  \

CASO 1 CASO 2 CASO 3

F

%

Nota: Elaboracion propia

Para el caso 3, se observan tres posibilidades (Figura 9). La primera corresponde a dos homotecias
directas e iguales, es decir, coinciden el centro y el valor de la razén, y por lo tanto los puntos homoté-
ticos se encuentran al mismo lado respecto al centro de homotecia. Otra posibilidad es que una de las
homotecias sea directa y la otra inversa, en cuyo caso los centros seran colineales y uno de ellos que-
dara en el centro de ambas hojas, y una de las hojas que se corresponde con la homotecia inversa fue
colocada en la fotocopiadora al revés. Finalmente, si ambas homotecias son inversas, ambos centros
son colineales y se encuentran en el centro de cada una de las hojas homotéticas; en la fotocopiadora,
la hoja de partida y la hoja de salida poseen igual orientacion, mientras que la que se utilizd entre ellas
fue orientada diferente.
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Dos homotecias directas

Figura 6. Posibilidades de las homotecias

Primera homotecia directa y la segunda no

wf—

g

Nota: Elaboracion propia

PAULA RABANEDO, VIVIANA LLANOS

Dos homotecias inversas

Latarea 11 profundiza el estudio de las hojas de la serie DIN vinculadas a la composicion de homotecias
y considera otro tipo de hoja, que utilizan las fotocopiadoras y hasta ahora no se habia contemplado,
como es el caso de la hoja oficio.

un formato de hoja oficio”?

Suponiendo que se dispone de una fotocopiadora que permite utilizar cualquier tipo de hoja, ¢cémo
es posible ampliar o reducir una imagen en la fotocopiadora utilizando un porcentaje distinto al que
se muestra en el panel? ; Coémo es posible ampliar o reducir una imagen en la fotocopiadora sobre

Nota: Elaboracion propia

En esta tarea se estudia la composicion de homotecias, combinando los distintos botones de la fotoco-
piadora, es decir las distintas razones de homotecia, para obtener la ampliaciéon o reduccién deseada.
Es posible considerar las siguientes posibilidades, algunas de las cuales ya fueron estudiadas en las

tareas previas:

e An>An+1y Bn>Bn+1:
e An+1> Any Bn+1->Bn:

e Bn> y An>Bn:

e An>An+iy Bn>Bn+i:

e An+iAny Bn+i=Bn:

, con i los lugares que equidistan en la serie.

, con i los lugares que equidistan en la serie.

e An->Bn+i: Considerando la composicion An>Bn>Bn+i, se tiene

Especificamente, se verifica para A3->B4 con

* Bn+i=An: , 'y se verifica para B4>A3

e Bn>An+irk = ; y se verifica para B3>A4
V91+2i

e An+i>Bn: y se verifica para A4->B3

Revista Chilena de Educacién Matematica, Volumen 18, N°1 | 19



DISENO Y ANALISIS A PRIORI DE UN RECORRIDO DE ESTUDIO E INVESTIGACION PARA LA ENSENANZA DE LA HOMOTECIA

Para pasar, por ejemplo, de una hoja A4 a una
oficio, seleccionamos el porcentaje que surge al
considerar la razén entre los dos lados menores
de ambas hojas, esto es 93%, que es la funcién de
la fotocopiadora que hasta ahora no se habia in-
dagado. Si laimagen esta en otro tamafio, bastara
ampliar o reducir sobre una A4 y luego sobre la
hoja oficio e ingresar manualmente el porcentaje
en la fotocopiadora.

6. DISCUSIONES

Los REI vienen a resolver el problema de la pér-
dida de sentido y razén de ser de los saberes de
matematica a reencontrar que, en general o habi-
tualmente, los profesores muestran a sus alumnos
en el aula, y éstos practican y reproducen lo que
les fue mostrado en otros casos, pero se desco-
noce el por qué y para qué habria que estudiar
un tal saber matematico. Como parte del proceso
de ingenierfa del REl, nos hemos propuesto una
pregunta generatriz relativa al funcionamiento de
la fotocopiadora, y no soélo basta con analizar los
alcances y la pertinencia al contexto para el que
el REI se piensa, sino que es necesario analizar
qué saberes podrian reencontrarse y cuéles se-
rian posible estudiar. Para garantizar un estudio
en profundidad de geometria y especificamente
homotecia, pensamos un conjunto de tareas que
hemos disefiado para implementar el REI en la for-
macion de profesores de Matematica de un ISFD
de la provincia de Buenos Aires, con una doble
intension: por un lado acercar a los futuros profe-
sores a una ensefianza en el marco del PICM en
un curso de Didactica de la Matematica, y por otro
dar la oportunidad de reencontrar los saberes de
geometria desde otro lugar, en dicho curso. Las
tareas son relativas a las posibles preguntas que
consideramos podrian desarrollarse segun el MPR
del REI, que derivan del estudio geométrico del
problema (Q,: (Como justificar geométricamente
las condiciones de la hoja que debe considerarse
para poder ampliar o reducir sobre ella una ima-
gen, ocupando la misma superficie que en la hoja
original?) y de otras preguntas que estan vincu-
ladas y corresponden al analisis de Q,: jCuales
son las condiciones para que pueda ampliarse o
reducirse una imagen sobre una hoja cualquiera?
y 0,: ¢Cudles son las condiciones de la hoja que
debe considerarse para poder ampliar o reducir
sobre ella una imagen, ocupando la misma super-
ficie que en la hoja original?
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e Derivadasde 0,y O,

» Q,,,: ¢Cuales son las condiciones para que
una imagen pueda ampliarse o reducirse
sobre un tamafio de hoja diferente, si la
imagen ocupa toda la hoja?

» Q,,: ¢Cuales son las condiciones que debe
cumplir la razén de proporcion para que
sobre la nueva hoja se pueda ampliar o re-
ducir una imagen, ocupando la misma su-
perficie en ambas hojas?

¢ Derivadas de Q03:

» Q,,: ¢Como se relacionan geometricamen-
te las hojas para que pueda realizarse una
ampliacién o reduccion de unaimagen con-
servando las caracteristicas de la misma?

» Q... Ademas de la proporcion de sus lados
correspondientes, ;qué otras relaciones
pueden establecerse entre los lados de las
hojas homotéticas?

» Q,.: ¢Qué tipo de hojas utilizan las fotoco-
piadoras?

» Q.. ¢Como se relacionan las dimensiones
de las hojas de las diferentes series?

» Q,,,- ¢Qué otras relaciones existen entre
dos copias realizadas por la fotocopiadora?

En la Tabla 2 se presenta un analisis que contrasta
las preguntas Q, y las obras O, que pueden reen-
contrarse en cada tarea.
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Tabla 2. OMs que podrian reencontrarse en cada tarea y preguntas Oi que responden

Q,: ¢Por qué una fotocopiadora puede realizar la ampliacién y reduccién de una imagen conservando las

caracteristicas de la misma?

Tarea  Preguntas Q, que responde Obras O,
Derivadas de Q, Derivadas de 0,y O,

1 0,, 0,,, Porcentaje

2 0,,Y0,, 0,,Y0,, Proporcionalidad. Porcentaje

3 0,, 0.,,0,,Y0,, Proporcionalidad. Semejanza

4 0,,Y 0., Proporcionalidad. Célculo de media geométrica

5 Construccioén con regla y compéas de puntos y segmentos
homotéticos, teorema de Thales, paralelismo entre rectas
homotéticas, congruencia de angulos internos de dos figu-
ras homotéticas.

6 0,,Y0,, Célculo de la razén de homotecia, construccion con regla
y compas de segmentos homotéticos.

7 0.1 Homotecia directa e inversa. Simetria.

8 0.,V Qu0 Construccion del centro de homotecia. Homotecia directa
e inversa. Razén de homotecia.

9 0., Razones y porcentaje. Composicién de homotecias y cal-
culo de su razén

10 0,,Y0., Construccion del centro de una composicion de homote-
cias. Relacion entre los tres centros de homotecia

1 0,,Y 0., Composicion de homotecia. Razon entre los lados homo-
téticos

Nota. Elaboracion propia

El andlisis de las tareas muestra la posibilidad de
adaptar el REl para implementarlo en un curso de
Didéactica de la Matematica para profesores en
formacion en un ISFD de la provincia de Buenos
Aires, Argentina.

Ademas, dicho anélisis permite sostener que el
REI disefiado presenta caracteristicas diferencia-
les respecto de otros previamente documentados
(Nicasso y Bosch, 2021; Gaud y Minet, 2019; Ro-
jasy Sierra, 2020; Garcia, 2021, Lobo y Aimouloud,
2023). En particular en este caso, poner el uso de
un dispositivo real como es la fotocopiadora como
generador del estudio a partir de Q, configura un

medio con fuerte potencial problematizador que
no soélo permitiria la cobertura integral de las OMs
correspondientes a la catedra de geometria mé-
trica del profesorado, sino que podria incorporar
vinculos con otras asignaturas que es el espiritu
del PICM. Pero ademas los resultados se pueden
poner en didlogo con otras investigaciones que
evidencian una reduccién de los saberes de geo-
metria en la escuela secundaria (Bravo y Riofrio,
2024, Pérez y Guillén, 2007), e incluso su progre-
siva desaparicion en el aula (Eugui, 2023). En este
sentido, el REI propuesto se constituye como una
alternativa que permite reintroducir la homotecia
no como objeto aislado 0 monumentalizado, sino
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como respuesta a preguntas que exigen la recons-
truccion de este saber junto con otras nociones de
geometria y de otras areas si se quisiera avanzar.

Por otro lado, introducir un REI en la formacion
de profesores, podria contribuir a transformar su
concepcién de la ensefianza por estar sometidos
a un nuevo paradigma escolar y vivir esa expe-
riencia en primera persona a la vez que podria
contribuir a transformar la relacion institucional
con la geometria, dado que consideramos que el
hecho de reducir y hasta eliminar la geometria de
las clases de matematica responde a una deci-
sion deliberada de los profesores, tal vez sea por-
gue no han tenido oportunidad de que sea parte
de su formacién. El REI de la fotocopiadora en la
formacion de profesores permitiria reivindicar el
estudio completo de la homotecia, articulado con
otros saberes geométricos, a fin de que los futu-
ros profesores puedan superar la idea de que los
temas de geometria, y de otras areas de la ma-
tematica, estan descontextualizados, aislados vy
desarticulados entre si. Asi mismo, las 11 tareas
que diseflamos muestran que seria posible utili-
zar el RElI como recurso para desarrollar una en-
sefianza basada en preguntas y cuestionamientos
en la formaciéon de los profesores, reencontrando
la OM homotecia y otras OMs de geometria que
permiten justificar geométricamente cémo es po-
sible que la fotocopiadora realice la ampliacion o
reduccion de una imagen. Se espera ampliar las
tareas que hemos disefiado para adaptar el REI
a fin de estudiar con ellas una mayor cantidad de
OMs y cubrir otros saberes del profesorado a la
vez que se daria respuesta a otras QJ. que forman
parte del MPR del REI.
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7. CONCLUSIONES

En términos tedricos implementar un REI implica
llevar una pregunta al aula, y generar procesos de
estudio y de investigacion a partir de la misma que
permitan una cobertura lo mas completa posible
de las obras de un programa. Aqui sin embargo
hemos diseflado un conjunto de tareas que harian
funcionar el REI, pero que sélo podran considerar-
se para ser utilizadas si la pregunta generatriz Q
da lugar a las preguntas derivadas para las cuales
especificamente se propone una tarea que “saca
a la luz” la matematica implicada en el funciona-
miento de la fotocopiadora. Este estudio a priori
del REI, y el disefio de potenciales tareas a incluir
en el aula, permite identificar los diferentes sabe-
res matematicos, y de geometria, que se podrian
reconstruir con base en el cuestionamiento de la
fotocopiadora.

Por otro lado, implementar un RElI como el que
proponemos en los cursos de formacién de pro-
fesores permitiria a los estudiantes vivenciar una
ensefianza por REIl, “rompiendo” con la habitual
y acercandolos a un nuevo paradigma, el PICM,
Ademas, se espera que los futuros profesores
adopten gestos de una ensefianza por investiga-
cion, invitandolos a cuestionarse sobre la mate-
matica, particularmente la geometria que deben
ensefiar, y brindandoles herramientas para incor-
porar a sus futuras préacticas. La implementacion
de este REI permitira generar resultados sobre su
funcionamiento, y poner el recurso a disposicion
de profesores para utilizarlo tanto para ensefiar
geometria en el nivel medio o superior, como para
dar a conocer en la formacion de profesores las
caracteristicas del paradigma emergente en opo-
sicion al habitual.
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RESUMEN

Este articulo examina la motivacion docente para ensefiar matematicas en una comunidad wixarika serrana de San
Miguel Huaixtita (Mezquitic, Jalisco), marcada por bilinglismo sin materiales, multigrado con apoyos limitados y baja
contextualizacion curricular. Se realizé un estudio cualitativo interpretativo de caso multiple con 10 docentes de pri-
maria y telesecundaria -modalidad mexicana de educacion secundaria orientada principalmente a contextos rurales
y comunidades de dificil acceso-. Los datos se recopilaron mediante entrevistas semiestructuradas, orientadas por la
Situated Expectancy-Value Theory (SEVT) y se analizaron a través de un enfoque de analisis tematico que permitio la
codificacion y construccion de patrones. Los resultados muestran que la motivacion opera como un sistema situado
de expectativas, valores y costos: la mediacioén lingUistica condiciona el acceso conceptual y eleva la carga de pre-
paracion; el valor de utilidad y el valor de logro/identidad sostienen el sentido de la tarea al conectarla con préacticas
comunitarias y el futuro escolar; y los costos estructurales (recursos, conectividad, reforma, trayectos y vida familiar)
reconfiguran decisiones didacticas. Se identificaron repertorios de regulacion docente para mantener la ensefianza
bajo restricciones y diferencias por nivel educativo. Se discuten implicaciones para politicas de materiales bilingues,
formacion situada y apoyos institucionales.

Palabras Clave:
motivacion docente; educacion indigena;, ensefianza de las matermnaticas;
SEVT,; costos

ABSTRACT

This article examines teacher motivation for teaching mathematics in a Wixarika mountain community in San Miguel
Huaixtita (Mezquitic, Jalisco, Mexico), characterized by bilingual instruction without adequate materials, multigrade
teaching with limited support, and low curricular contextualization. A qualitative interpretive multiple-case study was
conducted with 10 teachers from primary education and telesecundaria —a Mexican lower-secondary modality mainly
oriented toward rural contexts and hard-to-access communities—. Data were collected through semi-structured inter-
views informed by Situated Expectancy-Value Theory (SEVT) and were analyzed using thematic analysis to identify
codes and patterns. The findings show that motivation operates as a situated system of expectations, values, and
costs: linguistic mediation shapes conceptual access and increases preparation demands; utility value and attainment/
identity value sustain the meaning of the task by linking it to community practices and students’ educational futures; and
structural costs (resources, connectivity, reform demands, travel, and family life) reconfigure instructional decisions.
Repertoires of teacher regulation used to sustain teaching under constraints, as well as differences across educational
levels, were identified. Implications are discussed for bilingual materials policies, context-responsive teacher educa-
tion, and institutional support.

Keywords:
teacher motivation, Indigenous education, mathematics teaching; SEVT;
costs
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1. INTRODUCCION

En regiones indigenas de México, la escolariza-
cién se desarrolla en un marco de desigualdades
persistentes que impactan la disponibilidad de
recursos, la organizaciéon escolar y las oportuni-
dades de aprendizaje, particularmente en locali-
dades serranas y de dificil acceso (Consejo Na-
cional de Evaluaciéon de la Politica de Desarrollo
Social [CONEVAL], 2022; Instituto de Informacion
Estadistica y Geografica de Jalisco [IIEG], 2019;
Plan Estatal Jalisco, 2021). En el norte de Jalis-
co, el municipio de Mezquitic concentra poblacion
wixarika y una geografia que intensifica los desa-
flos de la vida escolar por la dispersion territorial,
las vias de comunicacion y la provision irregular
de servicios, condiciones que repercuten en las
trayectorias educativas y en la continuidad de los
procesos de ensefianza (IIEG, 2019; Plan Estatal
Jalisco, 2021). En ese escenario, la ensefianza de
las matematicas queda atravesada por tensiones
estructurales que, combinadas, delimitan las po-
sibilidades reales de una ensefanza con sentido
y sostenibilidad: (a) bilinglismo sin materiales ni
dispositivos didacticos suficientes en lengua ori-
ginaria, lo que desplaza hacia el profesorado el
trabajo de traduccion y mediacion entre registros
lingUisticos y matematicos, y puede limitar el ac-
ceso conceptual cuando el curriculo opera pre-
dominantemente en espafiol (Despagne, 2013;
Romo-Vazquez, 2025; Santibafiez, 2016); (b) mul-
tigrado con apoyos limitados, donde la simultanei-
dad de grados y la carga de preparacion reducen
el tiempo disponible para planificar tareas retado-
ras y diferenciadas, y tienden a aumentar el es-
fuerzo fuera de aula para adaptar materiales dise-
flados para loégica monogrado (Ares-Ferreirds et
al., 2025; Carrete-Marin et al., 2024; Little, 1995);
y (¢) un curriculo con baja contextualizacion, que
con frecuencia ofrece escaso margen para reco-
nocer practicas comunitarias y saberes locales
como recursos formativos, pese a su potencial
para anclar significado, participacion y pertinen-
cia cultural en el aprendizaje matematico (Nigh y
Gonzélez Cabafias, 2018; Toribio Rodriguez et al.,
2021).

Aungue estas condiciones han sido descritas
como “problemas del sistema” (recursos, organi-
zacion escolar, politica linguistica), existe menor
evidencia sobre cémo se traducen en un sistema
motivacional situado del profesorado cuando en-
sefia matematicas en contextos indigenas especi-
ficos; en particular, sobre coémo se configuran, en
interaccion, las expectativas, los valores y los cos-
tos en situaciones reales de aula, y como esa con-
figuracion sostiene o erosiona la continuidad de
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la practica docente (Eccles y Wigfield, 2020; Day,
2020; Jud et al., 2023). Desde la Situated Expec-
tancy-Value Theory (SEVT), la motivacién se com-
prende como un sistema dinamico y contextual en
el que las expectativas de éxito, la valoracion de
la tarea y los costos anticipados o experimentados
se organizan y reconfiguran ante restricciones ins-
titucionales, demandas profesionales y condicio-
nes socioculturales del entorno (Eccles y Wigfield,
2020). Estudios recientes han subrayado que el
costo no es un componente residual, sino un eje
que interactla con expectativas y valores para
explicar la sostenibilidad del esfuerzo docente,
especialmente en escenarios de alta exigencia y
cambio instruccional en matematicas (Day, 2020;
Jud et al., 2023). Sin embargo, gran parte de estos
desarrollos proviene de contextos no indigenas, y
rara vez se articula empiricamente cémo lo lingUfs-
tico, lo organizativo (multigrado) y lo curricular se
expresan como configuraciones motivacionales al
ensefiar matematicas en comunidades wixarika
(Despagne, 2013; Eccles y Wigfield, 2020).

En consecuencia, este articulo analiza la configu-
racion de la motivacion docente para la ensefian-
za de las matematicas en docentes wixarika de
primaria y de telesecundaria (modalidad mexica-
na de educacion secundaria implementada princi-
palmente en zonas rurales y de dificil acceso) de
una comunidad serrana de San Miguel Huaixtita
(Mezquitic, Jalisco), atendiendo a: (1) qué expec-
tativas de éxito reportan para distintos contenidos
y situaciones de ensefianza; (2) qué valores (de
utilidad, de logro/identidad e interés) sostienen
Su practica y como se conectan con propoésitos
profesionales y comunitarios; y (3) qué costos (de
preparacion, emocionales, de tiempo y estructu-
rales) reconocen como determinantes al sostener
la ensefianza en condiciones de restriccion (Ec-
cles y Wigfield, 2020; Day, 2020; Jud et al., 2023).
Metodolégicamente, se realizd un estudio cualita-
tivo interpretativo con base en 10 entrevistas se-
miestructuradas a docentes; el andlisis se orga-
nizé mediante matrices por caso y una sintesis
transversal, recurriendo al anélisis tematico para
la codificacién y construccion de patrones (Braun
y Clarke, 2006). Las preguntas que orientan el es-
tudio son: cémo describen las y los docentes sus
expectativas de éxito para ensefiar matematicas
en condiciones de bilinglismo, multigrado y baja
disponibilidad de materiales?, squé valores atri-
buyen a ensefar matematicas y cémo se enlazan
con trayectorias escolares y fines comunitarios?,
¢, qué costos identifican como méas determinantes
y cémo impactan su agencia pedagoégica?, y ;jqué
estrategias despliegan para sostener la ensefan-
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za y proteger el aprendizaje en un entorno de res-
tricciones? (Day, 2020; Jud et al., 2023).

La contribucion principal del articulo consiste en
interpretar la evidencia empirica en términos de
configuraciones SEVT: patrones situados en los
que expectativas, valores y costos se articulan
como un sistema coherente que se activa ante
tensiones del contexto, en lugar de aparecer
como componentes aislados o como un suple-
mento periférico del trabajo docente (Eccles y
Wigfield, 2020). Esta perspectiva permite precisar
cémo el bilinglismo sin materiales, el multigrado
sin apoyo y el curriculo no contextualizado operan
simultaneamente como condiciones y como me-
canismos motivacionales: elevan costos, modulan
expectativas, reordenan valores y, a la vez, delimi-
tan margenes de decision pedagoégica. Con ello,
el articulo aporta un lenguaje analitico para dis-
cutir qué significa “apoyo” en términos concretos,
materiales pertinentes, condiciones de trabajo,
acompafiamiento pedagdgico y reconocimiento
de la dimensién lingUistica y cultural como parte
del nucleo de la ensefianza de matematicas y no
Unicamente como expectativa normativa o apela-
cién a la “vocacion” individual (Eccles y Wigfield,
2020; Santibafiez, 2016).

2. MARCO TEORICO

La comprensiéon de la motivacion docente para
ensefiar matematicas en contextos indigenas re-
quiere un marco tedérico que permita analizar,
de manera integrada, lo que el profesorado cree
que puede lograr, lo que valora de su tarea y los
costos que anticipa o experimenta al sostener su
practica. En este trabajo, el referente central es la
Teoria de la Expectativa-Valor en su formulacion
contemporanea como Situated Expectancy-Value
Theory (SEVT), propuesta por Eccles y Wigfield,
gue concibe la motivacién como un sistema dina-
mico y situado: las expectativas, los valores y los
costos se configuran en interaccién con condicio-
nes institucionales, culturales y sociolingUisticas
del contexto (Eccles y Wigfield, 2020; Wigfield y
Eccles, 2000). Esta perspectiva resulta particu-
larmente pertinente para estudiar la docencia en
matematicas en entornos serranos wixarika, en
los que ensefiar implica negociar tensiones recu-
rrentes asociadas al bilinglismo sin materiales, el
multigrado sin apoyos consistentes y un curriculo
frecuentemente distante de las préacticas comuni-
tarias.

Desde SEVT, la expectativa de éxito alude a la
creencia del sujeto sobre su probabilidad de rea-
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lizar con eficacia una tarea especifica (Eccles y
Wigfield, 2020). Trasladada al ambito docente,
esta dimensién se expresa en juicios sobre la pro-
pia capacidad para planear, explicar, adaptar y
evaluar contenidos matematicos en condiciones
reales de aula, incluyendo escenarios de hetero-
geneidad por grados, ritmos y lenguas. En contex-
tos de reforma o de alta presion por resultados, la
expectativa de éxito se vincula con percepciones
de autoeficacia y competencia profesional, pero
también con la lectura que el profesorado hace
de lo que el sistema considera “ensefianza efecti-
va” y de los recursos disponibles para alcanzarla.
En estudios aplicados a la ensefianza de mate-
maticas, se ha mostrado que EVT/SEVT permite
identificar como las creencias docentes y las de-
mandas del entorno instruccional se traducen en
decisiones pedagdgicas, especialmente cuando
el profesorado percibe que sus aspiraciones de
ensefianza chocan con restricciones externas
(Day, 2020).

El segundo componente es el valor de la tarea,
que en SEVT se desagrega en al menos tres face-
tas con alto rendimiento analitico para la docen-
cia: valor intrinseco, valor de logro (o de identi-
dad/importe personal) y valor de utilidad (Eccles
y Wigfield, 2020; Wigfield y Eccles, 2000). El valor
intrinseco refiere al interés, disfrute o satisfaccion
inherente a ensefiar matematicas: el gusto por el
razonamiento, por “hacer comprender” o por pro-
poner desafios significativos. El valor de logro se
relaciona con la importancia de hacerlo bien por-
que expresa quién soy como docente; se conecta
con identidad profesional, estandares personales
y compromiso moral. En contextos indigenas, esta
faceta puede integrarse con responsabilidades
comunitarias y con la obligacién ética de soste-
ner la escolaridad como bien colectivo. El valor
de utilidad, por su parte, se refiere a la relevan-
cia percibida de ensefiar matematicas para metas
futuras del estudiantado y de la comunidad (por
ejemplo, acceso a oportunidades educativas, ma-
nejo de recursos, lectura del mundo material). En
investigaciones recientes con profesorado y con
formacion docente, SEVT también ha mostrado
su potencia para distinguir objetos de valoracion
(matematicas como disciplina, ensefiar matema-
ticas, o el tipo de matematicas que se ensefia)
y para reconstruir como estos valores cambian
cuando el profesorado enfrenta exigencias curri-
culares, evaluativas y contextuales (Gildehaus et
al., 2024; Rach et al., 2024).

Un aporte decisivo de la literatura contemporanea
es la centralidad del componente costos perci-
bidos, que ya no se trata como un “residuo” del



modelo, sino como un elemento estructurante de
la motivacion, especialmente en escenarios de
alta demanda (Eccles y Wigfield, 2020). Los cos-
tos abarcan, al menos, costo de esfuerzo (tiem-
po, energia, preparacion), costo de oportunidad
(lo que se deja de hacer por sostener la tarea) y
costo psicolégico o emocional (estrés, desgaste,
frustracion, temor a no cumplir expectativas insti-
tucionales) (Flake et al., 2015; Jiang et al., 2018).
En la docencia de mateméticas, estos costos pue-
den emerger cuando el profesorado anticipa que
innovar o contextualizar implica mayor carga de
planeacion; cuando el multigrado exige simulta-
near niveles; o cuando el bilinglismo sin materia-
les obliga a traducir, adaptar y mediar significados
matematicos sin apoyos. La evidencia empirica
con docentes sugiere que, aun cuando existan va-
lores altos hacia una practica (por ejemplo, ense-
flanza reformada o centrada en el razonamiento),
los costos anticipados pueden inhibir su imple-
mentacion y reordenar prioridades pedagdgicas
(Day, 2020). En la misma linea, investigaciones
con profesorado muestran que expectativas, va-
lores y costos se asocian de manera sistematica
con conductas profesionales deseadas (por ejem-
plo, promover autorregulacién del aprendizaje),
subrayando que el anélisis motivacional requiere
contemplar simultdneamente los tres componen-
tes y sus interacciones (Jud et al., 2023).

Un aspecto medular en SEVT es su énfasis en el
caracter situado de la motivacion: el sistema de
expectativas-valores-costos se formay transforma
mediante procesos de socializacion, experiencias
previas, normas institucionales, disponibilidad
de recursos y marcos culturales que definen qué
cuenta como “buena ensefianza” y qué se consi-
dera valioso aprender (Eccles y Wigfield, 2020).
Por ello, para abordar la ensefianza de matema-
ticas en contexto wixarika, resulta pertinente in-
corporar elementos del enfoque sociocultural que
permitan describir como la motivacion docente se
entrelaza con précticas linguisticas, pertenencia
comunitaria y criterios de pertinencia cultural. En
particular, la discusién sobre pertinencia cultural
en educacion ha resaltado que la ensefanza de
calidad, en contextos histéricamente marginados,
no puede reducirse a la transmisién eficiente de
contenidos: requiere reconocer identidades, len-
guajes, historias y formas de participacion que
sostienen el aprendizaje y la dignidad del estu-
diantado (Ladson-Billings, 1995; Paris, 2012). En
matematicas, esta pertinencia se concreta en de-
cisiones sobre ejemplos, contextos, explicaciones
y formas de argumentacion que hagan inteligibles
los conceptos sin deslegitimar los saberes loca-
les.
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De manera complementaria, la literatura sobre
lenguaje y educacion mateméatica ha mostrado
que el aula es un espacio donde el lenguaje opera
COMO recurso epistémico y como frontera de in-
clusién/exclusion. En contextos multilingles, no se
trata solo de “traducir términos”, sino de sostener
el acceso a significados matematicos mediante
repertorios lingUisticos y semidticos multiples, con
atencion a relaciones de poder entre lenguas y a
las politicas escolares que regulan su uso (Barwell
et al., 2007; Planas, 2018). En esta linea, se ha ar-
gumentado que asumir el lenguaje como recurso
en lugar de déficit permite comprender cémo do-
centes y estudiantes movilizan practicas bilingles
para construir sentido mateméatico, aunque dichas
practicas estén tensionadas por curriculos y eva-
luaciones monolingUes (Planas y Setati-Phakeng,
2014). Asimismo, trabajos recientes discuten
cémo el significado matematico se produce en
interaccion con las posibilidades linguisticas del
aulay con los marcos institucionales que autorizan
o restringen ciertas formas de decir y participar
(Barwell, 2018). Para este estudio, tales aportes
ayudan a conceptualizar el bilinglismo didéactico
como un campo de decisiones profesionales que
impacta directamente expectativas (qué tan posi-
ble es ensefiar), valores (por qué vale la pena) y
costos (qué implica sostenerlo).

3. MARCO METODOLOGICO

El estudio se desarrollé bajo un enfoque cualita-
tivo de orientacion interpretativa, pertinente para
comprender en profundidad los significados, valo-
raciones y tensiones que el profesorado construye
en torno a la ensefanza de las mateméticas en
un contexto indigena wixarika. Desde esta pers-
pectiva, el interés no es estimar magnitudes ni ge-
neralizar estadisticamente, sino reconstruir cémo
las y los docentes interpretan su préctica y qué
sentidos atribuyen a sus decisiones y experien-
cias en interaccion con condiciones situadas de
trabajo (Braun y Clarke, 2006). En congruencia
con ello, se adoptd un disefio de estudio de caso
multiple, que permitié analizar comparativamente
un conjunto de casos (10 docentes) que compar-
ten un mismo contexto comunitario serrano y, a la
vez, presentan variaciones relevantes para el fe-
némeno estudiado (nivel educativo, modalidad de
atencion y practicas de mediacion linguistica), fa-
voreciendo la identificacion de patrones comunes
y contrastes entre casos.

El caso se delimité en la comunidad de San Miguel
Huaixtita (Mezquitic, Jalisco) y la unidad de ana-
lisis fue la motivacion docente para la ensefian-
za de las matematicas, conceptualizada desde
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la Situated Expectancy-Value Theory (SEVT). En
SEVT, la motivacién se comprende como un siste-
ma situado de expectativas de éxito, valores de la
tarea (valor intrinseco, valor de utilidad y valor de
logro/identidad) y costos percibidos, configurado
por condiciones socioculturales e institucionales
del contexto (Eccles y Wigfield, 2020). Esta deci-
sion tedrica orientd tanto el disefio del instrumento
como la estrategia analitica, al permitir articular,
en un mismo marco, dimensiones profesionales,
valorativas y estructurales que intervienen en el
sostenimiento de la ensefianza en condiciones de
bilinglismo, multigrado y disponibilidad limitada
de materiales.

Como técnica principal de producciéon de datos
se utilizd una entrevista semiestructurada, disefia-
da con base en las dimensiones de la SEVT (Ec-
cles y Wigfield, 2020). El guion incluyd preguntas
para explorar: (a) creencias sobre la posibilidad
de lograr aprendizajes matematicos (expectati-
vas); (b) valores atribuidos a ensefiar matematicas
(intrinseco, utilidad y logro/identidad); (c) costos
anticipados o experimentados (esfuerzo, tiempo,

costos de oportunidad y tensiones emocionales/
familiares); y (d) condiciones situadas que mode-
lan dichas dimensiones (bilinglismo y préacticas
lingUisticas de aula, organizacién multigrado, apo-
yos institucionales, disponibilidad de materiales y
pertinencia cultural). El caracter semiestructurado
asegurd comparabilidad tematica entre entrevis-
tas sin restringir la emergencia de matices propios
de cada trayectoria docente y de cada experien-
cia de aula.

El guidn de entrevista semiestructurada estuvo
conformado por 25 preguntas principales, orga-
nizadas en bloques tematicos vinculados con las
dimensiones analiticas del estudio. En correspon-
dencia con la SEVT, se consideraron preguntas
orientadas a explorar expectativas de éxito, valo-
res de la tarea y costos percibidos; adicionalmen-
te, se incluyeron preguntas sobre condiciones si-
tuadas del contexto wixarika y sobre la préactica
didactica de matematicas, con el fin de compren-
der la motivaciéon docente en su configuracion
concreta. La Tabla 1 presenta la organizacion ge-
neral del guion.

Tabla 1. Dimensiones analiticas, propdsitos de indagacion y preguntas de la entrevista semiestructurada

Dimension analitica

Propésito de indagacion

Preguntas

Datos contextuales y con-
diciones situadas

Caracterizar el contexto escolar,
la organizacion del servicio,

las condiciones de trabajo y el
entorno institucional en que se
desarrolla la ensefianza de las
matematicas.

P1. ¢Cuéntos alumnos atiende por grado y cémo se organiza su aula:
monogrado, multigrado o telesecundaria?

P2. Describa un dia tipico desde que sale de casa hasta que termina la
jornada escolar.

P17. ;Qué apoyos recibe de colegas, directivos o autoridades para la
ensefanza de matematicas?

P18. ¢Ha sentido discriminacion o falta de reconocimiento por trabajar en la
sierra? ;Coémo lo maneja?

Expectativas de éxito

Explorar las creencias docentes
sobre su capacidad para ensefiar
matematicas, anticipar desempe-
fios y favorecer aprendizajes en
su alumnado.

P3. Al planear una clase de matematicas, ;cémo anticipa usted el desem-
pefio de sus estudiantes? ;Qué indicadores usa?

P4. ;Qué temas de matematicas le generan mas confianza al ensefiar y
cudles le preocupan? s Por qué? P5. Cuando un alumno no entiende un
concepto, jhasta donde cree que puede intervenir para que lo logre?

P6. Piense en un logro reciente de sus estudiantes en matematicas. ;,Qué
factores atribuye a ese éxito? P24. ;Qué formacion o actualizacion conside-
ra indispensable para mejorar su ensefianza de matematicas aqui?

Valor intrinseco

Indagar el interés, disfrute, satis-
faccion o desgaste asociados con
la ensefianza de las matematicas.

P7. ;Qué emociones surgen en usted durante una clase que avanza bien?
Relate una anécdota positiva.

P8. ¢Hay momentos en que ensefiar matematicas le resulte aburrido o
desgastante? ;En qué circunstancias?

Valor de logro / identidad

Analizar la importancia personal,
profesional y cultural que el
profesorado atribuye a ensefiar
matematicas.

P9. ,Cémo conecta la ensefianza de matematicas con su identidad perso-
nal o profesional?

P10. 4Qué significado tiene para usted que sus alumnos aprendan mate-
maticas en su lengua materna: wixarika o espariol?
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Valor de utilidad

Explorar la relevancia atribuida a
la ensefianza de las matematicas
para la vida comunitaria, el futuro
del alumnado y la trayectoria
profesional docente.

P11. ;De qué manera cree que las matematicas aportan al futuro de sus
alumnos en su comunidad? P12. ; Qué beneficios profesionales o académi-
cos percibe al trabajar en esta region?

Costos percibidos

Identificar costos de esfuerzo,
tiempo, oportunidad y desgaste
emocional asociados con la ense-
flanza en contexto serrano.

P13. 4Qué impacto tiene la distancia o el trayecto diario en su preparacion
y energia durante las clases?

P14. ;Coémo afecta su labor aquif a su vida familiar o proyectos personales?

P15. ¢Ha enfrentado riesgos de salud, seguridad o clima que condicionen
su ensefianza?

Condiciones sociocultura-
les y linguisticas

Comprender cémo el contexto

wixarika, la lengua y la cultura

intervienen en la ensefianza de
las matematicas.

P16. ;Como integran usted y sus alumnos las tradiciones wixarikas en los
ejemplos o problemas matematicos?

P21. ;Qué papel juega la lengua wixarika/espafiol al explicar conceptos
como fracciones o area?

Préactica didactica de
matematicas

Explorar estrategias de ense-
fianza, resolucion de problemas,
evaluacion y relacion con el
curriculo oficial.

P19. Describa una actividad de matematicas que le haya funcionado es-
pecialmente bien con su grupo. P20. ;Cémo aborda usted la resoluciéon de
problemas cuando el material concreto o tecnolégico es limitado?

P22. ;Coémo evalla el aprendizaje matemético de sus alumnos? Instrumen-
tos, frecuencia y retroalimentacion.

P23. ;Qué retos enfrenta para cubrir el plan y programas oficiales de mate-
maticas en este contexto?

Cierre reflexivo

Sintetizar los principales motivos
de persistencia y desmotivacion

en la ensefianza de las matema-
ticas.

P25. En una frase, squé es lo que mas le motiva a continuar ensefiando
matematicas en la sierra y qué le desmotiva?

Nota. El guion de entrevista estuvo integrado por 25 preguntas principales organizadas en bloques tematicos vinculados con la
SEVT: expectativas de éxito, valores de la tarea y costos percibidos, ademas de condiciones situadas del contexto y aspectos de
la practica didactica de matematicas. Esta organizacion permitio analizar la motivacion docente como una configuracion situada.

Elaboracion propia

El guion de entrevista semiestructurada se valido
en dos momentos. Primero, se realizé un juicio de
expertos con especialistas en investigacion cuali-
tativa y educacion matematica, quienes revisaron
la pertinencia, claridad, coherencia y suficiencia
de las preguntas en funcion de los objetivos del
estudio y de las dimensiones analiticas derivadas
de la Situated Expectancy-Value Theory (SEVT). A
partir de esta revision, se ajustaron la redaccion,
secuencia y precision conceptual de diversos re-
activos. En un segundo momento, se llevd a cabo
un pilotaje del guion para valorar su comprensibi-
lidad, fluidez y adecuacién al contexto de aplica-
cion; este proceso permitio realizar ajustes finales
orientados a mejorar la claridad de las preguntas
y la consistencia del instrumento antes de su apli-
cacion a la muestra definitiva.

Participaron 10 docentes wixarika que ensefian
matematicas en primaria y secundaria/telese-
cundaria, incluyendo servicios con organizacion
multigrado. Para resguardar el anonimato, en el
reporte se emplean identificadores alfanuméricos
(E1-E10) y se omiten datos que permitan identifi-

cacion indirecta. El perfil de las y los participantes
se describe Unicamente mediante rasgos perti-
nentes para el estudio: nivel educativo (primaria
0 secundaria/telesecundaria), uso funcional de
wixarika y espafiol en la ensefianza (mediacion bi-
lingle) y modalidad organizativa del servicio (mul-
tigrado o monogrado, segun corresponda). La se-
leccion fue intencional, orientada por criterios de
diversidad de casos (nivel y modalidad) dentro de
la misma comunidad, con el propdsito de fortale-
cer la comparacion intra-contextual.

Para el anédlisis de los datos se empled el anali-
sis tematico (Braun y Clarke, 2006), debido a su
utilidad para identificar, analizar e interpretar pa-
trones de significado en datos cualitativos, parti-
cularmente cuando se busca comprender feno-
menos complejos en contextos especificos. La
codificacion se realizé principalmente de forma
deductiva, guiada por las categorias centrales
de SEVT (expectativas, valores y costos) e incor-
porando explicitamente las condiciones situadas
como dimension transversal de contextualizacion
(Eccles y Wigfield, 2020). No obstante, se mantu-
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vo apertura a categorias emergentes cuando los
relatos docentes aportaron matices no previstos
en el esquema inicial, con el fin de preservar una
interpretacion situada y evitar forzar el discurso a
etiquetas predefinidas (Braun y Clarke, 2006).

El proceso se organizd en tres fases articuladas.
Primero, una lectura exploratoria y de familiariza-
cién con las transcripciones, registrando notas
analiticas iniciales. Segundo, una codificacion
tematica orientada por SEVT, en la que se iden-
tificaron unidades de significado vinculadas con
expectativas, valores, costos y condiciones situa-
das, incorporando cédigos emergentes cuando
fue necesario. Tercero, la construccion de matri-
ces por entrevista para organizar la evidencia de
cada caso y la posterior elaboracién de una tabla
transversal comparativa, que permitié sintetizar
patrones comunes y contrastes entre docentes y
entre niveles (primaria vs. secundaria/telesecun-
daria). Para transparentar la relacion entre marco
tedrico, instrumento y analisis, el guion de entre-
vista se organizd en correspondencia con las di-
mensiones analiticas del estudio, como se mues-
traenla Tabla 1.

En este estudio, las categorias centrales de SEVT
(expectativas de éxito, valores y costos) se utili-
zaron como ejes deductivos de codificacion vy
comparacion transversal. Adicionalmente, se in-
corporaron dos categorias analiticas complemen-
tarias para captar mecanismos de sostenimiento
de la practica en condiciones adversas: regula-
cion docente (REG), entendida como el repertorio
de acciones y decisiones didacticas que el pro-
fesorado despliega para sostener el avance del
aprendizaje bajo restricciones, e interpretaciones
del aprendizaje (INT), referidas a los criterios con
los que las y los docentes explican evidencias de
comprension, estancamiento o progreso. Ambas
categorias no se asumen como componentes “ca-
nonicos” de SEVT, sino como dimensiones situa-
das que permiten observar como expectativas,
valores y costos se articulan en la préctica cotidia-
na (Braun y Clarke, 2006; Eccles y Wigfield, 2020).

4. RESULTADOS

Los resultados se presentan como un analisis
transversal de los diez casos, organizado por
temas que emergieron de la codificacion deduc-
tiva basada en SEVT y de la comparacion entre
matrices por entrevista. La estructura responde al
proposito del estudio: comprender cémo se con-
figuran expectativas, valores y costos de la en-
sefianza de las matematicas en una comunidad
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wixarika serrana, atendiendo a tensiones estruc-
turales asociadas con bilingdismo sin materiales,
multigrado sin apoyos y curriculo poco contextua-
lizado. En cada apartado se integran fragmentos
ilustrativos de entrevistas, conservando el anoni-
mato mediante identificadores (E1-E10) y nivel
educativo.

El bilinglismo emerge como una condicion situa-
da que incide de manera directa en el acceso con-
ceptual a la matematica escolar y, por tanto, en
las expectativas de éxito. En primaria, el wixarika
aparece frecuentemente como recurso de media-
cion didéactica: permite mantener la participacion
y sostener explicaciones cuando el material oficial
estd disponible principalmente en espafiol. En
estos casos, la alternancia linguistica se descri-
be como un puente para la comprension, aunque
conlleva un esfuerzo adicional del docente para
traducir, reformular y volver inteligibles términos y
procedimientos matematicos.

“Lo que mas se entiende... suma y la resta...
problemas basicos... se lee en espariol y des-
pués en wixarika...” (E8, primaria)

En secundaria y telesecundaria, la tension se in-
tensifica debido a dos factores concurrentes. Por
un lado, el paso del espafiol cotidiano al registro
matematico técnico introduce barreras adiciona-
les para la comprension conceptual. Por otro, se
reportan practicas institucionales que desincenti-
van el uso de la lengua originaria, lo que reduce
margenes de mediacion y aumenta la friccion en-
tre lengua, significado y aprendizaje. Estas condi-
ciones tienden a restringir expectativas de logro,
particularmente cuando el docente observa que
el alumnado “no logra nombrar” o “no logra com-
prender” conceptos clave en el lenguaje escolar.

“Muy complejo... se les dificulta el espariol...
lenguaje matematico... no podemos decir
‘fraccion’... no lo entienden...” (E10, telese-
cundaria)

“Aqui... casi no se habla... lengua materna...
no permitimos... nada mas hablamos... espa-
nol.” (E6, telesecundaria)



Este patréon sugiere que la lengua no opera solo
como “medio de comunicacion”, sino como con-
dicion estructurante del acceso al significado ma-
tematico: cuando la mediacion bilingle es posi-
ble, se amplian vias de comprension; cuando se
restringe, aumentan las barreras y se reordenan
expectativas de éxito.

En los diez casos, el valor de utilidad (VU) apare-
ce como el motor mas robusto del sistema motiva-
cional. La matematica se valora por su potencial
para resolver problemas cotidianos vinculados
con practicas comunitarias (produccion, comer-
cio, medicion, construccion) y por su papel como
soporte para trayectorias educativas posteriores.
Cuando el docente logra conectar contenidos con
experiencias cercanas, reporta incremento de
interés (VI) y una percepcion mas favorable del
aprendizaje posible (expectativas), lo que sugiere
una relacion funcional entre valor atribuido y con-
diciones didacticas de contextualizacion.

“Invernadero... medicion... cdlculo de dreas. ..
a qué distancia plantar las hortalizas...” (E9,
primaria)

“Variacion lineal... se ve a diario... les gusto
porque lograron entender y aterrizar la mate-
matica en su contexto... venden tamales... pa-
nes...” (E10, telesecundaria)

“Construimos los corrales... a base de... dreas
y perimetros... angulos... quedaron bien he-
chos.” (E10, telesecundaria)

De manera complementaria, el valor de logro/
identidad (VL) se expresa como compromiso
profesional y ético con la ensefianza de la mate-
matica, especialmente cuando se articula con la
responsabilidad de “no minimizar” la formacion
matematica del estudiantado. Si bien no siempre
se verbaliza en términos de identidad explicita, se
observa en la insistencia por sostener la ensefian-
za y buscar que la matematica sea significativa y
no meramente procedimental. El sistema de valo-
res se ancla en dos horizontes: la utilidad inmedia-
ta en la vida comunitaria y el futuro escolar como
promesa de continuidad y movilidad educativa.
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Los costos percibidos se presentan como predo-
minantemente estructurales y se concentran en:
(a) escasez de materiales (por ejemplo, falta de
libros o recursos didacticos), (b) conectividad vy
electricidad intermitentes, (c) trayectos extensos y
gastos asociados al traslado, y (d) falta de capaci-
tacion o actualizacion reciente. Estos costos afec-
tan tanto la preparacion como la implementacion
de las clases, incrementan la carga de trabajo y
obligan al docente a invertir tiempo extra en bus-
queda de recursos 0 en elaboracion de materiales
alternativos.

“Ya no contamos con libros... tiene que bus-
carle... internet, libros extras... se ocupa mas
tiempo para preparar.” (E1, primaria)

“A veces no hay luz e internet y debes tener
algo bajo la manga... calculo mental... mate-
riales recortables... tener... varias activida-
des.” (E1, primaria)

“Si se nos hace tarde... contratar a alguien...
pagar... 500 pesos... a pie... ir antes y regre-
sarmas tarde... llegas cansado.” (E3, primaria)

A estos costos se suman costos emocionales y
familiares, asociados con aislamiento geogréfico,
distancia con redes de apoyo y tensién entre tra-
bajo y vida personal. En algunos relatos, el costo
emocional aparece como preocupacion persis-
tente o tristeza por la separacion familiar, lo que
evidencia que el sostenimiento de la docencia en
localidad serrana no es solo una cuestion logisti-
ca, sino también afectiva.

“Me siento preocupada... no me dejan hacer
otras actividades... me siento triste porque no
veo a toda mi familia.” (E8, primaria)

Finalmente, la falta de capacitacién aparece como
costo que incide en expectativas de eficacia di-
déactica, particularmente en el uso de materiales
o enfoques que el sistema presume disponibles,
pero que en la practica no llegan o no se acompa-
flan con formacion.
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“Hace falta... capacitacion... curso... material
didactico... no sabemos coémo se usa... fui...
a un taller... hace como cinco afios.” (E6, tele-
secundaria)

Los costos se configuran como un componente
que condiciona y, en ocasiones, limita la posibi-
lidad de sostener préacticas de ensefianza desea-
bles, a menos que el docente active repertorios de
compensacion.

La regulacién docente se constituye como un
conjunto de practicas situadas que compensan
costos y sostienen expectativas de avance. A tra-
vés de los casos, la regulacion se manifiesta en:
elaboracion de materiales propios, disefio de ac-
tividades alternativas ante contingencias (falta de
luz o internet), ajuste de estrategias segun ritmos
del grupo y coordinacion entre colegas. Estas ac-
ciones se describen como respuestas pragmati-
cas, pero también como expresiones de agencia
profesional: decisiones orientadas a preservar el
acceso al aprendizaje matematico en un contexto
de restricciones.

“Explicarle bien... hacer varios ejemplos... que
él mismo lo haga... multiplicacion... se puede
hacer haciendo sumas.” (E3, primaria)

“Pongo actividades de acuerdo con el grupo...
€cOoNozco cOmo son sus ritmos de aprendizaje. ..
en cada actividad pongo lo que voy a revisar,
de qué manera lo voy a revisar.” (E4, primaria)

“Entre compafieros nos apoyamos en alguna
duda que tengamos...” (E6, telesecundaria)

“Realizo mi material didactico... asi también no
estar batallando...” (E7, telesecundaria)

Este repertorio regulatorio cumple dos funciones
en el sistema SEVT: mitiga costos (tiempo, recur-
s0Ss, contingencias) y protege expectativas de éxi-
to al sostener condiciones minimas para el apren-
dizaje, aun cuando el contexto no las garantiza.
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Las expectativas de éxito se hacen observables
en la manera en que el profesorado identifica evi-
dencias visibles de comprension (participacion,
verbalizaciones, procedimientos, representacio-
nes) y ajusta la evaluacion a las condiciones rea-
les del grupo. En varios casos, la interpretacion
del aprendizaje se vincula con la secuenciacion
didactica: “partir de cero”, iniciar con anteceden-
tes y avanzar gradualmente hacia la practica,
como estrategia para construir comprension en
trayectorias escolares discontinuas o con rezagos.

“Yo cuando planeo matematicas, siempre he
tomado en cuenta que hay que partir desde
que los alumnos no saben nada... Preferente-
mente yo empiezo con un contenido tedrico...,
primero para que entiendan un poquito un an-
tecedente y luego ya ir a la practica.” (E2, te-
lesecundaria)

Asimismo, se reporta que el progreso se sostiene
incluso sin apoyos familiares constantes, aunque
el docente deba realizar ajustes individualizados
por diferencias en escolarizacion previa, habilida-
des de lectoescritura o0 nociones numéricas basi-
cas. Esta lectura “situada” del aprendizaje se tra-
duce en expectativas realistas: se valora el avance
gradual y se interpretan estancamientos en rela-
cion con barreras lingUisticas, falta de recursos o
discontinuidades en la trayectoria escolar.

“Algunos todavia no cursan preescolar, enton-
ces tengo que empezar desde cero... Cada
dia que vienen los nifios aprenden, aunque
algunos no tengan apoyo del tutor...” (E8, pri-
maria)

“Algunos escriben al revés... confunden el 6
con el 9, entonces a cada uno le tengo que de-
cir cudles son los numeros para que el alumno
lo pueda comprender.” (E8, primaria)

Las expectativas no se expresan Unicamente
como “confianza” o “desconfianza” general, sino
como un criterio practico de evaluacion del apren-
dizaje posible, construido a partir de evidencias
observables y de la experiencia docente en con-
diciones estructuralmente restrictivas.



El andlisis transversal muestra patrones compar-
tidos en ambos niveles: altos costos estructurales
(materiales, conectividad, trayecto), centralidad
del valor de utilidad de las matematicas y compro-
miso ético con la comunidad escolar. En primaria
y en secundaria/telesecundaria, la motivacion se
sostiene mediante regulacion situada que permite
adaptar la ensefianza ante condiciones adversas,
especialmente cuando fallan recursos basicos o
cuando la organizacion escolar exige flexibilidad.

No obstante, emergen contrastes relevantes. En
primaria, la mediacion en wixarika aparece mas
frecuente y aceptada, y los contenidos basicos
permiten apoyarse en recursos visuales, ejemplos
del entorno y traducciones inmediatas para soste-
ner la comprension. En secundaria/telesecunda-
ria, la demanda curricular y el peso del registro
técnico incrementan la complejidad de la media-
cion y amplifican tensiones linguisticas, lo que
puede restringir expectativas de logro si el aula no
permite movilizar repertorios bilingtes. Ademas, la
complejidad de contenidos en secundaria exige
planificacion mas estructurada y mayor esfuerzo
de traduccion conceptual, especialmente cuan-
do coexisten restricciones institucionales sobre el
uso de la lengua originaria.

5. DISCUSION

Los hallazgos respaldan la pertinencia de la Si-
tuated Expectancy-Value Theory (SEVT) para
comprender la motivacion docente en San Miguel
Huaixtita como una configuracion situada: expec-
tativas, valores y costos se entrelazan y se reor-
denan en funcion de condiciones sociolingUisticas
e institucionales, influyendo directamente en deci-
siones didéacticas. En este estudio, las tensiones
estructurales del contexto, ensefianza bilingue sin
materiales pertinentes, multigrado con apoyos li-
mitados y baja contextualizacion curricular, ope-
ran como mecanismos que elevan costos, acotan
expectativas realistas de logro y, al mismo tiempo,
reorientan el sentido de ensefiar hacia finalidades
comunitarias y de continuidad escolar (Eccles y
Wigfield, 2020; Wigfield y Eccles, 2000).

En el plano linguistico, la mediacion en wixarika se
confirma como condiciéon estructurante del acce-
so conceptual y como factor que moldea expec-
tativas sobre lo posible. En primaria, el repertorio
bilinglUe sostiene participacion y comprension; en
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secundaria/telesecundaria, el aumento del regis-
tro matematico técnico y la menor autorizacion
institucional del uso de la lengua originaria inten-
sifican barreras para explicar y comprender. Esto
coincide con la literatura que entiende el multilin-
guismo en matematicas como un problema de re-
pertorios semidticos y de participacion, no de sim-
ple traduccion: cuando dichos repertorios no se
legitiman, se estrechan las vias de construccion
de significado (Barwell et al., 2007; Planas, 2018;
Planas y Setati-Phakeng, 2014). En consecuencia,
la mediacion linguistica se vincula con costos de
esfuerzo y carga emocional, al exigir preparacion
e interpretacion sostenidas sin apoyos suficientes
(Eccles y Wigdfield, 2020; Flake et al., 2015).

En términos de valor, el predominio del valor de
utilidad emerge como el motor mas consisten-
te. La matematica se legitima cuando se vincula
con practicas comunitarias y con el horizonte de
continuidad escolar, lo que ayuda a explicar la
persistencia docente incluso bajo restricciones.
Esta articulacion entre valor, sentido de tarea y
persistencia es coherente con SEVT, que subraya
el anclaje sociocultural de los valores y su capaci-
dad para sostener el esfuerzo cuando se alinean
con metas profesional-morales (Eccles y Wigfield,
2020; Wigfield y Eccles, 2000). Ademas, los datos
sugieren que la visibilizacion de la utilidad me-
diante tareas contextualizadas favorece el interés
y fortalece expectativas de aprendizaje, reforzan-
do que la pertinencia curricular actia como meca-
nismo motivacional y no como adorno.

Los costos aparecen predominantemente como
estructurales vy territorializados, con un compo-
nente emocional asociado a aislamiento y distan-
ciamiento familiar. Lejos de ser marginal, el costo
organiza la viabilidad de sostener practicas de-
mandantes: condiciona cuanto es posible innovar,
cuanto puede sostenerse la mediacion linguistica
y cOmo se ajustan metas y evaluacion. Esta cen-
tralidad del costo converge con la literatura con-
temporanea que lo reconoce como modulador de
practicas aun cuando existan valores altos hacia
la ensefianza (Flake et al., 2015; Jud et al., 2023).

Un aporte clave del articulo es mostrar que, en
esa interseccion entre costos y expectativas, la
regulacion docente opera como mecanismo prac-
tico. Repertorios de adaptacion —como elabora-
cion de materiales propios y ajuste de actividades
a ritmos reales del grupo— permiten sostener el
avance del aprendizaje bajo restricciones, conec-
tando la motivacion con acciones didéacticas ob-
servables. Aunque la regulacion no sea un com-
ponente canodnico de SEVT, aqui funciona como
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puente interpretativo: evidencia cémo la agencia
docente traduce valores (especialmente utilidad)
y expectativas realistas en practicas de persisten-
cia y ajuste (Jud et al., 2023). De forma comple-
mentaria, las “evidencias visibles” de aprendizaje
muestran que las expectativas se construyen si-
tuadamente a partir de sefales observables de
comprension y orientan decisiones de secuencia-
cion y evaluacion, reforzando la coherencia entre
creencias motivacionales y practica cotidiana (Ec-
cles y Wigfield, 2020).

La comparacion por nivel afiade un matiz sustan-
tivo: el contexto indigena no es homogéneo. La
transicion a secundaria/telesecundaria concen-
tra nudos del lenguaje matematico especializado
y de la complejidad conceptual, reconfigurando
expectativas y costos. Por ello, la propuesta de
describir “configuraciones SEVT” (por ejemplo,
utilidad alta con costos altos sostenidos por re-
gulacion) resulta util para explicar variaciones por
nivel sin caer en lecturas psicologizantes o me-
ramente deficitarias: ilumina simultdneamente ten-
siones estructurales y agencia docente.

En términos de implicaciones, los resultados su-
gieren que fortalecer la ensefianza de matemati-
cas en contextos wixarika requiere actuar sobre
condiciones que elevan costos y estrechan opor-
tunidades. Apoyos como materiales cultural y lin-
gUisticamente pertinentes y el fortalecimiento del
bilinguismo didactico podrian ampliar expectati-
vas de logro y potenciar el valor de utilidad ya pre-
sente en la practica (Eccles y Wigfield, 2020; Flake
et al.,, 2015). Asimismo, el multigrado demanda
soporte especifico para evitar que su viabilidad
dependa principalmente del sobreesfuerzo do-
cente, en linea con la evidencia internacional so-
bre la necesidad de recursos y organizacion ade-
cuados (Little, 1995; Ares-Ferreirés et al., 2025;
Carrete-Marin et al., 2024). En conjunto, la discu-
sion muestra que la motivacion docente situada se
sostiene por valores y agencia profesional, pero
se vuelve fragil cuando los costos estructurales se
acumulan sin apoyos consistentes, especialmen-
te donde la mediacion linguistica es condicion de
acceso conceptual y la contextualizacion es clave
para sostener el sentido de ensefiar matematicas.

6. CONCLUSIONES

Este estudio analizé la motivaciéon docente para la
ensefianza de las matematicas en una comunidad
wixarika serrana (San Miguel Huaixtita, Mezquitic,
Jalisco) mediante un enfoque cualitativo interpre-
tativo y un estudio de caso multiple con diez do-
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centes. A partir de entrevistas semiestructuradas
y un analisis tematico con codificacion deductiva
basada en SEVT, los hallazgos muestran que la
motivacion docente se configura como un sistema
situado de expectativas, valores y costos, profun-
damente condicionado por tensiones estructura-
les del contexto escolar (Braun y Clarke, 2006;
Eccles y Wigfield, 2020). En conjunto, los resul-
tados respaldan el argumento central del articulo:
en contextos indigenas serranos, la ensefianza de
las matematicas se sostiene por una combinacion
dindmica de sentido atribuido a la tarea, costos
persistentes y agencia docente expresada en
practicas de regulacion y adaptacion.

En términos de SEVT, el valor de utilidad emergié
como eje robusto de sostén motivacional: la ma-
tematica adquiere relevancia cuando se vincula
con préacticas comunitarias y con la continuidad
escolar, lo que tiende a fortalecer el interés y a
sostener expectativas de aprendizaje aun en con-
diciones adversas (Eccles y Wigfield, 2020; Wig-
field y Eccles, 2000). Al mismo tiempo, los costos
se manifestaron principalmente como estructura-
les (escasez de materiales, conectividad intermi-
tente, trayectos extensos, falta de capacitacion) y
se articularon con costos emocionales asociados
al aislamiento y tensiones familiares; estos costos
no operan como elementos periféricos, sino como
factores que delimitan la viabilidad de ciertas
practicas de enseflanza y que pueden erosionar
expectativas de éxito si se acumulan sin apoyos
institucionales (Flake et al., 2015; Jud et al., 2023).
La dimension linguistica resulté especialmente cri-
tica: la mediacion bilingte en primaria amplia el
acceso conceptual, mientras que en secundaria/
telesecundaria las exigencias del registro mate-
matico técnico y restricciones institucionales al
uso de la lengua originaria intensifican barreras,
lo que afecta la comprensién y reconfigura expec-
tativas.

La principal contribucion conceptual del estudio
es la propuesta de leer los hallazgos como “confi-
guraciones SEVT”, es decir, patrones situados en
los que expectativas, valores y costos se articulan
en arreglos relativamente estables, modulados por
el nivel educativo, las politicas lingUisticas escola-
res, la organizacion del servicio y la disponibilidad
de recursos. Esta perspectiva evita interpretacio-
nes reductoras que atribuyen la sostenibilidad de
la docencia a rasgos individuales (p. €j., “voca-
cion”) y permite comprender la resiliencia profe-
sional como resultado de una agencia situada:
repertorios de regulacion (elaboracion de materia-
les, ajuste por ritmos, actividades alternativas ante
contingencias, colaboracion entre colegas) que



compensan restricciones y sostienen el aprendi-
zaje. En consecuencia, el aporte empirico del ar-
ticulo consiste en visibilizar cémo, en un contexto
wixarika serrano, lo estructural “entra” en la moti-
vacion docente a través de costos y condiciones
situadas, mientras que los valores especialmente
de utilidad y compromiso profesional sostienen la
persistencia y el esfuerzo pedagdgico.

En términos de implicaciones, los resultados su-
gieren que fortalecer la ensefianza de matemati-
cas en escuelas indigenas serranas requiere in-
tervenir simultdneamente en dos planos: reducir
costos estructurales que se acumulan sobre el
trabajo docente (materiales pertinentes, conectivi-
dad, apoyos a la movilidad y formacion continua) y
ampliar condiciones para la mediacion lingtistica
y la contextualizacion didactica, de manera que el
bilinguismo funcione como recurso y no como ba-
rrera. Asimismo, los hallazgos refuerzan la nece-
sidad de apoyos especificos para el multigrado,
dado que la evidencia indica que su viabilidad de-
pende del soporte organizacional y material y no
puede sostenerse Unicamente por sobreesfuerzo
docente (Ares-Ferreirds et al., 2025; Carrete-Ma-
rin et al., 2024, Little, 1995). Finalmente, se reco-
mienda que futuras investigaciones profundicen
en comparaciones por nivel y modalidad (primaria
vs. secundaria/telesecundaria; multigrado vs. mo-
nogrado) y en el andlisis de politicas linguisticas
escolares, dado su impacto directo en el acceso
conceptual y en las expectativas de logro.

7. LIMITACIONES

Este estudio se centr6 en una sola comunidad
wixarika serrana y se apoy6 principalmente en
entrevistas semiestructuradas, por lo que los ha-
llazgos deben leerse en funcion de la profundidad
contextual del caso analizado. Mas que aspirar a
generalizacion estadistica, el estudio busca apor-
tar comprension situada y transferibilidad analitica
hacia contextos con caracteristicas comparables.
Entre los alcances susceptibles de fortalecerse
en futuras investigaciones se encuentra la incor-
poracién de otras fuentes de informacién, como
observacion de aula, analisis de planeaciones
0 materiales didacticos, asi como la ampliacion
comparativa a otras comunidades, niveles educa-
tivos 0 modalidades escolares.
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8. RECOMENDACIONES E
PRACTICAS

IMPLICACIONES

A partir de los hallazgos, se recomienda priorizar
acciones que reduzcan costos estructurales que
recaen de forma recurrente en el profesorado:
dotacion de materiales pertinentes (incluyendo
recursos para matematicas), estrategias de co-
nectividad funcional y apoyos para condiciones
de traslado y permanencia. En segundo lugar, es
crucial fortalecer la mediacion bilingtie como re-
curso didactico, evitando practicas institucionales
gue desincentiven el uso de la lengua originaria y
promoviendo apoyos para la traduccién concep-
tual y el trabajo con el registro matematico técni-
co, especialmente en secundaria/telesecundaria.
En tercer lugar, se requiere apoyo especifico para
aulas multigrado, con formacion situada, materia-
les adaptados y acompanamiento pedagdgico, ya
gue la regulacion docente observada opera como
mecanismo de compensacion, pero no deberia
depender Unicamente del sobreesfuerzo indivi-
dual. Finalmente, se sugiere que programas de
formacion continua y acompafiamiento incorporen
explicitamente el marco SEVT para reconocer y
atender el sistema de expectativas—valores—cos-
tos del profesorado: reducir costos, fortalecer va-
lores de utilidad/identidad y ampliar expectativas
realistas puede contribuir a sostener la agencia y
la resiliencia docente en contextos indigenas se-
rranos.

DECLARACION DE USO DE INTELIGENCIA AR-
TIFICIAL

Durante la preparacion del manuscrito se utilizé
una herramienta de inteligencia artificial generati-
va como apoyo para mejorar la fluidez, claridad y
coherencia de la redaccioén, asi como para apoyar
la revision inicial de literatura. Su uso se limité a
funciones de asistencia en la escritura y organi-
zacion del texto; no se emple6 para generar da-
tos, analizarlos, interpretarlos ni para elaborar de
manera auténoma los resultados o conclusiones
del estudio. La seleccion, verificacion e integra-
cion de las fuentes, asi como la responsabilidad
académica e intelectual del contenido final del
manuscrito, corresponden exclusivamente a las
personas autoras.
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RESUMEN

El objetivo de esta investigacion es describir el ciclo de modelacion efectuado por estudiantes de educacion media en
una tarea que involucrd experimentacion y tecnologia para la construccion del concepto de funcién exponencial. La
metodologia adoptada fue de enfoque cualitativo descriptivo, utilizando como método un estudio de caso instrumental.
Se construyd una situacion de ensefianza con preguntas asociadas a las fases del ciclo de modelacion de Blum-Bo-
rromeo Ferri, las que buscaban estudiar el fenémeno de dejar caer una pelota. Lo anterior contrasta con el método
tradicional de ensefianza de la funcion exponencial, siguiendo el orden de definicion, propiedades y ejemplos. La pro-
puesta fue implementada en estudiantes de ensefianza media (16-17 afios) de un colegio de dependencia municipal
en Chile, en el momento que se comenzaba con la ensefianza de este contenido. Los resultados muestran que los
estudiantes logran construir un modelo del fenémeno e interpretarlo a partir de una progresion en sus procesos de vali-
dacion, sustentados en conocimientos y reflexiones desarrollados durante la tarea. Esto contrasta con sus validaciones
intuitivas iniciales y favorece un aprendizaje significativo, al tiempo que permite reconocer las limitaciones del modelo
construido para fundamentar afirmaciones sobre las caracteristicas del fenémeno en el mundo real.

Palabras Clave:
Modelacion; funcion exponencial; situacion de ensefianza

ABSTRACT

The aim of this study is to describe the modeling cycle carried out by secondary school students in a task that involved
experimentation and technology for the construction of the concept of the exponential function. The methodology adop-
ted was a qualitative descriptive approach, using an instrumental case study as the research method. A teaching situa-
tion was designed with questions aligned to the phases of the Blum-Borromeo Ferri modeling cycle, aimed at studying
the phenomenon of a bouncing ball. This approach contrasts with the traditional method of teaching the exponential
function, which typically follows the sequence of definition, properties, and examples. The proposal was implemented
with secondary school students (aged 16-17) from a public school in Chile at the point when this content was first intro-
duced. The results show that students can construct a model of the phenomenon and interpret it through a progression
in their validation processes, supported by knowledge and reflections developed during the task. This contrasts with
their initial intuitive validations and promotes meaningful learning, while also enabling them to recognize the limitations
of the constructed model when making claims about the characteristics of the phenomenon in the real world.
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Mathematical modeling,; exponential function; teaching situation
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1. INTRODUCCION

La Matematica es una ciencia que, en gran par-
te, se ha ido construyendo desde la necesidad de
dar respuestas a problemas o fenémenos del dia-
rio vivir. Es en el proceso de busqueda de estas
respuestas que conceptos, operatorias, represen-
taciones y relaciones convergen en el quehacer
matematico. Desde esta base, la Matematica se
ha establecido como una disciplina fundamental
en la formacion de cualquier persona, de modo
que esta tenga la oportunidad de desarrollar
competencias matematicas en distintos aspectos
de su vida (National Council of Teachers of Ma-
thematics, 2000). Uno de los contenidos que es
trascendental conocer y entender para cualquier
ciudadano es la Funcion Exponencial (FE), ya que
los ciudadanos deben tener claridad del funcio-
namiento de tasas financieras, crecimientos po-
blacionales acelerados, y distintas situaciones de
crecimiento o decrecimiento exponencial. Durante
la pandemia por COVID-19, diversos medios de in-
formacion intentaban comunicar el comportamien-
to de los contagios desde modelos matematicos y
representaciones en los que para su comprension
es clave tener conocimiento de este concepto. En
este periodo, ante la falta de conocimientos ma-
tematicos para comprender el fenébmeno que se
vivia, diversas personas no eran conscientes de la
velocidad con la que este virus se podia propagar
(Heyd-Metzuyanim et al., 2021), lo que terminé en
lamentables consecuencias.

El desconocimiento de la FE en ciudadanos se
debe en muchos casos a dificultades especificas
en el proceso de aprendizaje del concepto, lo que
ha sido objeto de estudio en diversas partes del
mundo. Confrey y Smith (1995) sefialan dificulta-
des en los estudiantes para determinar valores de
potencias, tanto con exponentes naturales como
no naturales. Realpe Vidal (2022), retomando a
Rico (1995), sefiala que algunos docentes dise-
flan tareas en las que queda de manifiesto con-
cepciones deficientes en cuanto a la construccion
del conocimiento matematico de la FE. Asi, los es-
tudiantes s6lo memorizan férmulas, gréficas y pro-
cedimientos, dejando de lado la evolucién histori-
ca del concepto. Del mismo modo, Brucki (2011),
al relatar su experiencia en la ensefianza de la FE,
identifica como obstaculo el hecho de considerar
el exponente como variable, y sefiala ademas un
desinterés por parte de los estudiantes cuando el
concepto no se vincula con aplicaciones reales.
En consecuencia, la expresion matematica del
modelo exponencial tiende a carecer de significa-
do para ellos en relacion con los fendmenos que
representa.

NICOLAS GAETE SILVA

En el @mbito chileno, la FE no ha estado ajena a
dificultades en su aprendizaje. Pezoa y Morales
(2016) plantean que su ensefianza esta centrada
en el proceder algebraico, muchas veces des-
contextualizada de situaciones reales, de modo
que recién luego de trabajar en la definicion vy
propiedades del concepto se sefialan ejemplos
de situaciones en las que se aplica. Actualmen-
te, el tratamiento de la FE en los textos escolares
(Barrera et al., 2019; Ministerio de Educacion de
Chile, 2024) se centra predominantemente en la
presentacion de sus propiedades algebraicas vy
graficas, asi como en la exposiciéon de diversos
ejemplos de aplicacion. Este enfoque deja en un
segundo plano el andlisis variacional, o que limita
oportunidades para que los estudiantes establez-
can, desde procesos investigativos y todas las
instancias que este actuar conlleva, conexiones
entre sus experiencias previas con variaciones
multiplicativas, porcentuales y la estructura propia
del crecimiento exponencial. Al respecto, estu-
dios realizados por el Depésito Central de Valores
y Cadem (2022) reportaron que solo un 66 % de
la poblacion chilena afirma comprender las tasas
de interés, quedando en evidencia dificultades en
temas que involucran a la FE.

Desde una perspectiva epistemolégica, Katz
(1998) sefiala que el surgimiento de la FE se re-
laciona con estudios astrondmicos, donde en la
busqueda de ciertos valores, se transformaron
multiplicaciones en sumas y restas mediante
identidades trigonométricas. Posteriormente, me-
diante ideas de Chuquet, Stifel, Napier y Blrgi se
construyeron tablas que relacionaban potencias
de 2 con sus exponentes. Este nuevo concepto
fue presentado, desde los logaritmos, por John
Napier en su obra pdstuma Mirifici logarithmorum
canonis constructio, en la que enfatiza la utilidad
del método encontrado para calcular cantidades
que, en ese entonces, requeria bastantes procedi-
mientos. Finalmente, Euler (trad. en 1998) es quien
sienta las bases para lo que hoy conocemos como
funciones, en particular, también lo hace para la
FE.

Si bien el surgimiento del concepto tratado tomo
largos periodos de elaboracion, en el ambito edu-
cativo resulta pertinente promover situaciones que
permitan a los estudiantes aproximarse a formas
de trabajo similares a las desarrolladas por los
matematicos en la construccion del conocimiento.
En este sentido, Godino et al. (2004, p. 67) plan-
tean que el rol de los estudiantes en la clase de
matematicas debiese ser similar al de un matema-
tico, vale decir, proceder una serie de acciones
como el de investigar y resolver problemas, pre-
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decir soluciones, formular conjeturas, comprobar
estas soluciones, construir modelos matematicos,
usar lenguaje y conceptos mateméticos, intercam-
biar y comunicar ideas, filtrar las ideas correctas y
determinar cuéles de ellas son de utilidad.

Flores y Vigo (2019) desarrollan un estado del
arte, analizando tesis de maestria de distintas uni-
versidades de América Latina. En él concluyen
que hay una marcada influencia de la modelaciéon
matematica como herramienta para introducir la
FE. Por medio de esta se construye el modelo
teniendo como base una progresion geométrica.
Sin embargo, no se profundiza mas en el descu-
brimiento y comprensién de las propiedades de la
funcion. Asi mismo, la mayoria de estas investiga-
ciones no considera la tecnologia como una he-
rramienta para el aprendizaje de esta, salvo para
fines de célculo. Un punto importante en estas te-

sis analizadas es que los estudiantes trabajan con
datos entregados o que se construyen desde el
modelo.

Confrey y Smith (1995) desarrollan las ideas re-
lacionadas a la enseflanza de la FE, poniendo
énfasis en problemas contextuales y el uso de
variadas representaciones, profundizando en los
conceptos de particiéon y covariacion. Para ello,
plantean la construccién de un mundo particiona-
do y otro contable (Tabla 1), donde “su yuxtapo-
sicion por medio de la covariaciéon provee la base
de la construccion de la funcién exponencial'
(Confrey y Smith, 1995, p.80). Desde esta pers-
pectiva, analizan distintas propuestas que buscan
dar a los estudiantes actividades en las que desa-
rrollen las nociones multiplicativas y la conexién
entre estos dos mundos.

Tabla 1. Caracteristicas del Mundo contable y particionado

Cero es el origen

Uno es el origen

Sumar uno es la accién sucesora

Dividir por n es la accién sucesora

La unidad bésica es uno

La unidad (de crecimiento) es n o

La suma y la resta son las operaciones basicas

La multiplicacién y la divisidon son operaciones basicas

Cero es el elemento identidad

Uno es el elemento identidad

Reinicializacién a cero

Reinicializaciéon a uno

La conmutatividad se aplica a la suma

La conmutatividad se aplica a la multiplicacion

La diferencia se utiliza para describir el intervalo | La razén se utiliza para describir el intervalo entre dos nu-
entre dos numeros “enteros” sucesivos meros “enteros” sucesivos

Las unidades compuestas se forman agregando | Las unidades compuestas se forman elevando las “unida-
conteos en grupos mas grandes des de divisién” a una potencia mayor

Las partes (aditivas) se crean mediante la division | Las partes (multiplicativas) se crean mediante el célculo de
enn la raiz n-ésima

La multiplicacién se construye como una suma re- | La exponenciacion se crea como una multiplicacion repe-
petida tida

La distributividad se aplica a la multiplicacion so- | La distributividad se aplica a la exponenciacion sobre la
bre la suma multiplicacion

La tasa es la diferencia por unidad de tiempo La tasa es la razén por unidad de tiempo

Nota. Traducido de Confrey y Smith (1995, p. 75)
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Alarcén Relmucao (2024), enmarcado en la teoria
de las nociones basicas (Vom Hofe, 1995), aborda
la FE planteando las nociones de crecimiento por-
centual y de crecimiento por un factor constante,
desde donde se desprenden las funciones de la
forma y , respec-
tivamente. En particular, el crecimiento porcen-
tual presenta mayores dificultades al tratarse de
un traspaso de un proceso aditivo en uno multi-
plicativo, o que también se refleja en el aumento
de la posibilidad del error en el calculo. Entre sus
conclusiones se evidencia la dificultad que lleva
a error al resolverse situaciones exponenciales
debido a la sobregeneralizacién de los modelos
lineales. Ademas, se releva la necesidad de abor-
dar el crecimiento porcentual a través del factor
porcentual siendo este la estrategia central para la
construccion de la FE, dado que el entendimiento
del factor esta arraigado en la profunda compren-
sion de los porcentajes vy, al entenderlo, se podria
construir de manera natural y sencilla la FE, ade-
mas de permanecer siempre en una estructura
multiplicativa (Alarcén Relmucao, 2024, p. 221).

2. PROBLEMATICA Y OBJETIVO DE ESTUDIO

A partir de lo planteado anteriormente podemos
notar que existe una problematica en la ensefan-
za y aprendizaje de la FE, debido a que el orden
en que se presenta su ensefianza — procedimen-
tal/algebraico, propiedades, gréfico, y luego una
aplicaciéon— no permite en el estudiantado una
consolidacion de una real comprension de la FE,
estableciéndose falencias en su interpretacion y
vinculacion con los fendmenos a los que se puede
asociar, debido a la omisiéon de una situacion real
como via de entrada al concepto que permita en
los estudiantes, desde el cuestionamiento, cons-
truir conocimiento y contrastarlo con el fenémeno
en estudio. Ademas, si bien las nuevas propuestas
de su ensefianza plantean iniciar el contenido in-
tencionando la modelacion matematica con situa-
ciones de la vida diaria, en la mayoria de los casos
sus datos a estudiar se ajustan perfectamente al
modelo buscado, lo que dista del estudio real de
fendmenos en los cuales suelen haber margenes
de errores de precision en la recoleccion de da-
tos 0 en como se ajustan los datos al modelo (en
ocasiones saltandose la etapa de recoleccion de
datos); y de este modo, quitando la posibilidad a
los estudiantes de cuestionarse la dificultad de
la recoleccién precisa de datos y las limitaciones
que un modelo construido conlleva ante los dis-
tintos factores presentes en la realidad y su con-
tinua variabilidad. Asi, el objetivo que sigue esta
investigacion es: describir el ciclo de modelacion
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matematica efectuado por estudiantes de educa-
cién media en una tarea matematica que involucra
experimentacion y tecnologia para la construccion
del concepto de FE.

3. MARCO TEORICO

La investigacion se realizé desde la mirada de la
Modelacion Matematica. Blum y Borromeo Ferri
(2009) describen la Modelacion Matematica como
una habilidad del quehacer mateméatico cuyo prin-
cipal enfoque es la traduccion entre el mundo
real y el mundo matematico. Este proceso invo-
lucra la representacion de la realidad a partir de
un modelo matematico (entendiendo la realidad
como situaciones en contextos no matematicos
que pueden llegar a ser reales en la imaginaciéon
de los estudiantes). En Chile, la ensefianza de la
matematica a nivel escolar establece el Modelar
como una de las habilidades matematicas pilares
en su curriculo, junto a las de Argumentar y Comu-
nicar, Representar y Resolver problemas. Se suele
distinguir entre dos enfoques en relacion con la
modelacion mateméatica. Por un lado, se encuen-
tran las aplicaciones y la modelacion orientadas
al aprendizaje de las matematicas; por otro, el
aprendizaje de las matematicas con el propdésito
de desarrollar competencias en la construcciéon
de modelos. El primer enfoque concibe las activi-
dades de modelacion como un medio para favo-
recer la comprension de conceptos matematicos,
mientras que el segundo se centra en la utilizacion
de las matematicas para elaborar modelos (Niss
et al., 2007). Aungue ambos enfoques no son ex-
cluyentes, difieren en el énfasis que otorgan al tipo
de actividades que se promueven en el aula. Es
importante aclarar la concepcion de modelo que
se utilizara durante este estudio, la que se rela-
ciona con lo sefialado por Borromeo Ferri (2010),
quien la establece como un conjunto de relaciones
y simbolos matematicos que, de alguna manera,
representan el fendmeno en cuestion (de manera
numérica, tabular, grafica o algebraica).

Existen distintos ciclos de estudio de la modela-
cién matematica, pero nos enfocaremos en el de
Blum-Borromeo Ferri (Borromeo Ferri, 2010) el que
identifica ciertas etapas en el proceso de modela-
cion matematica, profundizando en el anédlisis de
procesos cognitivos. En este ciclo se distinguen
las siguientes fases: (RS) Situaciéon Real, (MRS)
Representacion Mental de la Situacion, (RM) Mo-
delo Real, (MM) Modelo Mateméatico, Resultados
Matematicos y Resultados Reales. A diferencia
de los demas ciclos, en los que se identifican en
general aspectos procedimentales entre mundo
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real y mundo matematico, Borromeo Ferri enfatiza
en el transito entre estas fases buscando desci-
frar lo que ocurre en la mente de una persona al
enfrentarse a tipos de tareas que demanden esta
habilidad: la RS apunta a la situacion presente
en el problema. En el transito de la RS a la MRS
la persona entiende mas o menos el problema, y
puede trabajar en él, aunque aun no lo compren-
da del todo. La MRS puede ser distinta en cada in-
dividuo. Dependera de su estilo de pensamiento,
experiencias previas, o0 podra construirse desde
los datos numéricos y relaciones que existan en
el problema, lo que dependera del conocimien-
to que tenga y asociaciones que logre la persona
en el problema. En el paso de la MRS al RM se
realizan simplificaciones, se filtra la informacion
relacionandola con conocimiento extramatema-
tico dependiendo de la tarea. Existe un vinculo
estrecho entre la MRS y la RM, ya que la prime-
ra esta construida a nivel interno, y desde alli se
buscan transmitir representaciones externas que
representen el RM. La MM es la fase que consiste
de representaciones externas, dibujos o expresio-
nes matematicas. En esta fase las expresiones de
la persona se relacionan mas con relaciones ma-

tematicas que con la realidad. En este punto, se
completa la transicion hacia las matematicas. En
el proceso de transicion entre el MM a los resul-
tados matematicos (etiquetado 4 en la Figura 1)
influyen las competencias matematicas que tenga
una persona, tales como recursos matematicos,
estrategias procedimentales y de célculo para
obtener resultados y conclusiones. La fase de
resultados matematicos se compone del registro
de los resultados desde el modelo. El transito de
los resultados matematicos a los resultados rea-
les (etiquetado 5 en la Figura 1) se hace a través
de la reinterpretacion de los resultados obtenidos
a partir del problema original y sus condiciones.
Borromeo Ferri (2006) plantea que esta transicion
muchas veces las personas la realizan de manera
inconsciente. Finalmente, en la fase de resultados
reales se ponen a prueba estos con la situacion.
En el proceso de validacion, la persona busca re-
laciones entre los resultados obtenidos y su MRS,
desde una validacion intuitiva o validacion basa-
da en los conocimientos. La Figura 1 muestra las
partes, fases y transiciones del ciclo que se han
descrito.

Figura 1. Ciclo de modelacion de Blum-Borromeo Ferri

Nota: Elaboracion propia

4. METODOLOGIA

Esta investigacion es de tipo cualitativa y conside-
ré6 como método el estudio de caso instrumental
(Stake, 2007; Yin, 2018), cuya finalidad es descri-
bir cémo los estudiantes escogidos desarrollan el
ciclo de modelacion durante la situacion de ense-
nanza de la FE propuesta.
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Los participantes fueron estudiantes de ensefan-
za media (16-17 afios) de un colegio municipal de
la comuna de Las Condes de la ciudad de Santia-
go de Chile. Se identifico a cada estudiante como
E_(i,j), donde i representa el grupo al que perte-
necio el estudiante. Para el desarrollo de las se-
siones implementadas, se formaron 4 grupos de 3
integrantes, siendo en total 12 participantes. Cada
grupo utilizé un tipo de pelota distinto para realizar
el experimento (Tabla 2).
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Tabla 2. Grupos y estudiantes clase 1y 2

G, (Basquetbol) G, (Véleibol) G, (Tenis) G, (Futbol)

Estudiantes | E,, E,, £y, E,,

Estos estudiantes abordaron por primera vez la FE, aunque si habian visto los contenidos previos nece-
sarios para su ensefianza (crecimiento y decrecimiento exponencial, funcioén lineal y cuadratica, varia-
cién porcentual, operatoria y orden de numeros reales). Se les entregd una carta en la que dieron sus
consentimientos sobre la investigacion, donde se sefialaba el resguardo de los datos.

La situacion de ensefanza propuesta a partir de la cual se recogieron los datos considerd uso de tec-
nologia, en particular del Software GeoGebra. La tarea fue elaborada en el marco de un Estudio de
Clases en el contexto de estudios de posgrado de Didactica de la Mateméatica, en donde colaboraron
compaferos y docentes. El fendbmeno que se estudié en la tarea fueron las alturas sucesivas que alcan-
za una pelota luego de cada rebote consecutivo al dejarla caer desde cierta altura inicial, cuya relacion
se modela mediante una FE. La tarea se estructurd en 3 partes (hipotesis-experimentacion-discusion)
y se implementd en dos clases de 70 minutos cada una. La modalidad de trabajo fue en grupo de tres
personas (salvo las dos primeras preguntas). Cada grupo posefa un computador para usar GeoGebra.
Los instrumentos de recoleccion de datos fueron las producciones escritas, grabacion de audio por
grupo y grabacion de video en el momento de los plenarios y durante el uso del software GeoGebra.
Las preguntas de la tarea se construyeron intencionando asociarlas a las fases del ciclo de modelaciéon
de Blum-Borromeo Ferri (2010), con la finalidad de hacer emerger en los estudiantes su habilidad de
modelar, describiendo este proceso bajo este ciclo. En la Tabla 3, se presenta el andlisis a priori de las
preguntas de la tarea.

Tabla 2. Anélisis a priori de la tarea matemaética

Fases del Ciclo Preguntas/situacion de la tarea Respuesta experta

de Modelacion

Analizar el comportamiento de las al-
turas sucesivas que alcanza una pe-
lota luego de cada rebote consecuti-
vo al dejarla caer desde cierta altura.

Situacion real

Si dejan caer una pelota desde cierta
altura sobre algun piso scomo creen
que sera la altura que alcance la pe-
lota después de cada rebote? Repre-
Representacion | senten la situacion de manera visual y
mental de la si- | describanla con sus palabras.

tuacion
La razén entre la altura de la pelota luego de cada
rebote y la altura que alcanza la pelota luego del bote
anterior es constante.

Modelo real ¢ Qué aspectos creen que influyen en | La pelota (su forma, material, tamafio y presion), el

la situacion anterior? tipo de suelo y la velocidad del viento.
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Modelo
matico

mate-

Imaginen que sueltan una pelota
desde la altura que ustedes quieran
sobre la cancha de cemento del co-
legio. Representen y describan las
alturas que alcanzaria la pelota luego
de cada rebote.

Se realiza el experimento y se repre-
sentan los resultados obtenidos.

Si los datos obtenidos se relaciona-
ran por medio de una funcion, ;cémo
podriamos describir esta funcion?
Procuren detallar lo que méas puedan
su descripcion.

Registren los datos del experimento
en la hoja de calculo de GeoGebra,
y observen los modelos de regresion
que aparecen. Si tuvieran que esco-
ger el que mejor se ajusta al fenéme-
no estudiado y mejor pueden inter-
pretar, jcual escogerian? jPor qué?
Justifiquen.

¢Cudl es el patrén que pueden evi-
denciar en las alturas de la pelota?

Tabla de observacion

N° de bote Altura (cm)
1} 150
1 90
2 54
3 32
4 19
5 115
A - (D, 150) ol
B =01, w) .
e
C =254
=
0 (3.9
E~14.29) s &
i

~11s)

La funcién es un decrecimiento exponencial, cuya
representacion algebraica es de la forma f(x)=a - b*,
con O<b<1, a representa la altura inicial, y b la razon
entre los valores consecutivos de las imagenes de
la funcion. La representacion grafica es una serie de
puntos que siguen la tendencia de una curva asintota
al eje X, cuya interseccion al eje Y es en el punto (0,a).

s ™ Xy

v.81992

X AAICE

y= 152 0L 23T

El modelo de crecimiento y exponencial son los que
mejor se ajustan a la situacion, desde su coeficiente
de determinacion. La representacion algebraica del
modelo de crecimiento es mas facil de interpretar a
nivel escolar. La altura de la pelota alcanzada luego
de cada rebote es aproximadamente el 60% de la
altura que alcanzé la pelota luego del rebote anterior.
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Resultados ma-
tematicos

A partir de la observacion del expe-
rimento y representaciones de los
datos obtenidos ¢ podrian estimar la
altura que alcanzaria la pelota luego
del sexto rebote? Justifica.

A partir del modelo escogido y de los
datos graficados, ¢podrian estimar
con mayor precision la altura que
habria alcanzado la pelota luego del
sexto rebote? Se hace una institucio-
nalizacion del contenido.

Se puede predecir gracias al patrén presente en la
situacion. Asi, su altura al sexto rebote seria 6,8 cm.
El modelo escogido de GeoGebra indica el mismo
valor.

Resultados rea-
les

Si un estudiante les cuenta que rea-
lizara el mismo experimento, con el
mismo tipo de pelota que escogiste
en la actividad (futbol, basquetbol,
tenis o voleibol) y desde la misma al-
tura inicial, pero en su casa ¢podrian
predecir exactamente |0 que ocurrira
con sus alturas luego de cada rebo-
te a partir de lo hecho en esta activi-
dad? Argumenten su respuesta.

La pelota, ¢dejaréd de rebotar alguna
vez? ;jPor qué?

¢Crees que otra situacion contenga
ciertas variables con un comporta-
miento de decrecimiento (o creci-
miento) en el que se presente un pa-
trén similar? 4 Cudl? ¢ Por qué?

No, ya que las condiciones iniciales no son las mis-
mas (tipo de suelo, presion de la pelota y condiciones
del viento). De todos modos, se podria establecer
una prediccién en cierto rango, garantizando la ma-
yoria de las condiciones iniciales.

La pelota dejara de rebotar. La expresion del modelo
es 0 cuando la cantidad de rebotes tiende a infinito.

El crecimiento bacteriano, los créditos financieros, la
depreciacion de la tasacion de autos, etc.

Nota. Elaboracion propia

En la segunda clase, se consideraron los resultados del experimento obtenidos por el grupo que mas se
asemejaban a un comportamiento exponencial y los declarados como respuesta experta.

Para analizar las producciones de los estudiantes se establecieron como unidades de analisis las res-
puestas a la tarea, las transcripciones de las discusiones entre 10s grupos y de los plenarios como grupo
curso. Considerando el propdsito descriptivo de la investigacion, en la Tabla 4 se proponen categorias,
como técnica de un analisis del contenido (Mayring, 2015), para analizar e interpretar como los estu-
diantes modelan matematicamente en cada fase del ciclo de modelacién que la situacion de ensefianza
considerd para el concepto de FE.
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Categorias

Representa-
cion mental de
la situacion

Tabla 3. Analisis a priori de la tarea matematica

Descripcion

Externalizan alguna hipétesis sobre el fené-
meno a partir de experiencias previas por
medio de representaciones o descripcio-
nes, identificando caracteristicas de las va-
riables relacionadas (altura- rebotes), tales
COmo Ssus comportamientos, sus rangos,
posibles valores y especifican qué tipo de
variables son (discretas/continuas).

Ejemplo

Los estudiantes representan la trayectoria de
la pelota luego de cada rebote al dejarla caer
desde cierta altura. Escriben ademas las carac-
teristicas de esta trayectoria, estimando valores
0 alguna idea de como estos se relacionan.

Modelo real

Mencionan condiciones iniciales que influ-
yen en el comportamiento de la variable
altura, y se expresa alguna idea del como
influyen.

“Influye el tipo de pelota, su presion, tamafio,
material, el tipo de suelo, el viento, ya que estas
condiciones determinaran que la pelota rebote
mas o0 menos luego de cada rebote”

Modelo mate-
matico

Representan la relacion entre las variables
alturas-rebotes a través de secuencias
numéricas, tablas, graficos o expresiones
algebraicas. Interpretan las representacio-
nes del Software GeoGebra.

Proponen alguna funcién como representante
del fendmeno, representandola a través de ta-
blas, graficas o expresiones algebraicas. Utilizan
el Software GeoGebra para determinar la funcién
que modela el fenémeno a partir de los datos en-
tregados, asociando los componentes del mode-
lo a las caracteristicas del fendmeno.

Resultados
matematicos

Utilizan el modelo encontrado para deter-
minar valores que permitan estudiar las ca-
racteristicas del fendmeno.

Determinan la altura de la pelota en el rebote
consecutivo al Ultimo registrado en la experimen-
tacion justificandolo desde de la deduccion de
un patrén en la representacion de las variables
relacionadas y/o desde una interpretacion de las
representaciones del Software GeoGebra.

Resultados
reales

Argumentan el alcance y las limitaciones
del modelo encontrado para su aplicacion
en contextos reales.

Sefialan la relevancia de las condiciones inicia-
les para poder predecir exactamente el compor-
tamiento del fendbmeno a partir de la experiencia
vivida. Mencionan ejemplos de otros fendmenos
en los que sus variables presenten un compor-
tamiento similar. Afirman si la pelota dejara de
rebotar o no alguna vez al dejarla caer.

Nota. Elaboracion propia

5. RESULTADOS

Los resultados que se presentan consideran los
datos obtenidos mas relevantes en cuanto a la
manifestacion por parte de los estudiantes de
cada fase del ciclo de modelacién durante la si-
tuacion de ensefianza.

En esta categoria, en general las representacio-
nes coinciden con la respuesta experta. Las des-
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cripciones varian bastante, ya que algunos estu-
diantes no agregan descripcion de la situacion,
otros solo sefialan la caracteristica decreciente de
la altura luego de cada rebote sefialando ademas
la caracteristica discreta de esta Ultima variable
(Figura 2) y algunos agregan ademas que en al-
gun un momento la pelota dejara de rebotar. Solo
E,, detalla en su descripcion como es el compor-
tamiento decreciente de las alturas, relatando una
disminucién constante de la altura de la pelota en
razon 1:4 luego de cada rebote (Figura 3).



Figura 2. Produccion de E, , fase Representacion men-
tal de la situacion

Si dejan caer una pelota desde cierta altura sobre algun piso ;cémo
creen que sera la altura que alcance la pelota después de cada re-
bote? Representen la situacion de manera visual y describanla con
sus palabras.

Nota: “La altura que alcanza la pelota luego de rebotar dismi-
nuye luego de cada rebote”

Figura 3. Produccion de E, , fase Representacion men-
tal de la situacion

Si dejan caer una pelota desde cierta altura sobre algun piso cémo
creen que sera la altura que alcance la pelota después de cada re-
bote? Representen la situacion de manera visual y describanla con
sus palabras.

Nota: “yo creo que la pelota va a disminuir aprox de su
altura en cada rebote o incluso mas,”

Todos los estudiantes identifican las variables en
estudio (altura-rebotes), lo que se evidencia en las
figuras anteriores y en que todos los aspectos se-
Aalados en la pregunta de esta seccion son condi-
ciones que sf influyen en el comportamiento de las
alturas de la pelota. Ningun estudiante por si solo
menciona todos los aspectos considerados en
la respuesta experta, aunque luego de discutirlo
como grupo pueden complementar los aspectos
propuestos por cada uno y se acercan bastante a
lo planteado a priori.

Se generan conversaciones entre los participan-
tes de G,, que evidencian una conciencia de lo
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relevante que son las experiencias previas y el
conocimiento de cada persona para considerar
aspectos en el estudio de ciertos fendmenos. La
Figura 4 y Figura 5 muestran el didlogo de los es-
tudiantes y sus aspectos considerados en la situa-
cion, respectivamente.

Figura 4. Conversacion de G, en fase Modelo real

[11:41-12:12] Audio 1 G,

E,: “Va a depender de qué tan inflada esté la pelota,
el material de la pelota, la altura y la fuerza”

E, . “Yo puse la altura desde la que cae la pelota, la
fuerza peso, fuerza de roce e inclinacion de la caida”.

E, “Ella |a fisica”.

E, ;. “Me gustd mucho lo que dijiste de qué tan inflada
esta la pelota, porque es que porque, siento que ahi
se ve como bueno, si se supone que esto es para
como pensar en cOMO pensamos Nosotros las cosas
y €so de qué tan inflada esté la pelota, es algo que
dirfa una persona que solamente haga cosas con
pelota cachay, como tu juegas voéley y todas esas
cosas, entonces igual como que muestra una forma
distinta de cémo lo relaciona ella con lo que ha visto”.

Nota: Transcripcion de audio

Figura 5. Produccion de G, fase Modelo real

¢ Qué aspectos creen que influyen en la situacién anterior?

Nota: “-Altura desde que cae la pelota -Fuerza peso -Fuerza
de roce -Inclinacién de la caida -Inflacion de la pelota -Mate-
rial de la pelota -Factores externos como viento”

Previo a realizar el experimento cada grupo ma-
nifiesta inquietud e inseguridad en cémo predecir
los valores de la altura en cada rebote. Discuten
las propuestas, en donde G,, luego de dibujar una
trayectoria, criticarla, borrarla y volver a dibujar-
la plantea el objeto matematico de fraccion como
medio para abordar la pregunta. Comienzan plan-
teando un decrecimiento en razén 1:2 de la altura
que alcanza la pelota luego de cierto rebote con
respecto a la altura alcanzada por la pelota luego
del rebote anterior, la cuestionan y luego estable-
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cen la razén 3:4, aclarando en su conversacion la
diferencia de reduccién en 3:4 de una reducciéon
a 3:4. La Figura 6 muestra la los valores estimados
a partir de esta razon (en la representacion se sal-
tan el valor de la altura luego del segundo rebote,
aungue en su conversacion si sefialan que seria
2,25).

Figura 6. Produccion de G, previo a la experimentacion
fase Modelo matematico

Imaginen que sueltan una pelota desde la altura que ustedes quie-
ran sobre la cancha de cemento del colegio. Representen y des-
criban las alturas que alcanzarfa la pelota luego de cada rebote (al
menos 5 rebotes).

Nota: “la altura inicial seria 4 metros y si bajara disminuiria
alrededor de de cada altura. 2° Piso 4, 5 metros de altura”

G, discute las condiciones iniciales en casi la tota-
lidad del tiempo destinado a esta seccion. Al final
plantean una razon de decrecimiento de 1:3, pero
por tiempo no alcanzan a calcular los valores. G,
plantea que, lo solicitado en esta pregunta, segun
E,, "es modelarlo”. Primero indican que existe
una razén de 1:2 entre la altura de la pelota luego
de cierto rebote y la altura de la pelota luego del
rebote anterior. Cuestionan esta razon. E,, plan-
tea “quizas se podria partir al revés, quizas po-
drfamos partir de una ecuacion”. “Todo nos lleva
a una ecuacion” sefiala £, ,. Plantean una funcion
lineal como modelo de la situacion, lo cuestionan
y luego sefialan que debiese ser afin. La Figura 7
muestra lo desarrollado por este grupo en la guia.
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Figura 7. Produccion de G, previo a la experimentacion
fase Modelo matematico

Imaginen que sueltan una pelota desde la altura que ustedes quie-
ran sobre la cancha de cemento del colegio. Representen y des-
criban las alturas que alcanzaria la pelota luego de cada rebote (al
menos 5 rebotes).

Posterior a la realizacion del experimento y reco-
leccién de los datos, la Figura 8 y Figura 9 mues-
tran los dialogos de G, y G, respectivamente, en
donde se evidencia que ya infieren caracteristicas
de la funcion que modela el fenémeno. En el ple-
nario ambos grupos manifiestan incapacidad de
encontrar la expresion algebraica que represente
la situacion.

Figura 8. Conversacion de G, post experimentacion en
fase Modelo matematico

[11:45 - 12:46] Audio 2 G,
E, ,: “Es afin porque no pasa por el origen”.

E, . “Tampoco seria una linea recta, yo siento que
tomarfa una curva que se va acercando a x, pero que
no la toca”.

E, .. “Es como un tobogan”.

E, - “Mientras mas grande es el nimero x, se va achi-
cando la diferencia de las alturas”.

Nota: Transcripcion de audio



Figura 9. Conversacion de G, post experimentacion en
fase Modelo matematico

[10:40 - 11:16] Audio 2 G,
E, : “Cada vez se reduce menos”.

E,,: “Cada vez que rebote reduce mas exponencial-
mente su altura”.

E, : “¢Qué significa exponencialmente?

E,,: “Por ejemplo, la curva en que disminuye es mas
alta, o sea, por ejemplo, puede que va asi, pero igual
es una gran cantidad para su cantidad de altura que
tiene en ese momento”.

Nota: Transcripcion de audio

La Figura 10 muestra los datos obtenidos por G,
en el experimento, 10s que seréan analizados en la
clase 2. Por ultimo G, sefnala que, a partir de los
datos obtenidos, la relacion se asemeja mucho a
una funcion afin. En la Figura 11 se ve como es-
criben (con ayuda de GeoGebra) dos funciones,
una que interseca el primer y el segundo punto de
la representacion grafica de los datos obtenidos,
y otra que interseca el primer y ultimo punto. En el
plenario, sefialan que la expresién algebraica que
modela la situacion serfa un promedio de esas
dos rectas. Aqui finaliza la clase 1.
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Figura 10. Produccion de G, experimentacion fase
Modelo matematico

Figura 11. Produccion de G, post experimentacion fase
Modelo matematico

b. Si los datos obtenidos se relacionaran por medio de una funcion
;,cémo podriamos describir esta funcion? Procuren detallar lo méas
que puedan su descripcion.

En la clase 2, los grupos comienzan ingresando los datos entregados en GeoGebra y analizan qué
modelo de regresion se ajusta mas a los datos. G, y G, escogen el modelo de regresion “crecimiento”,
sefialando que su lectura e interpretacion es mas facil, mientras G, y G, escogen el modelo de regresion
“exponencial”’. Ambos modelos son equivalentes en su representacion grafica, pero se representan de
distinta manera algebraicamente. La Figura 12 y Figura 13 muestran las representaciones gréficas y
algebraicas de los modelos escogidos. En la Figura 14, G, justifica la eleccion de su modelo.

Figura 12. Modelo de regresion de GeoGebra escogido por G, a partir de datos entregados

Nota. “Modelo de regresion exponencial y=150.3911-¢0315”
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Figura 13. Modelo de regresion de GeoGebra escogido por G, a partir de datos entregados

Nota. “Modelo de regresion crecimiento y=150.3911-0.5974<”

Figura 14. Produccion de G, post analisis de los mode-
los de regresion entregados por GeoGebra

Registren los datos del experimento en la hoja de célculo de GeoGe-
gra, y observen los modelos de regresion que aparecen. Si tuvieran
que escoger el que se ajusta mejor al fenédmeno estudiado y mejor
pueden interpretar, ;cudl escogerian? ;Por qué? Justifiquen.

Nota. “La de crecimiento, porque la formula es mas conocida
o mas facil de interpretar, la curva que genera pasa por todos
los puntos”

En el plenario de esta pregunta, G, expone su pro-
duccién escrita, y complementa que el modelo de
regresion exponencial arrojado por GeoGebra es
mas dificil de interpretar al estar presente el nume-
ro de Euler, el que, segun sus palabras, es desco-
nocido por muchas personas. Respecto al patrén
presente en las alturas, G,, G, y G,solo mencionan
la caracteristica decreciente. G, complementa en
el plenario que logran identificar el patron en los
datos de las alturas entregadas luego de cada re-
bote en la respuesta experta, sefialando que exis-
te un decrecimiento muy cercano a un 40%.

Dado que los datos recolectados en la experimen-
tacion de G, entregan la altura de la pelota luego
del sexto rebote, los grupos responden la pregun-
ta de esta seccion respecto a los datos brindados
de la respuesta experta. Todos los grupos logran
estimar el valor de la altura solicitada. Algunos lo
hacen desde la interpretacion del modelo entre-
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gado por GeoGebra, y luego calculando su valor
remplazando el valor de la incégnita x en el mode-
lo por 6. Algunos grupos, ademas, notan que en
GeoGebra pueden ingresar algun valor en una de
las variables del fendbmeno, y el programa les arro-
ja el valor de la otra variable relacionado al valor
previamente ingresado. G, y G, realizan esta ac-
cion para comprobar lo hecho anteriormente con
calculadora. La Figura 15 muestra la respuesta de
G, en esta seccion.

Figura 15. Produccion de G, post analisis de los mode-
los de regresion entregados por GeoGebra

A partir del modelo escogido y de los datos graficados, ¢podrian
estimar con mayor presicion la altura que habria alcanzado la pelota
luego del sexto rebote? ;Cudl es el patrén que pueden evidenciar en
las alturas de la pelota? Describanlo.

Nota. “creemos que si se podria estimar, en que el geogebra

al utilizar el modelo de regresion en crecimiento en el 6to re-

bote nos dio un aproximado a 6,8 y nosotros habiamos dicho
que seria 7 por lo que si se podria estimar”

Todos los grupos plantean que en caso de repetir
el experimento en otro lugar no se puede prede-
cir exactamente el comportamiento de las alturas
de la pelota, ya que dependera de las condicio-
nes iniciales, y que en caso de que se garantizan
estas, se pueden hacer estimaciones bastante



cercanas de lo que pasaria. G, es quien relata de
manera mas amplia esta idea, lo que se muestra

en la Figura 16.

Figura 16. Produccion de G, pregunta prediccion al
volver a repetir el experimento en otro lugar
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Figura 17. Didalogo plenario final

Si un estudiante les cuenta que realizara el mismo experimento, con
el mismo tipo de pelota que escogiste en la actividad (futbol, bas-
quetbol, tenis o voleibol) y desde la misma altura inicial, pero en su
casa ¢ podrian predecir exactamente lo que ocurrird con sus alturas
luego de cada rebote a partir de lo hecho en esta actividad? Argu-
menten su respuesta.

Nota. “No podria predecir exactamente, pero si habrian
coincidencias porque afectaria si los rebotes lo hiciera en el

patio y el suelo fuera pasto, o si esta inclinado, también al ser
medido al ojo puede que los resultados se parezcan, pero no

sean los mismos”

Respecto a los ejemplos de situaciones cuyo
comportamiento variacional sea similar, los gru-
pos plantean ejemplos relacionados a tasas de
crecimiento poblacional y de intereses en bancos.

Con respecto a la pregunta de si la pelota dejara
de rebotar, la Figura 17 muestra el didlogo que se

genera respecto a esta en el plenario.

[02:46 - 07:20] Video 4
E, . “Si, porque parte de una base, y va rebotando,

2,1°
se hace més chico, y asi asf y en algun momento
llega a cero, porque no puede pasar a los numeros

negativos tampoco”.

E ,: "Yo puse que sf, porque en realidad es conoci-
miento que ya sabemos, la gravedad y por todo, y en
algun punto se va a quedar quieta”.

Docente: “Quizas la pregunta no fue la adecuada. ;A
los cuantos rebotes deja de rebotar la pelota?”

E, ,: “Nosotros buscamos y en el 29 exactamente”.

E ,: "Al menos al comprobar en GeoGebra, en 29 lle-
gaba a cero”.

E,, “En 28 era 0,00001".

E,, "Yocreo que en realidad nunca llega a cero. Qui-
zas en el GeoGebra llega a cero, pero porque pone
una cantidad exacta de decimales. Y como tiene una
cantidad infinita de decimales, nunca va a llegar a
cero”.

Docente: “Jovenes, lo que dice el E,, es cierto. El
GeoGebra, cuando tienes muchos ceros, y al final un
ndmero, coloca que eso es cero. Pero, en términos
de célculo, eso no es cero, es cero coma Cero Cero
cero cero cero y algun otro nimero después”.

E,, “Pero”.

E, ,: “Tiende a cero”.

E,,: “Si pero como”.

Docente: “Me encant6 esa palabra”.

E,,: “Eso es como matematicamente, pero, nosotros
¢no llega a cero? Es que igual a mi me dijeron en esta
clase eso no es matematica, es mas como fisica. No
se la ley, hay una ley, no recuerdo en este momento,
la ley de inercia creo, con lo cual no se puede decir
que va a llegar a cero... La matematica no es real,
deberia tener... no deberia existir”.

(todos rien)
Docente: “scomo surge la mateméatica?”
E, .. "“no es real no es real”.

Nota: Transcripcion de audio
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6. DISCUSION

En relacion a las fases del ciclo de modelacion de
Blum-Borromeo Ferri, podemos observar en los re-
sultados agrupados en las categorias de analisis
Representacion mental de la situacion y Modelo
real, lo importante que son las experiencias pre-
vias de los estudiantes en términos de qué aspec-
tos considerar en el estudio de algun fenémeno.
Por otro lado, en la categoria de analisis Modelo
matematico se da cuenta de lo relevante que son
las competencias matematicas para poder cons-
truir e interpretar modelos, lo que se evidencia
en las distintas propuestas de funciones por par-
te de los estudiantes que relacionaban los datos
obtenidos después de realizar el experimento, en
como consideran un abordamiento porcentual en
la comparacion de cantidades para establecer un
patrén, y cémo conectan estos conceptos para
manifestar el comportamiento variacional del fené-
meno desde las nociones sefialadas por Alarcon
Relmucao (2024).

En linea con lo anterior, podemos ver como el uso
de GeoGebra permitio representar, utilizar e inter-
pretar el modelo del fendmeno al punto que los
estudiantes cuestionaron sus caracteristicas aun
mas de lo que se solicitaba, lo que se evidencia
cuando averiguan de manera auténoma a los
cuantos rebotes la pelota dejara de hacerlo. Esto
complementa el uso de la tecnologia solo para fi-
nes de calculo declarados en el estado del arte
de Flores y Vigo (2019) para la ensefianza de la
FE. Se confirma ademas cémo el andlisis covaria-
cional, estudiado en este caso a través de un Sof-
tware, es la base para la construcciéon del modelo
buscado tal y como lo plantean Confrey y Smith
(1995).

Los didlogos presentados en los resultados de la
propuesta son bastante interesantes, ya que mani-
fiestan, en las reflexiones de los estudiantes, como
las conexiones entre el mundo real y el mundo ma-
tematico que plantea el marco tedérico, sumados a
los conocimientos que se tengan de cada uno de
ellos, son trascendentales en el proceso de apren-
dizaje-ensefianza de la matematica. En particular,
las respuestas a la pregunta de si la pelota deja-
ré de caer muestra como los estudiantes, al igual
que en la anterior implementacion, logran a partir
del fendmeno estudiado considerar los dos mun-
dos, y son capaces de interpretar el modelo des-
de la mirada de ambos, articulando lo conceptual
y tedrico del mundo matematico con los alcances
y limitaciones que tienen estas ideas con el mun-
do real, tal y como apunta Borromeo Ferri (2010).
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7. CONCLUSIONES

A partir de los resultados obtenidos podemos con-
cluir que tareas de modelacion que estudien algun
fendmeno conocido y busquen transitar por las
distintas fases del ciclo de modelacion, permiten
describir como los estudiantes modelan y apren-
den en el contexto de aprendizaje de la FE. La
combinacion de todos los elementos de la tarea
dio pie a los estudiantes a utilizar la matematica
como herramienta para cuestionarse el fenémeno
en estudio durante todo el proceso de ensefianza,
y lograr ademas aprender un nuevo concepto ma-
tematico. Se evidencia una progresion en sus va-
lidaciones, basadas en conocimientos obtenidos
en el transcurso de la tarea, a diferencia de las
validaciones intuitivas originales.

Respecto a las fases del ciclo de modelacion, en
las preguntas de la tarea agrupadas en las fases
Representacion mental y Modelo real, hubo res-
puestas de todos los estudiantes, lo que recalca
la importancia de contextualizar la ensefianza en
situaciones que sean conocidas, de modo que
tengan la capacidad de proponer ciertas hipétesis
y argumentarlas basadas en experiencias previas
y conceptos matematicos conocidos, comunican-
dolas a través de una combinacion entre ellas. En
este sentido, el fenébmeno escogido para la situa-
cion fue un acierto. En las fases Modelo matema-
tico y Resultados matematicos fue trascendental
la conexion en los estudiantes de sus contenidos
previos en matematica con el uso del Software
GeoGebra para la interpretacion del modelo que
este les entregaba, el cudl era desconocido para
la mayoria de ellos (el manejo que tenian del con-
cepto funcion aca fue clave para sus interpreta-
ciones). Lo anterior es importante tenerlo en con-
sideracion ante el creciente protagonismo de la
inteligencia artificial en la ensefianza de la mate-
matica, ya que su presencia y uso para un apren-
dizaje significativo debe idealmente estar articu-
lado con las fases anteriores y las caracteristicas
que se buscaron en ellas para ensefiar nuevos
conocimientos. Finalmente, la fase de Resultados
reales se configuré como un momento decisivo en
la consolidacion del aprendizaje del concepto de
FE. Esta etapa representa el cierre del proceso
de modelacion, en el cual, tras la integracion de
los distintos conceptos matematicos abordados
durante las clases, se evidencid como el mode-
lo construido permitié, mediante su interpretacion
del fendmeno estudiado, establecer los alcances
y limitaciones del mismo en relacion con las ca-
racteristicas del mundo real. La culminacion del
ciclo de modelacion se constituyd, asi, en una ins-
tancia valiosa para que los estudiantes reconocie-



ran, mas alla de la adquisicion de un nuevo con-
cepto matematico, la relevancia de esta disciplina
en la vida cotidiana, su potencial de aplicacion en
diversas situaciones y su papel en la comprension
de los fendbmenos que los rodean.

Esta investigacion abre diversas posibilidades
para profundizar en la comprension de los pro-
cesos de modelacion matematica en el aula. Los
resultados obtenidos evidencian la necesidad de
seqguir indagando cémo los estudiantes transitan
entre los mundos real y matematico, donde es-
tan involucradas habilidades de interpretacion,
argumentacion y generalizacion que no siempre
se explicitan, sino que muchas veces se realizan
de manera inconsciente. Futuras investigaciones
podrian centrarse en caracterizar los distintos
transitos efectuados por cada estudiante en el ci-
clo de modelacioén, considerando los obstaculos
epistemoldgicos y didacticos que surgen durante
la construccion de modelos.
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RESUMEN

Esta investigacion presenta el disefio e implementaciéon de una situacion de aprendizaje para la ense-
flanza de la elipse, desarrollada desde un enfoque interdisciplinario que articula la matematica escolar
con fenédmenos astrondmicos fundamentados en las leyes de Kepler. La propuesta se sustenta en una
perspectiva de modelacién matematica entendida como una practica social de construcciéon de cono-
cimiento y se desarrolla mediante una metodologia cualitativa, a través de un estudio de casos en un
contexto escolar. El objetivo es analizar cémo los estudiantes construyen significados sobre la elipse al
vincularla con el movimiento planetario y cémo una situacion de aprendizaje interdisciplinaria favorece
aprendizajes significativos y una comprension mas profunda de este objeto matematico. El andlisis de
las producciones estudiantiles permite reflexionar sobre las estrategias de ensefianza implementadas
y su aporte a los procesos de discusion, reflexion y resignificacion conceptual. Finalmente, el estudio
propone una alternativa contextualizada para la ensefianza de las cénicas y ofrece una experiencia di-
dactica replicable en otros contextos escolares.
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elipse, modelacion matematica escolar, leyes de Kepler,
interdisciplinariedad, astronomia

ABSTRACT

This study presents the design and implementation of a learning situation for teaching the ellipse, deve-
loped through an interdisciplinary approach that connects school mathematics with astronomical phe-
nomena grounded in Kepler’'s laws. The proposal is based on a perspective of mathematical modeling
understood as a social practice of knowledge construction and is carried out using a qualitative case
study in a school context. This study aims to analyze how students develop an understanding of the ellip-
se when it is linked to planetary motion, and how an interdisciplinary learning situation fosters meaningful
learning and a deeper understanding of this mathematical object. The analysis of students’ work ena-
bles reflection on the teaching strategies implemented and their contribution to processes of discussion,
reflection, and conceptual reinterpretation. Finally, the study proposes a contextualized alternative for
teaching conic sections and offers a didactic experience that can be replicated in other school contexts.
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ellipse, school mathematical modeling, Kepler’s laws, interdisciplinarity,
astronomy
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MODELACION MATEMATICA ESCOLAR DE LA ELIPSE EN CONTEXTO ASTRONOMICO

1. ANTECEDENTES

La elipse constituye uno de los objetos fundamen-
tales del estudio de las secciones coénicas en la
matematica escolar y posee una relevancia signi-
ficativa tanto desde el punto de vista geométrico
como en su aplicacion a diversos fenémenos cien-
tificos. En el curriculum escolar chileno, la elipse
es abordada junto con la circunferencia, la para-
bolay la hipérbola, y se presenta en distintos nive-
les y asignaturas como un objeto matematico cla-
ve para la comprension de modelos geométricos
y analiticos. Materiales oficiales del Ministerio de
Educacion de Chile y de la Unidad de Curriculum
y Evaluacion (UCE) destacan, por ejemplo, que la
elipse surge como la interseccion de un cono rec-
to con un plano inclinado, y promueven su estudio
mediante el uso de ecuaciones cartesianas, mo-
delos graficos y contextos aplicados (UCE, s. f., p.
125). Asimismo, programas de estudio de tercery
cuarto afo medio incorporan el andlisis de orbitas
elipticas de planetas como la Tierra y Marte, inte-
grando herramientas de modelacién y programa-
cion para representar dichos movimientos (UCE,
2021). En este sentido, el curriculum escolar reco-
noce explicitamente la pertinencia de articular el
estudio de la elipse con contextos astronémicos,
como las leyes de Kepler y la explicacion de fené-
menos asociados a orbitas planetarias y eclipses.

Desde la literatura cientifica y didactica, la en-
sefianza de la elipse ha sido ampliamente estu-
diada debido a las dificultades que presenta su
aprendizaje cuando se aborda desde enfoques
tradicionales centrados casi exclusivamente en
su definicion algebraica. En esta linea, diversas
investigaciones han evidenciado que el tratamien-
to escolar de las coénicas tiende a privilegiar as-
pectos formales y procedimentales por sobre su
comprension conceptual y contextualizada. Por
ejemplo, Bonilla y Parraguez (2012) muestran que
la ensefianza de las conicas suele reducirse a la
manipulacion de ecuaciones sin conexion con su
significado geométrico o fisico, mientras que Del
Castillo (2004) identifica dificultades en la com-
prension de sus propiedades cuando estas no se
articulan con contextos significativos. Desde una
perspectiva sociocultural, Pérez y Salazar (2025)
sefalan que el discurso matematico escolar pre-
senta los objetos matematicos como conocimien-
tos acabados y centrados en procedimientos, lo
que limita las posibilidades del estudiantado de
construir, utilizar y resignificar el saber matemati-
co. En consecuencia, este tipo de aproximaciones
puede restringir la comprension profunda del ob-
jeto matematico “elipse”, especialmente cuando
se desvincula de contextos que le otorgan sentido.
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Diversos autores advierten que esta aproximacion
limita la comprensién conceptual del objeto mate-
matico al relegar otras representaciones relevan-
tes, como la gréfica o la contextual. En respuesta
a ello, se han propuesto estrategias didacticas
que incorporan la resoluciéon de problemas, el
uso de software dinamico —como GeoGebra—
y actividades contextualizadas, con el fin de fa-
vorecer aprendizajes significativos. Por ejemplo,
Del Castillo (2004) destaca el uso de multiples
representaciones para favorecer la comprension
de las propiedades de la elipse, mientras que
Osorio (2017) propone actividades mediadas
por tecnologia para su ensefianza. En la misma
linea, Méndez et al. (2023) evidencian el poten-
cial de herramientas digitales para la exploraciéon
de objetos geométricos, y Pérez y Salazar (2025)
muestran cémo la modelacién en contextos situa-
dos permite resignificar los objetos matematicos
mas alla de su tratamiento procedimental. En esta
linea, Del Castillo (2004) destaca la importancia
de trabajar con mdltiples registros de representa-
cién —gréfico, algebraico y contextual—, ya que
estos favorecen la exploracion de propiedades de
la elipse y permiten avanzar hacia una compren-
sibn mas integral del objeto matematico. Asimis-
mo, Osorio (2017) propone actividades orientadas
a que los estudiantes comprendan propiedades
como la suma constante de distancias a los focos,
la excentricidad y los semiejes, mediante proce-
sos de exploraciéon guiada y uso de tecnologia.
Desde una perspectiva de modelacion, Arrieta y
Diaz (2015) sostienen que los objetos matemati-
cos adquieren sentido cuando son puestos en uso
para intervenir fendmenos, mientras que Pérez y
Salazar (2025) muestran que la modelacion en
contextos situados permite resignificar saberes
matematicos que habitualmente son ensefiados
de forma procedimental. En conjunto, estas inves-
tigaciones permiten sostener que la ensefianza
de la elipse se ve fortalecida cuando se integra a
contextos significativos y se articula con practicas
de modelacion matematica escolar. Estas investi-
gaciones coinciden en sefialar que la ensefianza
de la elipse se ve fortalecida cuando se integra a
contextos significativos y se articula con practicas
de modelacién matemética escolar.

Histéricamente, la relacion entre matematica y as-
tronomia ha sido central para la construccion de
modelos explicativos del movimiento planetario.
Las leyes formuladas por Johannes Kepler a co-
mienzos del siglo XVII marcaron un quiebre con
la concepcién circular del universo, al establecer
que los planetas describen ¢rbitas elipticas con
el Sol situado en uno de sus focos. Este descubri-
miento no solo consolidé la elipse como un objeto



matematico de gran relevancia cientifica, sino que
también abrio la posibilidad de utilizar el contexto
astrondmico como un recurso pedagdgico para
introducir sus propiedades y definiciones. Desde
una perspectiva educativa, trabajos como los de
Murillo Silva (2012), Barrios (2016) y Ramirez y
Reyes (2017) muestran que el estudio de las o6r-
bitas planetarias y de las leyes de Kepler puede
constituirse en un contexto fértil para la ensefianza
de la elipse y de las secciones conicas. En parti-
cular, Ramirez y Reyes (2017) proponen abordar
la primera ley de Kepler a partir de los elementos
de la elipse, favoreciendo la articulacion entre ma-
tematica y astronomia. Asimismo, Barrios (2016)
presenta el uso de las leyes de Kepler como al-
ternativa pedagdgica para la ensefianza de las
secciones conicas, evidenciando su potencial en
contextos educativos. En esta misma linea, Agui-
lera y Bolivar (2004) destacan que la practica
astrondmica permite establecer relaciones entre
contenidos matematicos y fendmenos cientificos,
promoviendo una comprension mas contextuali-
zada del aprendizaje.

En este escenario, la modelacién matematica y la
interdisciplina emergen como ejes articuladores
para la ensefianza de la elipse. La modelacién
matematica es reconocida no solo como una he-
rramienta para resolver problemas cientificos, sino
COMO un proceso que permite identificar variables
relevantes, formular preguntas, traducir fenéme-
nos al lenguaje matematico y construir modelos
con sentido. Estudios recientes evidencian que
las tareas de modelacion en contextos interdisci-
plinarios promueven aprendizajes significativos y
el desarrollo de habilidades criticas, al tiempo que
permiten integrar la matematica con otras discipli-
nas como la fisica, la astronomia o la tecnologia
(Cabrera-Baquedano et al., 2022; Nakakoji y Wil-
son, 2020; Valdés, 2021). No obstante, la literatu-
ra también advierte que el disefio de estas tareas
requiere preguntas claras y contextos cuidadosa-
mente seleccionados para evitar una integracion
superficial entre disciplinas. En este sentido, Huin-
cahue (2022) sefiala que la interdisciplina en edu-
cacién matematica exige condiciones especificas
de articulacion entre saberes, ya que, de lo con-
trario, puede reducirse a una simple yuxtaposicion
de contenidos sin una integracion conceptual real.

A partir de estos antecedentes, el objetivo de este
articulo es reportar el disefio e implementacion de
una situacion de aprendizaje orientada a la ense-
Aanza de la elipse, utilizando las leyes de Kepler
como contexto interdisciplinario para favorecer
procesos de modelacion matematica escolar y
la articulaciéon entre distintos modelos de repre-
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sentacion. En particular, se busca responder a la
siguiente pregunta de investigacion: scémo con-
tribuye la modelacion matematica, en un contex-
to astrondémico, a que los estudiantes construyan
significados mas profundos sobre la elipse y sus
propiedades?

2. POSTURA TEORICA

Para configurar los antecedentes y postura teori-
ca, organizamos este apartado desde cuatro ejes
que nos permitiran comprender de qué forma la
modelacién matematica escolar puede, en un
contexto astronémico, contribuir a que los estu-
diantes construyan significados mas profundos
sobre la elipse y sus propiedades. Se presentan
profundizaciones sobre entendimientos sobre la
modelacion desde la perspectiva sociocultural de
la matematica educativa, la articulacion entre ma-
tematica e interdisciplina, una profundizacion so-
bre la elipse en el contexto de las leyes de Kepler
y finalmente una propuesta de estructura para el
disefio de situaciones de aprendizaje.

En este trabajo nos posicionamos desde la pers-
pectiva de modelacion propuesta por Arrieta y
Diaz (2015), quienes conciben la modelacion
como una préctica de articulacion intencionada
entre dos entes: el modelo y lo modelado, con el
proposito de intervenir un fenémeno. Desde esta
mirada, la modelaciéon no se reduce a la aplica-
cion de técnicas matematicas, sino que se confi-
gura como una practica situada que permite des-
cribir, interpretar, predecir o evaluar fenébmenos
en contextos especificos.

En este marco, el modelo no existe de manera
independiente, sino que adquiere dicho estatus
cuando es puesto en uso por un sujeto para in-
tervenir el fendmeno. Asi, un objeto matematico
se transforma en modelo en la medida en que es
utilizado con una intencionalidad de intervencion,
y el fendmeno, a su vez, aporta significados parti-
culares al objeto matematico en su nuevo rol. Esta
relacion se representa mediante el dipolo modé-
lico, que articula modelo, fendmeno y accion de
modelar, tal como se esquematiza en la Figura 1.
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Figura 1. La modelacion: El acto de modelar, el modelo, lo modelado y el dipolo modélico

Nota. Arrieta y Diaz (2015, p.36)

Desde esta perspectiva, el acto de modelar implica necesariamente la participacion de quien modela.
En este sentido, retomamos la nocién de sujeto epistémico propuesta por Carrasco et al. (2014), enten-
dida como aquel que interviene el fenémeno a partir de la articulacién entre el propio fenédmeno, los mo-
delos construidos y su experiencia. Estos autores sitlan dicha articulacién en un espacio epistémico de
figuracion, caracterizado por dimensiones operacionales, experienciales y perceptuales, nocién que en
este trabajo ampliamos hacia un espacio epistémico de modelacién, como se representa en la Figura 2.

Figura 2. Espacio epistémico de modelacion

Nota. Adaptado de Carrasco et al. (2014, p.368)

Desde una perspectiva sociocultural, entendemos que matematica y realidad no se presentan como
dominios separados, sino que se articulan en un mismo proceso de construccion de significados. En
este sentido, los contextos socioculturales aportan sentidos a los objetos matematicos cuando estos son
puestos en uso para intervenir fendémenos relevantes. Siguiendo a Pérez y Salazar (2024), sostenemos
gue la vivencia de un ciclo de modelacion matematica escolar posibilita la reconfiguracion de las herra-
mientas matematicas del estudiante, transformando lo procedimental en conceptual y resignificando los
saberes escolares en funcion del contexto, tal como se sintetiza en la Figura 3.
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Figura 3. Transformaciones al vivenciar un ciclo de modelacion matematica escolar

Nota. Pérez y Salazar (2024, p.17)

En sintesis, en este trabajo asumimos la modelacién matematica como una préactica social y cultural,
en la que el sujeto epistémico, al intervenir un fendmeno mediante la articulacion de diversos modelos,
construye y resignifica significados matematicos. Esta postura tedrica orienta el disefio de la situacion
de aprendizaje y el andlisis de las producciones estudiantiles, permitiendo comprender cémo la elipse
adquiere nuevos sentidos al ser trabajada en un contexto astronémico interdisciplinario.

La interdisciplina, en el contexto de esta investi-
gacion, se concibe como una herramienta peda-
gogica clave para la ensefianza de la matematica.
Segun Morin (1997), el conocimiento escolar suele
organizarse de manera fragmentada, producto de
un aislamiento disciplinar que dificulta compren-
der el mundo en su complejidad, ya que cada
disciplina se limita a su propio lenguaje y marcos
tedricos. Esta fragmentacion se refleja particular-
mente en la ensefianza tradicional de la matemati-
ca, frecuentemente presentada como un conjunto
de verdades incuestionables y descontextualiza-
das (Valencia et al., 2008). Frente a ello, la inter-
disciplina abre un espacio que permite integrar
saberes, establecer relaciones entre disciplinas y
promover una formacién con una mirada critica y
reflexiva.

En esta linea, Aguilera y Bolivar (2004) destacan
la relacion permanente entre la matematica y la
astronomia, seflalando que la elipse constituye
un concepto fundamental para comprender fe-
némenos astrondmicos y leyes fisicas, como las
leyes de Kepler, que explican el movimiento de
los planetas alrededor del Sol. Desde esta pers-
pectiva, la matematica no solo actia como una
herramienta para formalizar y justificar prediccio-
nes cientificas, sino que también contribuye a la
construccion de aprendizajes significativos sobre
fendmenos naturales. Esta articulacion entre disci-

plinas no se limita a la astronomia, sino que histo-
ricamente también se ha manifestado en campos
como la fisica, la quimica y la biologia, donde los
modelos matematicos han sido esenciales para
construir, explicar y validar conocimientos, ofre-
ciendo diversos contextos para la ensefanza de
contenidos matematicos.

Asimismo, Falatoozadeh (2012) sefiala que la in-
vestigacion y la ensefianza cientifica se han visto
enriguecidas por nuevos conocimientos, desta-
cando que el potencial de la interdisciplina radica
en su capacidad para superar la fragmentacion
de las disciplinas cientificas y del curriculum es-
colar. En consecuencia, la literatura coincide en
que la interdisciplina no solo enriquece el aprendi-
zaje de la matematica, sino que también promue-
ve el desarrollo del pensamiento critico y reflexivo,
asf como la construccion activa del conocimiento
por parte de los estudiantes. Esto se logra al si-
tuarlos en contextos que favorecen la articulacion
entre disciplinas, contribuyendo a una educaciéon
matematica mas contextualizada, significativa y
coherente con la complejidad de los fendmenos
estudiados.

La elipse ha tenido un valor histérico fundamental
en la astronomia, pues en este contexto el mate-
matico y cientifico Johannes Kepler, a inicios del
siglo XVII formulo tres leyes que describen el mo-
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vimiento planetario. De Bernardini (2017) y Angulo
(2018) destacan que la primera ley descubierta
tiene como enfoque el que los planetas giran al-
rededor del sol en forma de elipse, donde uno de
sus focos es el sol, mientras que el otro foco per-
manece vacio, asimismo esta primera ley define a
la elipse como una curva plana en la que la suma
de las distancias desde cualquiera de sus pun-
tos a los focos es constantes e igual a la longitud
mayor de la elipse. Este descubrimiento no solo
significd un cambio en la concepcion del univer-
S0, sino que le otorgd a la elipse un papel central
como herramienta matematica capaz de describir
el movimiento planetario.

Desde una perspectiva pedagdgica, Del Castillo
(2004) identificd que la comprension de la elipse
requiere utilizar multiples representaciones las
cuales permiten que los estudiantes puedan ex-
perimentar con el objeto matematico, este tipo de
actividades adquieren gran importancia porque
permiten conectar un objeto matematico con un
contexto real para los estudiantes, de esta forma
la elipse cobra un nuevo sentido para los estu-
diantes mas que una simple figura geométrica
dentro de las secciones coénicas. Notemos que,
esta experimentacion de la elipse por medio del
contexto astrondémico es una vinculacion directa
entre la matematica y la astronomia, ademéas que
abre la posibilidad de ser aplicada en un con-
texto escolar por medio de las representaciones
gue menciona Del Castillo (2004); de esta forma
vemos que se abre una posibilidad de presentar
un enfoque interdisciplinario a los estudiantes lo
gue enriquece la comprension de conceptos ma-
tematicos mas complejos como se menciond en el
apartado anterior.

Por ende, la eleccion del contexto astronémico
para el disefio de esta propuesta de aprendizaje
resulta ser acertada, pues es aplicable al contex-
to escolar y no solo otorga profundidad al estudio
de la elipse, sino que también promueve aprendi-
zajes significados al despertar la curiosidad del
estudiante cuando se sitUa a la matematica en un
escenario cientifico y culturalmente relevante.

3. ANTECEDENTES METODOLOGICOS

La presente investigacion se basa en un estudio
de caracter cualitativo utilizando la metodologia
de estudio de casos como método investigativo.
Este tipo de método responde al objetivo general
de este trabajo de estudio, pues segun Sampieri et
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al. (1991) esta metodologia es pertinente cuando
se busca una comprension general del estudio, es
decir que busca analizar lo que comprenden los
estudiantes cuando, en este caso, se someten a
una situacion didactica en torno a la articulacion
que existe entre la matemética y la astronomia.

Para la recoleccion de datos se disefid un cuestio-
nario estructurado como situacion de aprendizaje,
siguiendo la propuesta metodolégica de Balda
(2022). Previo a la implementacion reportada en
este estudio, dicho instrumento fue sometido a un
proceso de pilotaje con un grupo de 10 estudian-
tes de una escuela de la comuna de Pichilemu,
quienes participaron en una actividad desarro-
llada en dependencias de la Universidad Metro-
politana de Ciencias de la Educacion (UMCE).
Este pilotaje permitié identificar dificultades en la
comprension de las consignas, asi como ajustar
la redaccion de las preguntas y la secuencia de
actividades.

De manera complementaria, la investigadora
principal mantuvo un diario de campo (Sampieri
et al., 1991), en el que consigné observaciones y
reflexiones sobre el proceso de implementacion,
aportando una perspectiva interpretativa que per-
mitid contextualizar y enriquecer el analisis de las
producciones estudiantiles.

El anadlisis se realiz6 mediante un enfoque inter-
pretativo de las producciones estudiantiles, aten-
diendo a la emergencia de significados, al transito
entre modelos (tabular, gréfico y algebraico) y a
los momentos del ciclo de modelacion matemati-
ca escolar que se evidencian en las respuestas y
construcciones desarrolladas por los estudiantes.

La situaciéon de aprendizaje fue disefiada siguien-
do la estructura de cinco fases propuesta por
Balda (2022): introduccion, exploracion, procedi-
mental, consolidacion y ejercitacion. Esta estruc-
tura permitié organizar las actividades de manera
progresiva, situando la elipse en un contexto as-
trondmico y favoreciendo el transito entre distintos
modelos matematicos en un proceso de modela-
cién escolar.

Cada fase se operacionaliza a través de activida-
des especificas que articulan objetivos, descrip-
ciones y preguntas orientadoras, tal como se pre-
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senta en la Tabla 1. En conjunto, las actividades buscan activar el interés inicial mediante el contexto de
las leyes de Kepler, promover la exploracion de datos astrondmicos, construir modelos tabulares, grafi-
cos y algebraicos de la elipse, validar propiedades fundamentales del objeto matematico vy, finalmente,
aplicar los conocimientos construidos en ejercicios escolarizados.

De este modo, la situacion de aprendizaje favorece aprendizajes significativos sobre la elipse, inte-

grando la matematica escolar con un fenémeno cientifico relevante y promoviendo la articulaciéon entre
distintos modelos en un contexto interdisciplinario.

Tabla 1. Diserio de la situacion de aprendizaje

Actividades

Objetivo de la ac-
tividad

Descripcion de la ac-
tividad

Pregunta planteada en el cuestionario

1. Introduccién

Activar el interés
del estudiante
para introducir la
elipse en su con-
texto astronémico.

Se les presenta a los
estudiantes quién fue
Johannes Kepler y su
aporte a la astronomia
con las 3 grandes le-
yes que él planted en la
ciencia.

¢ Qué crees que permiten describir estas tra-
yectorias propuestas por Kepler?

2. Exploracion

Guiar al  estu-
diantado en la
observacion e in-
terpretacion de
informacion en-
tregada sobre las
orbitas planetarias.

Se les ensefia a los
estudiantes las herra-
mientas que posee la
pagina web, por ejem-
plo, cémo calcular dis-
tancias desde el plane-
ta al sol en ciertos dias,
para asi extraer datos.

¢, Qué crees que podriamos necesitar para
representar la trayectoria que observaste en
las imagenes o simulador?

3. Procedimental

Analizar y construir
diferentes modelos
de representacion
de la elipse.

Se le entregan datos
a los estudiantes para
que puedan analizar un
modelo tabular y cons-
truir un modelo gréfico
y algebraico de la elip-
se.

¢Qué sentido tiene organizar estos datos en
una tabla antes de graficarlos? ;Qué puedes
entender mejor asi?

¢ Qué puedes inferir sobre la forma de la érbi-
ta si los focos estan muy cerca uno del otro?

¢Qué aprendiste sobre la relacién entre la
forma de la figura y los nUmeros que apare-
cen en la ecuacion?

4. Consolidacion

Fomentar la discu-
sion colectiva para
validar los mode-
los construidos.

Comparar los distintos
modelos creados por
los estudiantes para
observar similitudes.

¢La suma se mantuvo constante en todos los
puntos que se midieron? ;Por qué crees que
ocurre eso?

¢Qué indica que la figura trazada si es una
elipse?

5. Ejercitacion

Aplicar el conoci-
miento construido
en ejercicios esco-
larizados.

Aplicar las propieda-
des de la elipse en ejer-
cicios escolarizados.

¢ Qué informacioén de la érbita puedes obte-
ner a partir de la ecuacion? Menciona al me-
nos dos elementos.

Sabiendo que la distancia focal es de 11,9
millones de km, 4Cudl es la excentricidad es-
timada? ;Qué diferencias puedes ver entre
la excentricidad de Mercurio y la Tierra?

¢Qué error observas que cometié el estu-
diante? /A qué crees que se debe?
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Este estudio cont6 con la participacion de estudiantes del sistema educativo regular chileno, correspon-
dientes a tercero y cuarto afio medio de un establecimiento educacional de la comuna de San Ramon,
en la Region Metropolitana. La muestra estuvo conformada por 15 participantes, quienes se organizaron
en 3 grupos de trabajo de entre 2 y 4 integrantes para resolver el cuestionario disefiado. Para el analisis
se consideraron las producciones de aquellos grupos que avanzaron hasta la actividad 3.3 de la guia
de implementacion, ya que estas evidenciaban un desarrollo suficiente del proceso de modelacién pro-
puesto.

4. RESULTADOS

En este apartado se presentan los resultados correspondientes a los grupos que participaron en la
implementacion y que avanzaron hasta la actividad 3.3 de la guia. Asimismo, se desarrolla un analisis
descriptivo y tedrico de sus producciones, con base en las respuestas elaboradas por los participantes.

En la primera actividad se presentd a los estudiantes la figura de Johannes Kepler y su aporte a la as-
tronomia y la matematica. A partir de este contexto, se les planted la pregunta: ;Qué crees que permite
predecir las trayectorias descubiertas por Johannes Kepler? Las respuestas evidencian diversas aproxi-
maciones al fendémeno, predominantemente desde una perspectiva fisica.

El Grupo 1 relacioné la distancia entre el Sol y la Tierra con la temperatura del planeta, destacando
consecuencias climaticas del movimiento orbital. El Grupo 2 asocié las trayectorias con la posibilidad
de anticipar eventos futuros, como choques de meteoritos, reconociendo implicitamente la nocién de
prediccion, aunque sin referirse a la forma de la trayectoria. Por su parte, el Grupo 3 mencioné fenéme-
nos como la hora y el clima, vinculandolos de manera indirecta con la posicion de la Tierra, sin aludir
explicitamente a la ¢rbita ni a la elipse (Tabla 2).

Tabla 2. Respuestas transcritas de los estudiantes de la actividad N°1

Grupo Respuesta

Grupo 1 | “Saber latemperatura del planeta, entre mas lejos mas frio y entre mas cerca del sol mas temperatura”

Grupo 2 | “Podemos predecir el choque con los meteoritos”

Grupo 3 | “El ciclo de la horay el clima”

En conjunto, las respuestas muestran dificultades para vincular el fendémeno astronémico con el objeto
matematico central del estudio. Predomina una interpretaciéon centrada en explicaciones fisicas, sin re-
ferencias a la forma geométrica de las trayectorias. Estos resultados permiten identificar el conocimiento
previo de los estudiantes y evidencian la necesidad de articular explicitamente, desde el inicio, el con-
texto astrondmico con la matemética escolar, como base para el posterior transito hacia la comprension
de la elipse.
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En la segunda actividad se utilizé el simulador de la NASA Eyes on the Solar System para explorar datos
de planetas y satélites. A partir de ello, se pregunté: ;Qué crees que podriamos necesitar para represen-
tar la trayectoria que observaste en las imagenes o en el simulador?

El Grupo 1 sefiald la necesidad de conocer todas las distancias entre la Tierra y el Sol, reconociendo
que estas varfan y que tal informacion serfa esencial para graficar la ¢rbita. Esta respuesta evidencia un
avance hacia la comprensiéon de la trayectoria eliptica, pues introduce el concepto de distancia como
variable matemética y plantea la recoleccion de datos como requisito para representar el movimiento.
En contraste, los Grupos 2 y 3 respondieron apelando a la gravedad del Sol y a la fuerza de atraccion,
centrando su explicacion en aspectos fisicos mas que en elementos matematicos de la trayectoria.

Tabla 3. Respuestas transcritas de los estudiantes de la actividad N°2

Respuesta

Grupo 1 | “Habria que conocer todas las distancias de la tierra al sol, por si disminuye o aumenta”

Grupo 2 | “La gravedad del sol”

Grupo 3 | “La fuerza de atraccion”

El aporte del Grupo 1 constituye un indicio temprano de modelacion matematica: como destacan Cabre-
ra-Baquedano et al. (2022), los ciclos de modelacion promueven aprendizajes significativos al integrar
herramientas tecnolégicas con la identificacion de variables relevantes. En este caso, el simulador per-
mitio visualizar la variacion de distancias y conectar la astronomia con el anélisis matematico.

En sintesis, mientras la mayoria de los estudiantes mantuvo un enfoque fisico, el Grupo 1 logré articular
nociones matematicas en torno a la variacién de la distancia, mostrando una progresion inesperada en
el transito hacia aprendizajes significativos sobre la elipse y su representacion.

En la primera parte de la Actividad 3 se entregaron datos extraidos del simulador de la NASA para orga-
nizar en tablas, graficar puntos de la ¢rbita y analizar el modelo algebraico de la elipse. Ante la pregunta
¢ Qué sentido tiene organizar estos datos en una tabla antes de graficarlos?, los grupos respondieron de
manera diversa.

El Grupo 1 no lo expres6 de forma escrita, pero representd graficamente la orbita a partir de los datos,
mostrando que comprendieron cémo los valores tabulares permitian ubicar puntos y construir la curva.
El Grupo 2 explicd que ordenar los datos les ayudaba a ubicar la Tierra en su drbita y reconocer en qué
meses estaba mas cerca o mas lejos del Sol, evidenciando nocion de variacion de distancias. El Grupo
3 no entreg6 respuesta.
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Tabla 4. Respuestas de los estudiantes de la actividad N°3.1

Grupo Respuesta

Grupo 1

Grupo 2 | “Me sirve tenerlos ordenados para poder ubicar la tierra y en donde va orbitando, en que meses esta
mas cerca o0 mas lejos del sol”

Estos resultados muestran progresos en la transicion entre datos tabulares y representaciones graficas.
En el caso del Grupo 1, su gréafica permiti¢ vincular fechas especificas de perihelio y afelio, ejemplifican-
do que las gréficas no solo representan fendmenos sino que también resignifican conceptos matemati-
cos (Cordero y Suarez, 2010). Tal conexion fortalece la relacion entre matematica y astronomia (Aguilera
y Bolivar, 2004). El Grupo 2, por su parte, articuld explicitamente el vinculo entre tabla y fenémeno, mos-
trando que las tablas actuaban como “dipolos modélicos” que median entre fendmeno y representacion
en linea con lo propuesto por Arrieta y Diaz (2015).

En sintesis, los Grupos 1y 2 avanzaron hacia una comprension con herramientas matematicas de la
orbita, mientras que el Grupo 3 no logré reconocer la utilidad de los datos para construir significados en
torno a la elipse.

En la segunda parte de la actividad, los estudiantes recibieron instrucciones para construir la érbita de la
Tierra en torno al Sol. A partir de ellas elaboraron sus gréficas, que se presentan a continuacion.

Tabla 5. Gréficos de los estudiantes

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
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Luego se les pregunté: 4 Qué puedes inferir sobre la forma de la ¢rbita si los focos estan muy cerca uno
del otro? Las respuestas textuales se recogen en la Tabla 6.

Tabla 6. Respuestas transcritas de los estudiantes de la actividad 3.2

Grupo Respuesta

Grupo 1 “Parece un circulo al tener los focos muy cercanos”

Grupo 2 “Segun la distancia cambiaria la forma de la ¢rbita, en la imagen de ejemplo los puntos estaban mas
lejos y la ¢rbita era ovalada y en el plano cartesiano los puntos estan mas juntos y hacen una forma
mas circular”

Grupo 3 “Si estan mas cerca los focos es circulo y si estan mas lejos es ovalado”

Los tres grupos coincidieron en que, a medida que los focos se aproximan, la érbita adquiere una forma
mas cercana a la de un circulo. El Grupo 1 expreso esta idea de manera breve, sefialando directamente
la semejanza con una circunferencia. El Grupo 2 elaboré una explicacion mas detallada, indicando que
la distancia entre los focos determina la forma de la érbita: cuando estan proximos, la curva parece cir-
culary, al separarse, adopta una forma mas ovalada, apoyandose en ejemplos trabajados previamente
en la gufa. Por su parte, el Grupo 3 sostuvo que, si los focos estan cerca, la trayectoria es un circulo,
aunqgue sin distinguir que el circulo no posee focos, sino un Unico centro.

Estos resultados evidencian avances en la construccion de significados sobre la elipse. En el Grupo 1
se observa un transito desde los datos hacia la representacion gréfica, proceso que fortalece la com-
prension conceptual en contextos dinamicos (Arrieta y Diaz, 2015). El Grupo 2 logré una articulacion
mas elaborada entre fendmeno y representacion, configurando un espacio epistémico de figuracion que
permite resignificar el fendmeno astronémico mediante la grafica (Carrasco, Diaz y Buendia, 2014). En
la Ultima parte de la Actividad 3, los estudiantes plantearon el modelo algebraico de la érbita terrestre a
partir de la ecuacion general de la elipse, cuyos resultados se presentan en la Tabla 7.

Tabla 7. Modelos algebraicos de los estudiantes

Grupo Respuesta

Grupo 1

Grupo 2
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Grupo 3

Posteriormente, se les preguntd: ;Qué aprendiste sobre la relacion entre la forma de la figura y los nime-
ros que aparecen en la ecuaciéon? Las respuestas se muestran en la Tabla 8.

Tabla 8. Respuestas transcritas de los estudiantes de la actividad N°3.3

Grupo Respuesta

Grupo 1 “Con los datos de la distancia mayor y menor pude sacar el centro y eso me ayuddé a sacar la férmula
para entender la elipse”

Grupo 2 “Los datos y el plano cartesiano estan relacionados de forma que ambos ayudan a la ubicacion en
el plano, si los numeros ya estan ubicados ayudan a hacer el plano y si solo el plano esta ayuda a
los numeros”

El Grupo 1 indico que, a partir de las distancias mayor y menor, lograron ubicar el centro y comprender
la formula de la elipse. El Grupo 2 destaco la relacion bidireccional entre el plano cartesiano y los datos,
sefialando que ambos se apoyan mutuamente. El Grupo 3 no entregd una respuesta.

Estos resultados muestran que los Grupos 1y 2 fueron capaces de transitar entre los modelos grafico
y algebraico, estableciendo vinculos significativos. Tal relacion refleja lo sefialado por Valdés (2021),
quien plantea que la modelacién permite traducir fenémenos reales al lenguaje matematico, y por Cor-
dero y Suarez (2010), quienes subrayan que las gréaficas actian como conocimientos en si mismos,
facilitando conexiones entre teoria y practica. En cambio, el Grupo 3 avanzé parcialmente, sin consolidar
la bidireccionalidad entre representaciones, 1o que confirma un ritmo mas lento en la construccion de
significados respecto a los demas grupos.

En esta actividad, los estudiantes validaron la construccion de la elipse utilizando dos alfileres y un hilo.
Los modelos obtenidos por los Grupos 1y 2 se presentan en la Tabla 9. El Grupo 3 no present6 respues-
ta.
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Tabla 9. Graficos de los estudiantes

Grupo 1 Grupo 2

Posteriormente, midieron segmentos desde diferentes puntos de la elipse hasta los focos y respondieron
a las siguientes preguntas: ¢ Esa suma se mantuvo constante en todos los puntos que mediste? ¢ Por qué
crees que ocurre eso? y ;Qué indica que la figura trazada si es una elipse? Las respuestas textuales se
presentan en la Tabla 10.

Tabla 10. Respuestas transcritas de los estudiantes de la actividad N°4

Grupo Respuesta

Grupo 1 “Los puntos de foco, el circulo tiene uno que es el centro mientras que en la elipse tiene 2, ocurre
porque la distancia de los focos son iguales y cuando ponemos un punto forma un triangulo lo que
hace que siempre da el mismo resultado”

Grupo 2 “1. La suma es parecida, no es tanta diferencia y esto es debido a la elipse, que es simétrico el
circulo

2. Debido a que la suma de F y S es constante”

El Grupo 1 sefialé que, a diferencia del circulo, la elipse posee dos focos y que al unirlos con un punto
se forma un triangulo que siempre da el mismo resultado. Aunque no formularon explicitamente la pro-
piedad de la suma constante, su razonamiento geomeétrico muestra una comprension en desarrollo de
este concepto fundamental. EI Grupo 2 reconoci6 directamente dicha propiedad, aunque la describio
como “parecida” debido a imprecisiones de la construccion manual. Su respuesta, aunque ambigua al
mezclar nociones de simetria, refleja un avance hacia la justificacion geométrica. El Grupo 3 no entregd
respuesta.

Estos hallazgos evidencian un momento clave de aprendizaje: la validacion de un modelo geométrico a
partir de una propiedad matematica. Tal como sefialan Pérez (2020) y Cordero y Suarez (2010), el dia-
logo entre modelos tabulares, graficos y algebraicos enriquece la construccion social del conocimiento
matematico. Ademas, la propiedad de la suma constante conecta el objeto matematico con fenémenos
astronomicos, en linea con Valencia et al. (2008) y Ramirez y Reyes (2017), favoreciendo aprendizajes
significativos y un puente interdisciplinario entre matematica y astronomia.
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La ultima actividad tuvo como propdsito integrar los aprendizajes construidos en las fases previas me-
diante tres ejercicios: algebraico, tabular y gréafico. El objetivo fue evaluar si los estudiantes eran capaces
de movilizar representaciones multiples para comprender la elipse.

Analisis algebraico: Se present6 la ecuacion y se solicitd identificar informacion de

la 6rbita. Las respuestas se muestran en la Tabla 11.

Tabla 11. Respuestas transcritas de los estudiantes de la actividad N°4

Grupo Respuesta

Grupo 1 “x=5, eje menor = 5
y=-2, eje mayor = 4”

Grupo 2 “El semieje mayor (6)
El menor (5)
El centro (5,-2)”

El Grupo 1 identificd correctamente el centro, aunque presenté errores en el célculo de los semiejes. El
Grupo 2 logré determinar centro y semiejes de manera mas formal y precisa, mostrando un transito hacia
un lenguaje matematico mas elaborado. El Grupo 3 no entregé respuesta. Estos resultados ponen en evi-
dencia distintos niveles de avance en la relacion entre ecuacion y elementos geométricos: algunos estu-
diantes permanecen en una etapa inicial de conexion, mientras que otros alcanzan mayor formalizacion.

Analisis tabular y grafico: En estos apartados no se registraron respuestas escritas, lo que limité la
posibilidad de analisis. Sin embargo, este hecho constituye un hallazgo en si mismo, pues revela que
los estudiantes avanzaron con mayor seguridad en el modelo algebraico, mientras que las tareas que
exigian articular datos numéricos y representaciones graficas resultaron mas complejas. No obstante, un
estudiante logroé representar la érbita de Mercurio utilizando los datos de la tabla, obteniendo la gréfica
que se muestra en la Figura 4.

Figura 4. Representacion la drbita de Mercurio utilizando los datos de la tabla

Nota. Producciones de estudiantes

En sintesis, la actividad 5 evidencié progresos relevantes en el andlisis algebraico, aunque acompafa-
dos de errores de calculo, y dificultades en el transito hacia lo tabular y grafico. Estos resultados confir-
man la importancia de trabajar con variedad de modelos para favorecer la resignificacion del concepto
de elipse (Arrieta y Diaz, 2015) y muestran que los estudiantes requieren apoyos adicionales para articu-
larlos en un mismo proceso de modelacion.
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En este apartado se presenta una sintesis de los resultados obtenidos en la implementacion, integrando
tanto los aspectos descriptivos como los tedricos. Con este fin, se incluye la Figura 5, que resume la ruta
de modelacion vivido por los estudiantes durante la gufa, mostrando como progresaron desde la obser-
vacion del fendmeno astronémico hasta la validacion geométrica y algebraica de la elipse.

Figura 5. Ruta de construccion del ciclo de modelacion de la elipse en contexto astronémico

Nota. Elaboracion Propia

El proceso de implementacion se inicid con la presentacion del fendmeno astronémico a partir de las
leyes de Kepler, utilizando el simulador Eyes on the Solar System (NASA), lo que permitié a los estu-
diantes explorar distintas 6rbitas planetarias. En las primeras actividades, las respuestas se centraron
principalmente en explicaciones de caracter fisico —como temperatura, gravedad o clima—, con es-
casas referencias a trayectorias o propiedades geométricas de la elipse. Esta dificultad inicial resulta
coherente con lo sefialado por Morin (1997), quien advierte que la ensefianza escolar tiende a presentar
los saberes de manera fragmentada, limitando la articulacion entre disciplinas.

A medida que avanzé la implementacion, algunos grupos comenzaron a reconocer la variacion de la
distancia entre la Tierra y el Sol como un elemento relevante para representar la trayectoria orbital, evi-
denciando un transito desde explicaciones causales hacia una aproximacion propia de la modelacion
matematica. En este sentido, el uso de datos para construir graficos permitié extraer propiedades de la
elipse, en concordancia con lo planteado por Cabrera-Baguedano et al. (2022) sobre el potencial forma-
tivo de los ciclos de modelacion.

En particular, la Actividad 3 favorecio el transito entre modelos tabulares, graficos y algebraicos, esta-
bleciendo relaciones bidireccionales entre representaciones. Este proceso puede interpretarse a la luz
de los dipolos modélicos (Arrieta y Diaz, 2015), donde las tablas operaron como entidades mediadoras
entre fendmeno y modelo. Asimismo, en la Actividad 4, la construcciéon empirica de la elipse con hilo y
alfileres permitié validar la propiedad de la suma constante, fortaleciendo el vinculo entre matematica
escolar y contexto astronémico.

Finalmente, la Actividad 5 mostré distintos niveles de formalizacion algebraica, evidenciando un transito

progresivo hacia una comprension integrada y significativa de la elipse, donde la modelacion vy la inter-
disciplinariedad se consolidan como ejes del aprendizaje.
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5. DISCUSIONES

La implementacion de la situacion de aprendizaje
evidencié una progresion en la construccion de
significados asociados a la elipse y su articulacion
con el contexto astronémico fundamentado en las
leyes de Kepler. En las primeras actividades, par-
ticularmente en la Actividad 1, las respuestas de
los estudiantes se centraron en explicaciones de
caracter fisico, asociando las trayectorias plane-
tarias con factores como la temperatura, la grave-
dad o el clima. Si bien estas interpretaciones no
son incorrectas, carecen de un sentido geomé-
trico explicito, lo que pone de manifiesto una au-
sencia inicial de vinculo entre el fendmeno astro-
némico y el objeto matematico de estudio. Esta
fragmentacion resulta coherente con lo planteado
por Morin (1997), quien advierte que la ensefianza
escolar tiende a presentar los saberes de manera
aislada, dificultando la construccion de relaciones
entre disciplinas.

En la Actividad 2 se observa un primer indicio de
articulacion con la matematica, cuando algunos
estudiantes comienzan a reconocer la variacion
de la distancia entre la Tierra y el Sol como un ele-
mento relevante del fendomeno. Esta identificacion
permiti6 comprender que dicha variacion puede
registrarse y representarse, abriendo paso a la
construccion de la trayectoria orbital. Sin embar-
go, este avance fue logrado solo por uno de los
grupos, mientras que los demas mantuvieron ex-
plicaciones centradas en lo fisico, evidenciando
distintos ritmos en la construccion del conocimien-
to.

La Actividad 3 marcd un punto de inflexion en
el proceso, ya que los estudiantes debieron or-
ganizar datos en un modelo tabular y establecer
relaciones con representaciones graficas y alge-
braicas. En esta etapa, algunos grupos lograron
articular estos modelos y reconocer la ¢rbita pla-
netaria como una elipse, mientras que otros se li-
mitaron a construir representaciones graficas sin
consolidar su vinculo con el modelo algebraico.
Este transito entre modelos puede interpretarse
desde la perspectiva de la modelacion propuesta
por Arrieta y Diaz (2015), en la que los modelos
no operan de manera aislada, sino que se articu-
lan en dipolos modélicos que configuran una red
de modelos para intervenir el fendbmeno. En este
sentido, las tablas funcionaron como entidades
mediadoras que permitieron articular fenébmeno
y modelo, favoreciendo la interpretacion y valida-
cién de la trayectoria orbital.

Desde una perspectiva interdisciplinaria, los re-
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sultados muestran que la articulacion entre mate-
matica y astronomia permitié ampliar la compren-
sion del fendmeno estudiado. En coherencia con
Valencia et al. (2008), la interdisciplina posibilitd
una visién mas integrada al vincular el objeto ma-
tematico con su aplicacion en un contexto real.
Asimismo, el disefio de la guia, con preguntas cla-
ras y progresivas, favorecio el transito entre dis-
tintos modelos, condiciéon que Huincahue (2022)
identifica como central en tareas interdisciplina-
rias efectivas.

En las Actividades 4 y 5, los estudiantes alcan-
zaron un mayor nivel de formalizacién al validar
empiricamente la propiedad de la suma constante
de distancias y al identificar elementos caracte-
risticos de la elipse a partir de su ecuacion. Este
proceso evidencia, en términos de Pérez y Salazar
(2024), cémo la matematica escolar se pone en
uso en un contexto de alfabetizacion cientifico-ma-
tematica e interdisciplinariedad, resignificando lo
procedimental y favoreciendo la construccion de
significados tanto del objeto matematico como del
fendmeno astrondémico. La validacion concreta
mediante construcciones con hilo y alfileres refor-
z6 este proceso, permitiendo comprender la elip-
se mas alla de una definicion formal.

Finalmente, si bien la propuesta mostré avances
significativos, se identifican algunas limitaciones:
el tiempo reducido para la exploracion autébnoma
del simulador, el foco exclusivo en la orbita terres-
tre, el caracter guiado de la etapa de modelacion
y la ausencia de una discusion colectiva en la Ac-
tividad 4. Estas limitaciones abren proyecciones
para futuras implementaciones, particularmen-
te en la ampliaciéon de espacios de exploracion,
comparacion y discusion colectiva.



6. CONCLUSIONES

El presente estudio permitié analizar cémo la mo-
delacion matematica, situada en un contexto as-
trondmico fundamentado en las leyes de Kepler,
contribuye a la construccion de significados mas
profundos sobre la elipse en estudiantes de ense-
Aanza media. En coherencia con los antecedentes
curriculares revisados, el curriculum escolar chi-
leno propone explicitamente el uso de contextos
astronémicos para abordar la ensefianza de las
conicas, lo que justifica y respalda la elecciéon del
escenario de trabajo desarrollado en esta investi-
gacion. La incorporacion de este contexto permi-
tio articular contenidos matematicos con fenéme-
nos cientificamente relevantes, favoreciendo una
enseflanza mas contextualizada y alineada con
los propdsitos formativos del curriculum.

Los resultados obtenidos muestran que, si bien
los estudiantes inician la experiencia con explica-
ciones predominantemente fisicas del fenédmeno
astrondmico, progresivamente logran establecer
vinculos entre dicho fenédmeno y el objeto mate-
matico de estudio. Esta evolucion confirma lo se-
flalado por Morin (1997) respecto al aislamiento
disciplinar presente en la ensefianza escolar, pero
también evidencia que dicho aislamiento puede
ser superado mediante propuestas didacticas
que promuevan la interdisciplina. En particular,
el transito desde interpretaciones fisicas hacia la
identificacion de propiedades geométricas de la
elipse se vio favorecido por el disefio de activida-
des que exigian organizar datos, construir repre-
sentaciones y validar propiedades matematicas.

Desde la literatura cientifica, diversos autores des-
tacan la necesidad de trabajar con multiples re-
presentaciones para favorecer la comprension de
la elipse (Del Castillo, 2004). En este sentido, la si-
tuacion de aprendizaje disefiada permitio que los
estudiantes transitaran entre modelos tabulares,
graficos y algebraicos, estableciendo relaciones
entre ellos y utilizando cada uno como fuente de
informacion para construir nuevos modelos. Este
transito fue especialmente visible en la Actividad
3, donde algunos grupos lograron articular datos,
graficos y ecuaciones para interpretar la orbita
planetaria como una elipse. No obstante, también
se evidencié que no todos los estudiantes alcan-
zaron el mismo nivel de articulacioén, lo que rea-
firma la necesidad de generar mas instancias de
discusion colectiva y validacion compartida.

El uso del contexto astrondémico, particularmente
a través de las leyes de Kepler, resultd ser un re-
curso potente para otorgar sentido al estudio de la
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elipse. Tal como sefialan Ramirez y Reyes (2017),
preguntas vinculadas al movimiento planetario fa-
vorecen la interdisciplina y la motivacion estudian-
til. Aunque las primeras actividades no lograron
inmediatamente el vinculo esperado entre mate-
matica y astronomia, el desarrollo progresivo de
la guia permitid que los estudiantes reconocieran
la trayectoria planetaria como una elipse y com-
prendieran propiedades fundamentales como la
suma constante de distancias a los focos, espe-
cialmente a través de experiencias de validacion
concreta.

Desde una perspectiva de modelacion matema-
tica, los resultados confirman que la modelacion
no operd Unicamente como una técnica de reso-
lucién, sino como una practica que permitié po-
ner en uso la matematica escolar en un contex-
to significativo. En coherencia con Arrieta y Diaz
(2015), los distintos modelos construidos por los
estudiantes se articularon en una red de modelos
que permitié intervenir el fenémeno, describirlo y
validarlo. Asimismo, siguiendo a Valdés (2021), la
modelacion favorecio el desarrollo de habilidades
criticas, como la identificacion de variables rele-
vantes y la interpretacion de representaciones,
contribuyendo a una comprension mas profunda
del objeto matematico.

En respuesta a la problematica de investigacion,
se concluye que la modelacion mateméatica en un
contexto astrondmico contribuye significativamen-
te a que los estudiantes construyan significados
mas profundos sobre la elipse y sus propiedades.
A pesar de las limitaciones asociadas al tiempo
de implementacion y a la ausencia de instancias
sistematicas de discusién colectiva, los estudian-
tes lograron articular mateméatica y astronomia
mediante el transito entre diversos modelos, avan-
zando desde explicaciones fragmentadas hacia
comprensiones mas integradas. En este sentido,
la experiencia desarrollada se configura como
una propuesta didactica con potencial de ser re-
plicada y adaptada en otros contextos escolares,
aportando a una ensefianza de la matematica mas
contextualizada, interdisciplinaria y significativa.
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