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EDITORIAL

La Revista Chilena de Educacion Matematica -RECHIEM-
conocida por sus lectores desde los inicios del afo
2004, como una publicacion de la Sociedad Chilena
de Educacion Matematica ~SOCHIEM- fue pensada
por sus creadores para un publico interesado en el
area de la Educacion Matematica y preocupado por
la conceptualizacion de los fenomenos de la didactica
de la matematica y la mejora de la ensefanza y
aprendizaje de las matematicas en distintos niveles
educativos. Dada la trayectoria y la contribucion
al area de la Educacion Matematica, de parte del
nuevo equipo editorial y de los lectores de la revista,
queremos agradecer a todas las personas que han
estado liderando las versiones anteriores de la revista,
y reconocer especialmente, a la profesora Ismenia
Guzman, quien inicid este proyecto, asimismo a
Pierina Zanocco, quien durante varios anos dirigio la
RECHIEM.

La revista tiene una larga historia y con este primer
numero en formato digital, comienza una nueva
etapa en su desarrollo y realizacion, reafirmando
su compromiso por el intercambio y difusién de
investigaciones e ideas en el ambito de la Educacién
Matematica, abordadas desde distintas corrientes
y diferentes perspectivas tedricas y metodoldgicas.
Asimismo, con el anhelo de reanimar la interaccion y
el didlogo con sus lectores, la revista recibe diversos
tipos de contribuciones, tales como propuestas
didacticas para el aula, articulos de investigacion,
empiricos, tedrico-filosdficos y de revision, entre otros.

RECHIEM se proyecta como una fuente de inspiracion
para los investigadores y un medio y apoyo valioso
para los profesores de matematicas, creando
instancias de difusion de indagaciones y experiencias
nacionales e internacionales de calidad, traspasando
de esta manera los limites geograficos e ideoldgicos,
y facilitando el acceso a la informacion a toda la
comunidad académica y docente.

De este modo, este primer nimero reune tres articulos
que ofrecen reflexiones sobre temas contingentes

de nuestra area: el Enfoque de los ltinerarios de
Ensefanza de las Matematicas para algebra temprana
y representacion de datos en estadistica, para los
niveles iniciales; y la argumentacion en la clase de
matematica en el nivel secundario.

Angel Alsina comparte un articulo tedérico sobre
el Enfoque de los lItinerarios de Ensefanza de las
Matematicas, que trata de ser respetuoso con las
necesidades reales de los estudiantes para aprender
matematicas. En la primera parte, el autor presenta la
fundamentacion del enfoque, que se sustenta en tres
pilares interrelacionados: la perspectiva sociocultural
del aprendizaje humano, el modelo de formacion
realista-reflexivo y la educaciéon matematica realista.
En la segunda parte, el lector podra familiarizarse
con una secuencia de ensefanza intencionada que
contempla tres niveles: enseflanza en contextos
informales, en contextos intermedios y en contextos
formales. Por ultimo, se presenta un valioso aporte
que se traduce en ejemplificacion de dicho enfoque
con un itinerario de ensefanza del algebra temprana
para estudiantes de 3 a 12 afos.

Las autoras Soledad Estrella y Patricia Estrella presentan
un estudio que indaga en la organizacion de datos y
en la diversidad de representaciones que construyen
estudiantes de tercer afio de ensefianza basica,
enfrentados a una situacion con datos auténticos. Las
autoras concluyen que las listas y tablas de frecuencia,
como herramientas representacionales, requieren de
una ensefanza explicita en su diversidad de modos,
en su forma y contenido, para que realmente puedan
ofrecer a los nifos y nifias la oportunidad de obtener
comprension de los datos con los que interactuan. Esta
conclusiéon conlleva a una serie de sugerencias para
conformar trayectorias de aprendizaje que involucren
listar y tabular, invitando al lector a reflexionar al
respecto.

El articulo de Jorge Toro y Walter Castro plantea
explicitarlas condiciones que activanlaargumentacion
del profesor de Matematicas durante la discusion
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de tareas en clase, partiendo del papel principal del
profesor a la hora de brindar oportunidades para
generar la argumentacion en el aula. Los autores
presentan a la comunidad de Educacién Matematica
otra forma de analizar la argumentacion matematica
que despliega un profesor en una clase. El lector
podra apreciar distintos aspectos que intervienen
en el proceso de argumentacion, tales como
comunicativos, interaccionales y epistémicos, ademas
de intenciones, propositos educativos, y aspectos
asociados a condiciones contextuales.

Esperamos que este primer numero digital sea la
continuidad de un largo y grato camino que hemos ido
recorriendo con nuestros lectores y toda la comunidad
académica y docente para seguir contribuyendo a la
reflexién en nuestra area.
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RESUMEN

En este articulo se presenta el Enfoque de los Itinerarios de Ensefanza de las Matematicas, un enfoque que trata
de ser respetuoso con las necesidades reales de los estudiantes para aprender matematicas. En la primera parte
se presenta la fundamentacion del enfoque, que se sustenta en tres pilares interrelacionados: la perspectiva
sociocultural del aprendizaje humano, el modelo de formacidn realista-reflexivo y la educacion matematica
realista; en la segunda parte se describe el enfoque, que se refiere a una secuencia de ensefanza intencionada
que contempla tres niveles: 1) ensefianza en contextos informales (el entorno inmediato, los materiales
manipulativos y los juegos); 2) enseflanza en contextos intermedios (recursos literarios y tecnoldgicos), y
3) ensefanza en contextos formales (recursos graficos); finalmente, en la tercera parte se ejemplifica dicho
enfoque con un itinerario de ensefanza del algebra temprana para estudiantes de 3 a 12 afos. Se concluye que
laimplementacion de este enfoque requiere un amplio dominio de conocimientos didactico-disciplinares, lo que
implica un esfuerzo importante por parte de todos los agentes implicados en la formacion del profesorado para
que asi, todo aquel profesional preocupado por mejorar su practica docente y adaptarla a las exigencias del siglo
XXI, pueda tener acceso a estos conocimientos.

PALABRAS CLAVE:
Didactica de las matematicas; itinerario de ensehanza;
algebra temprana.

ABSTRACT

This article presents the Mathematics Teaching Itinerary Approach, which tries to be respectful of the students’
real needs to learn mathematics. The first part presents the foundation of the approach, which is based on three
interrelated pillars: the Sociocultural Perspective of Human Learning, the Realistic-Reflective Training Model
and Realistic Mathematical Education; The second part describes the approach, which refers to a sequence of
intentional teaching that includes three levels: 1) teaching in informal contexts (the immediate environment,
manipulatives and games); 2) teaching in intermediate contexts (literary and technological resources); 3) teaching
in formal contexts (graphic resources); Finally, this approach is exemplified in the third part with an itinerary for
teaching early algebra for students aged 3 to 12 years. It is concluded that the implementation of this approach
requires a broad mastery of didactic-disciplinary knowledge, which requires an important effort from all agents
involved in teacher training so all professionals concerned with improving their teaching practice and adapting
it to the S. XXI requirements may have access to this knowledge.

KEYWORDS:

Mathematics education; teaching itinerary; early
algebra.
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ITINERARIO DE ENSENANZA PARA EL ALGEBRA TEMPRANA

1. Introduccioén

Todos los que de alguna forma u otra estamos
vinculados alaDidactica de las Matematicas (maestros,
estudiantes para maestro, formadores de maestros,
investigadores, etc.) sabemos que el libro de texto es
un recurso que ha ejercido una influencia notable en la
educacion matematica que reciben los estudiantes en
las escuelas. Este hecho es la consecuencia de muchos
factores de distinta naturaleza en los que aqui no
vamos a profundizar, pero si enumerar: la concepcion
tradicional de la ensefianza de las matematicas; el
recubrimiento curricular “garantizado”; la medicién
del aprendizaje en el contexto familiar con base en
el volumen de pdaginas completadas; los intereses
econdmicos de las editoriales, entre otros.

La toma de consciencia de estos factores deberia
desencadenar una profunda reflexion acerca del
papel de este recurso en las aulas. Dicha reflexion
deberia sustentarse también en los resultados de
numerosos estudios centrados en el rendimiento
de los estudiantes, que han puesto de manifiesto
que el uso exclusivo del libro de texto conlleva
descontextualizacion de los aprendizajes y, en
consecuencia, genera desmotivacion en los
estudiantes (Alsina, 2010; Olmos y Alsina, 2010); o
bien otros estudios centrados en el andlisis de los
libros de texto de matematicas en distintas etapas
educativas y en relacion a distintos contenidos, que
evidencian falencias y errores conceptuales (Azcarate
y Serrado, 2006; Gomez, 2001; Vasquez y Alsina, 2015,
2017; entre muchos otros).

Para subsanar esta realidad y transformarla, diversos
ambitos de investigacion en educacion matematica
y sus respectivas agendas de investigacion (Alsina,
2019a; Llinares, 2008) han puesto el foco tanto en
el andlisis didactico como en la construccion del
conocimiento matematico.

En este articulo nos centraremos en la agenda
de investigacion sobre “andlisis de contextos de
enseflanza y/o recursos didacticos: situaciones de
vida cotidiana, materiales manipulativos, juegos,
recursos tecnoldgicos y graficos”, que corresponde a
una de las agendas del &mbito de investigacion sobre
analisis didactico (Alsina, 2019, p. 188). En concreto,
presentaremos un enfoque de enseflanza que intenta
ser mas respetuoso con las necesidades reales para
aprender matematicas: el Enfoque de los Itinerarios de
Ensefanza de las Matematicas. Desde este prisma, el
articulo se organiza en tres secciones: en la primera
se presenta la fundamentacion de este enfoque; en la
segunda se describe qué es un itinerario de ensefianza
de las matematicas; vy, finalmente, en la tercera se

ejemplifica un itinerario de ensefanza para el dlgebra
temprana de 3 a 12 afios.

2. Fundamentacion del Enfoque de los
Itinerarios de Enseianza de las Matematicas

Tal como se muestra en la figura 1, este enfoque se
fundamenta en tres pilares interrelacionados: Ia
perspectiva sociocultural del aprendizaje humano
(Vygostsky, 1978); el modelo de formacion realista-
reflexivo (Melief, Tigchelaar y Korthagen, 2010;
Tigchelaar, Melief, Van Rijswijk y Korthagen,
2010), adaptado a la formacion del profesorado
de matematicas (Alsina, 2019b); y la Educacion
Matematica Realista (EMR) de Freudenthal (1991).

De la perspectiva sociocultural del aprendizaje
humano, que se fundamenta en las aportaciones de
Vygotsky (1978) y en las reinterpretaciones de su obra
que han hecho otros autores tanto desde el ambito
de la psicologia del aprendizaje (Ivic, 1994; Wertsch,
1985, 1991) como desde el campo de la educacion
matematica (Lerman, 2000, 2001; Schmittau, 2004;
entre otros), interesa principalmente destacar que
la educacion se concibe como un fendmeno social
y cultural que es posible gracias a la interaccion, la
negociacion y el didlogo, junto con la idea de que el
pensamiento intelectual depende de la construccion
autorregulada del conocimiento, que va de un proceso
interpsicoldgico a un proceso intrapsicologico (Alsina
y Domingo, 2010).

Del modelo de formacidn realista-reflexivo, que ha sido
desarrollado en la Universidad de Utrecht (Paises Bajos)
por Korthagen (2001), Melief et al. (2010), entre otros,
por un lado interesa destacar que pretende, a través
de la reflexion sistematica, impulsar la integracion de
la persona con sus experiencias personales y como
aprendices, con sus conocimientos tedricos y con sus
representaciones sobre lo que es ensefar y aprender,
razon por la cual se usa el término “realista-reflexivo”
(Esteve y Alsina, 2010). Desde este prisma, se asume
que los educadores deberian llegar a conocer muchas
maneras de actuar y ejercitarlas en la practica, es decir,
deberian disponer de criterios para saber cuando, qué
y por qué algo es conveniente y reflexionar sobre ello
sistematicamente (Korthagen, 2001); y por otro lado
interesa la aplicacion de este modelo en la formacién
de maestros de Matematicas. En este sentido, Alsina
(2019b) presenta desde una perspectiva analitica,
interpretativa y critica los resultados de diversos
estudios que muestran los avances en investigacion
sobre la formacion de maestros de Matematicas
desde el modelo realista-reflexivo. En concreto, se
presentan cuatro estudios sobre disefio, aplicacion
y analisis de episodios desde este modelo de
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formacion que incluyen un ciclo formativo; diversos
recursos y estrategias didacticas para promover la
deconstruccion de los conocimientos cotidianos
(CC) de los maestros de Matematicas que pueden
ser un obstaculo para su desarrollo profesional; la
identificacion de las marcas de autorregulacion que
permiten deconstruir CC y coconstruir y reconstruir
conocimientos profesionales (CP); y, como sintesis de
los estudios preliminares, la descripcion de un modelo
transformador de la competencia profesional de los
futuros maestros de Matematicas.

Finalmente, de la EMR (Freudenthal, 1991), que nace
en el Instituto para el Desarrollo de la Educacion
Matematica de la Universidad de Utrecht, hoy conocido
como Freudenthal Institute for Science and Mathematics
Education, interesan sobre todo sus seis principios:
de actividad, de realidad, de reinvencion guiada, de
niveles, de interaccion y de interconexion. En sintesis,
en la EMR se utilizan situaciones de la vida cotidiana
o problemas contextualizados como punto de partida
para aprender matematicas. Progresivamente, estas
situaciones son matematizadas a través de modelos,
mediadores entre lo abstracto y lo concreto, para
formar relaciones mas formales y estructuras
abstractas (Heuvel-Panhuizen, 2002). Ademas, se
apoya en la interaccion en el aula entre los estudiantes
y entre el profesor y los estudiantes (Fauzan, Plomp
y Slettenhaar, 2002), junto con la idea de que a los
estudiantes se les deberia dar la oportunidad de
reinventar las matematicas bajo la guia de un adulto
en lugar de intentar transmitirles una matematica
preconstruida (De Corte, Greer y Verschaffel, 1996).

A partir de este conjunto de planteamientos se ha
disefiado el Enfoque de los Itinerarios de Ensefianza
de las Matematicas, que se describe en la proxima
seccion.

3. El Enfoque de los Itinerarios de Enseiianza
de las Matematicas

Hace ya varios afos, y con el proposito de buscar
maneras ajustadas a las necesidades reales de los
nifnos y nifas tanto para aprender matematicas como
para aprender a usarlas de forma comprensiva y eficaz
en todas las situaciones -escolares y no escolares-
en las que dichos conocimientos son necesarios,
Alsina (2010) planted un diagrama piramidal en el
que se comunicaba de forma sencilla y muy visual
el tipo de contextos necesarios para desarrollar el
pensamiento matematico y su “frecuencia de uso”
mas recomendable, en funcién de la posicion que
ocupa cada contexto: de mas o menos frecuencia
desde la base hacia la cuspide (figura 1). En este
diagrama piramidal, mas conocido como Piramide

ANGEL ALSINA

de la Educacion Matematica al hacer un simil con la
Piramide de la Alimentacidn, no se descartaba ningun
recurso, sino que solo se pretendia informar sobre la
conveniencia de restringir algunos de ellos a un uso
ocasional y, por eso, se considerd que podia ser una
herramienta util para el profesorado preocupado por
hacer de su metodologia una garantia de educacion
matematica.

Libro

Recursos tecnolégicos

Diferentes ordenador, calculadora

organizaciones
del alumnado

Comunicacion,
negociacion, didlogo

Recursos literarios: narraciones,
adivinanzas, canciones

Recursos ludicos: juegos

Recursos manipulativos: materiales
inespecificos, comercializados o disefiados

Situaciones cotidianas, matematizacion del

entorno, vivencias con el propio cuerpo

Figura 1. Piramide de la Educacién Matematica
Fuente: Alsina (2010, p. 14)

En la base se situaban los contextos que necesitan
todos los estudiantes y que, por lo tanto, se podrian
y deberian “consumir” diariamente para aprender
matematicas: las situaciones problematicas y los
retos que surgen en la vida cotidiana de cada dia, la
observaciony el analisis de los elementos matematicos
del entorno, la manipulacion con materiales diversos
y los juegos, entendidos como la resolucion de
situaciones problematicas. Después seguian los que
deben “tomarse” alternativamente varias veces a la
semana, como los recursos literarios y los recursos
tecnologicos. Y, por ultimo, en la cuspide, se ubicaban
los recursos que deberian usarse de forma ocasional,
concretamente los libros de texto, por las razones que
ya se han expuesto en la introduccion.

Con los afos, este planteamiento ha evolucionado
hacia el Enfoque de los Itinerarios de Ensefanza
(Alsina, 2019c), asumiendo que la palabra “itinerario”
se refiere a una secuencia de ensefianza intencionada
que contempla tres fases:

1. Ensefanza en contextos informales: la
ensefanza del contenido matematico se inicia
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en situaciones reales o realistas de los nifios,
como por ejemplo su entorno inmediato, o bien
materiales manipulativos y juegos, en los que el
conocimiento de la situacion y las estrategias
se utilizan en el contexto de la situacién misma,
apoyandose en los conocimientos informales, el
sentido comun y la experiencia.

2. Ensefianza en contextos intermedios: la
ensefanza del contenido prosigue en contextos
que hacen de puente entre los contextos reales
o realistas de la fase previa y los contextos
formales de la fase posterior, como por ejemplo
algunos recursos literarios (cuentos y canciones)
y tecnoldgicos (applets, robots educativos
programables, etc.), que a través de la exploracion
y la reflexion conducen a la esquematizacién
y generalizacién progresiva del conocimiento
matematico.

3. Ensefanza en contextos formales: la
ensefanza del contenido finaliza en contextos
graficos y simbodlicos, como por ejemplo el lapiz
y el papel, en los que se trabaja la representacién
y formalizacién del conocimiento matematico con
procedimientos y notaciones convencionales para
completar de esta forma el aprendizaje desde lo
concreto hasta lo simbdlico.

Este enfoque, pues, se aleja de una vision de la
ensefanza de las matematicas basada en la repeticion
y la practica de ejercicios que presentan los libros de
texto como principales estrategias didacticas para
“aprender” matematicas, y en su lugar, plantea que es
necesario fomentar la comprensién mas que la mera
memorizacion, la actividad heuristica mas que la pura
ejercitacion, o el pensamiento matematico critico mas
que la simple repeticion.

La comprension, la actividad heuristica y el
pensamiento matematico critico, como indica Alsina
(2019c¢), son algunos de los principales pilares sobre
los que se sustenta la educacion matematica del
siglo XXI. Necesitamos, mas que nunca, formar
a ciudadanos que comprendan en profundidad
el conocimiento matematico para que puedan
aplicarlo en todas las situaciones a lo largo de la vida
en las que, de una forma u otra, estdn implicadas
las matematicas. Necesitamos también formar a
ciudadanos que descubran por si mismos las ideas
matematicas a través de una planificacion y gestion
adecuadas de las practicas matematicas basadas
en la resolucion de problemas, el razonamiento vy
la prueba, la comunicacién, la argumentacion, las
conexiones, la modelizacién y la representacion, mas
que transmitirles un conocimiento matematico ya

construido previamente. Y, por supuesto, necesitamos
formar a ciudadanos que procesen e interpreten
criticamente la gran cantidad de datos que recibimos
constantemente a través de diferentes medios
(prensa escrita, television, internet, etc.). En definitiva,
necesitamos formar a ciudadanos que sean capaces
de plantear problemas y preguntas vitales con claridad
y precision; que evallen informacion relevante; que
lleguen a conclusiones y soluciones, probandolas con
criterios relevantes, y que se comuniquen con eficacia
a la hora de idear soluciones.

Esta vision contemporanea de la educacion
matematica requiere, primero, de un amplio dominio
profesional de los conocimientos matematicos a
ensefar, puesto que no se puede ensefar bien lo que
no se sabe y, segundo, un amplio dominio profesional
acercade lasformas de ensefar dichos conocimientos,
puesto que los estudiantes de hoy no tienen las
mismas necesidades para aprender matematicas
que los estudiantes de anos atras, por lo que no tiene
ningun sentido ensefar lo mismo que hace décadas
y menos aun ensefarlo de la misma forma. Por esta
razon, en la Ultima seccion de este articulo se presenta
una ejemplificacion de un itinerario de ensefanza
focalizado en un bloque de contenidos relativamente
nuevo en los planteamientos curriculares de las
primeras edades: el dlgebra temprana.

4. [Itinerario de ensenanza del
temprana

algebra

En esta seccidon se describe, en primer lugar, la
presencia del algebra en el curriculo de matematicas
delas primeras edades, y en segundo lugar se presenta
un ejemplo de itinerario para una ensefanza eficaz del
algebra temprana, ajustada a las necesidades reales
de aprendizaje de los estudiantes.

4. El algebra en el curriculo de matematicas de las
primeras edades

El algebra es un bloque de contenidos matematicos
que tradicionalmente se ha asociado a niveles de
escolarizacion posteriores, para tratar conocimientos
vinculados a la generalizacion y al simbolismo
principalmente. Sin embargo, hay que considerar
que existe también una larga tradicion de otros
conocimientos de naturaleza algebraica previos a la
generalizacion y el simbolismo en edades inferiores, ya
desde la etapa de Educacion Infantil y, por supuesto,
también en la etapa de Educacion Primaria: los distintos
tipos de relaciones (clasificaciones y ordenaciones,
por ejemplo), los patrones o bien los cambios forman
parte del cuerpo de conocimientos algebraicos que se
aprenden desde edades tempranas, y que de hecho
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son la base para la adquisicion de otros conocimientos
matematicos.

Autores de prestigio como Montessori, Piaget o Dienes
situaron estos conocimientos dentro de “la l6gica”, “la
l6gica matematica” o bien “el razonamiento logico-
matematico”. Sus planteamientos tuvieron una gran
repercusion en la escuela, y lograron introducir la idea
de que en las primeras edades estos conocimientos
se adquirian a partir de situaciones concretas con
materiales manipulativos, pero no los vincularon
explicitamente al algebra, sino que los consideraban
parte de la educacion sensorial o bien de la inteligencia
l6gico-matematica, respectivamente (Alsina, 2019d).

Sin embargo, los curriculos de matematicas de las
primeras edades mas avanzados han empezado
a sustituir paulatinamente estos términos por el
término “adlgebra temprana” (Early Algebra) al
considerarse como una puerta de entrada a las
matematicas superiores, entre otras cosas porque
aporta un lenguaje enriquecido capaz de crear la
base con que se ensefian las matematicas (Stacey y
Chick, 2004). Asi, por ejemplo, en las orientaciones
curriculares de Estados Unidos, desde que el National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000)
avanzara el trabajo sistematico del algebra temprana
a partir de los 3 afos, se han ido concretando los
puntos focales curriculares en los que se deberia
centrar el proceso de ensefianza y aprendizaje del
algebra temprana desde Pre-Kindergarten hasta
Kindergarten (3 a 6 anos aproximadamente). Estos
puntos se centran en ordenar y clasificar objetos
atendiendo a determinadas propiedades, reconocer
y ampliar patrones tanto de secuencias sonoras
como numéricas y analizar el comportamiento de
los patrones utilizando representaciones concretas,
pictoricas y verbales, entre otros aspectos (NCTM,
2006). En el Nurturing Early Learners (NEL), que es la
version revisada del curriculo vigente del Ministerio
de Educacién de la Republica de Singapur, se indica
que uno de los objetivos para los estudiantes de 4
a 6 afos es “reconocer y usar relaciones y patrones
simples” (Ministry of Education of Singapore, 2013, p.
22). En la guia para docentes que despliega de manera
mas detallada este objetivo, se sugiere crear patrones
repetidos usando objetos, palabras, dibujos, simbolos
0 acciones, asi como reconocer y extender patrones
simples. En Australia, el Australian Curriculum,
Assessment and Reporting Authority (ACARA, 2015)
aboga por un desarrollo del sentido de nimero, del
orden, la secuencia, el patrén y la posicidon haciendo
uso del contexto del estudiante. Concretamente, en
relaciéon con el algebra y los patrones, plantea que los
estudiantes de 4 afos ordenen, clasifiquen objetos
familiares, expliquen la base de la clasificacion
ejecutada, copien, creen y extiendan patrones con
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objetos, dibujos o material manipulable, ademas de
reforzar la capacidad de observar e identificar los
patrones naturales del entorno. Y en Nueva Zelanda,
uno de los intereses y capacidades crecientes de los
estudiantes de las primeras edades que se expone en
Te Whariki: Early Childhood Curriculum (Ministry of
Education of New Zealand, 2017) es, precisamente,
ser capaz de desarrollar conceptos matematicos
tempranos como la clasificacion y la percepcion de
patrones que inciten a la indagacioén, exploracion y
evaluacion de todo aquello que resulte inesperado. De
esta forma, se asegura establecer una base permeable
que permita a los estudiantes de etapas posteriores
explorar el uso de los patrones y las relaciones que
se pueden establecer con aspectos de cantidad,
conjuntos de datos, espacio y tiempo.

4.2. Ejemplificacion de un itinerario de enseianza del
algebra temprana de 3 a 12 afios

El planteamiento de un itinerario de ensefanza para
desarrollar el pensamiento algebraico en las primeras
edades, como se ha senalado, responde al firme
convencimiento de que para garantizar un aprendizaje
soélido es imprescindible llevar a cabo una ensenanza
eficaz, fundamentada en un amplio conocimiento de
contextos, recursos y estrategias didacticas. Junto
con estos conocimientos, es necesario también
disponer de criterios para secuenciar la ensefanza
de manera que sea respetuosa con las necesidades
y las posibilidades de los estudiantes (Alsina, 2019c,
2019d).

Con base en estas consideraciones, se propone
una secuenciacion que se inicia en los contextos de
ensefanza-aprendizaje del algebra temprana mas
reales y realistas y culmina en los contextos mas
abstractos, de acuerdo con el Principio de Niveles
planteado por Freudenthal (1991), que sugiere que
la matematizacion es progresiva, nace totalmente
ligada al contexto que la requiere, a partir del cual se
esquematiza, se abstrae, se sale de la situacion misma,
se generaliza, se formaliza... todo progresivamente,
paso a paso en esos distintos niveles de comprension.

4.21. Contextos informales: situaciones de vida cotidiana,
materiales manipulativos y juego para la ensefianza del
algebra temprana de 3 a 12 anos

En este primer nivel del itinerario para la ensefanza
del algebra temprana se consideran, como se ha
sefalado, los contextos de ensefanza-aprendizaje
mas reales o realistas en las mentes de los estudiantes.
El criterio general es que los estudiantes deberian
empezar a identificar conocimientos algebraicos en
su entornoy, a través de sus experiencias en la escuela
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con materiales manipulativos y juegos, deberian
llegar a tener mas habilidad para descubrir dichos
conocimientos y avanzar de esta forma en habilidades
como la generalizacion.

Desde esta perspectiva, a continuacion, se describe
una experiencia de vida cotidiana y se presenta una
seleccion de recursos ludico-manipulativos para
ensefar contenidos de algebra temprana, teniendo
en cuenta que en la planificacion y gestion de estas
actividades se deberian considerar los procesos
o habilidades matematicas de resolucién de
problemas, razonamiento y prueba, comunicacion,
argumentacion,  conexiones, modelizacion vy
representacion.

4.21.1. Una experiencia a partir de un contexto
real: una visita por la ciudad

La experiencia que se describe, denominada
“Redescubriendo la calle Mayor de Palencia con ojos
matematicos” (Alsina, Novo y Moreno, 2016), consiste
en observar patrones en el entorno.

Lugar de implementacion: Escuela Publica “Sofia
Tartilan” (Palencia, Espana)

Nivel: 5-6 afios

Maestra responsable de la implementacion: Asuncion
Moreno

Asesoramiento pedagdgico: Angel Alsina y M2 Luisa
Novo

Contenidos matematicos:

+ Concepto de patron como secuencia que se
repite.

+ Identificacion de patrones, de dos o mas
elementos, y de dos o mas criterios.

»  Realizacion de seriaciones con objetos, siguiendo
un determinado patron.

+  Representacion de patrones.

Descripcion de la actividad: En primer lugar, en la
clase los estudiantes hacen seriaciones siguiendo un
determinado patron de repeticion con material no
estructurado (tapones de diversos tamafos, formas y
colores) y con material estructurado (bloques logicos,
tarjetas de conceptos gréficos, formas figurativas o
abstractas...). A continuacion, manipulan libremente
regletas, hacen seriaciones y las representan en un
papel cuadriculado. Los estudiantes van describiendo
los patrones: “regleta blanca, regleta roja tumbada,
regleta blanca, regleta roja tumbada...”; “regleta roja de
pie, regleta verde tumbada, regleta roja de pie, regleta
verde tumbada..”; ‘regleta verde para abajo, regleta
blanca tumbada...".

Figura 2. Seriaciones con regletas en la pizarra digital y en el papel
cuadriculado
Fuente: Alsina et al. (2016, p. 14)

Ya en la calle Mayor de Palencia pueden evidenciar
patrones en elementos urbanisticos. Les resulta mas
facil descubrir patronesen areascercanasaellos, como
por ejemplo el suelo... areas que abarcan facilmente
por estar en su entorno corporal. Y si, ademas, hay un
contraste marcado entre los elementos, lo perciben
mejor. Es el caso de un embaldosado:

Figura 3. Series con baldosas
Fuente: Alsina et al. (2016, p. 14)

- Nifios: jHay una serie! Si, cuadrado negro, cuadrado
amarillo, cuadrado negro, cuadrado amarillo...

Sobre la pizarra digital se trabajan algunas fotografias,
donde reconocen la calle Mayor. Se plantea el reto de
que descubran qué patrones hay:

Figura 4. Columnas en la calle
Fuente: Alsina et al. (2016, p. 15)
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- Nifio: Me sé una serie yo

- Nina: Y yo otra.

- NiAa: Balcon, balcon y iesto?

- Maestra: Eso es un mirador.

- Nifia: Balcon, balcon, mirador, balcon, balcon, mirador...
- Nifo: Yo sé otra... Con lo que sujeta...

- Maestra: ;Coémo se llama?

- Nifio: ¢Columna?

- Maestra: Si. Y sigue...

- Nifio: Columna, no hay nada, columna, no hay nada,
columna, no hay nada...

- Maestra: Mira un poco hacia arriba, ;qué ves?

- Nifo: ¢Una farola?

- Maestra: Es un farol porque no se apoya en el suelo.

- Nifo: Columna, farol, columna, farol, columna, farol...

Finalmente, ante la fotografia del portén rapidamente
un nifio descubre un patrén:

Figura 5. Porton
Fuente: Alsina et al. (2016, p. 15)

- Nifio: Tiene una serie que me la sé. Y sefala: Dibujo,
raya, dibujo, raya, dibujo, raya...

4.21.2. Materiales manipulativos y juegos

Se presenta una seleccion de materiales ludico-
manipulativos para trabajar contenidos de algebra
temprana de forma concreta. Los materiales se han
seleccionado con el propédsito de que sirvan, por
una parte, para trabajar algunos conocimientos
indispensables para facilitar la introduccion al
algebra temprana, como por ejemplo materiales
légicos estructurados para trabajar las agrupaciones
de elementos o bien relaciones de equivalencia
(clasificaciones) y correspondencias por distintos
criterios, tanto cualitativos como cuantitativos. Por
otra, se pone mucho énfasisenlos materiales que sirven
para trabajar patrones numéricos y geométricos, tanto
de repeticion como de crecimiento (y decrecimiento),
y se han seleccionado también algunos materiales
manipulativos y juegos para el anélisis de cambios, en
un sentido amplio: situaciones en las que los cambios
se mantienen constantes (como por ejemplo el domind
de las diferencias, donde se determina previamente el
numero de cambios entre una pieza y la otra, y esta
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cantidad de cambios se mantiene constante) o bien
situaciones en las que la tasa de cambio aumenta
o disminuye, como por ejemplo analizar cuantos
triangulos se generan con diferentes cantidades de
garbanzos, desde 3 hasta la cantidad que se desee
(Cardet, 2009).

Bloques Iégicos de Dienes para realizar agrupaciones, clasificaciones,
correspondencias cualitativas, etc. (segtin el color, la forma, el tamano
o el grosor).

Otros materiales légicos para realizar también agrupaciones,
clasificaciones, correspondencias cualitativas, etc. (segun el color, la
cantidad de ojos, el estado de animo, etc.).

Ejemplo de agrupacion a partir de etiquetas negativas.
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Ejemplo de agrupacion con dos cualidades: “ser de color azul”y “tener Pinchos de colores para construir series (patron de repeticion AB).
cinco elementos”. Se generan cuatro espacios: “los azules”, “los que hay
cinco”, “los que son azules y hay cinco” y “los que no son azules ni hay

cinco”.

Ejemplo de clasificacion (relacién de equivalencia) por un criterio de Pinzas para construir series (patron de repeticion ABC).
forma: cubos, piramides y esferas.

Ejemplo de correspondencia cualitativa a partir de un cuadro de doble Pinzas para construir series circulares (patrén de repeticion ABC).
entrada (producto cartesiano).

Cépsulas de café para construir series (patrén de repeticion AB). Policubos para construir series y clasificarlas segun el patrén de repeticion
(AB, ABB, AABB).
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Maquina de cambios constantes: entra un circulo amarillo, el operador Piezas para construir series segun un patron de repeticion mas complejo y
indica el cambio y deben pensar qué pieza sale. representarlo (por ejemplo: aBbA, donde las piezas verdes se representan
con “a/A” seguin si son triangulos o cuadrados, respectivamente, y las

Figura 6. Algunos recursos ludico-manipulativos para estudiantes de 3 piezas rojas se representan con “b/B” siguiendo el mismo criterio).
a 8 afos
Fuente: Alsina (2019¢, p. 129)

| v | e | RS

Cartas de vikingos (Alsina, 2004) para realizar agrupaciones, Policubos para construir series y clasificarlas segtin el patron de
clasificaciones, correspondencias, etc. Tienen las cualidades siguientes: repeticion (ABB'y AB, respectivamente), para luego analizar su regularidad
cuatro miembros de la familia; tres colores del pelo y dos instrumentos mediante tablas y construir una primera idea intuitiva de funcion afin en
(escudo o lanza). los nimeros naturales.

Juego “Quarto” para realizar agrupaciones, clasificaciones, Cubos de madera para construir y analizar series segin un patron de
correspondencias cualitativas, etc. Se trata de torres con las cualidades crecimiento: observar como aumenta la altura a medida que se van
siguientes: dos colores, dos alturas, dos formas, vacio o lleno. afiadiendo cubos.

CuadrilateroNo cuadrilatero

Rojo

No rojo

Figuras geométricas y diagramas de Caroll para representar dos o mas Geomosaico para realizar patrones geometricos.

conjuntos.
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Ejemplo de mosaico (triangular alargado) a partir de un patron con
triangulos verdes y cuadrados naranjas del geomosaico.

Ejemplo de mosaico (trihexagonal chato) a partir de un patrén con
hexégonos amarillos y triangulos verdes del geomosaico.

Observacion de cambios con las cartas SET: tres cartas forman un SET si,
respecto a cada una de las cuatro caracteristicas (forma, color, nimero
y fondo), evaluadas una a una, las tres cartas son iguales o las tres son
diferentes.

o
Garbanzos para analizar situaciones con tasas de cambio crecientes
(Cardet, 2009): analizar cuéntos triangulos se generan con 3, 4, 5, 6,
7, 8... garbanzos y generalizar, escribiendo los datos en una tabla y
representandolos en un grafico, como conocimiento precursor de las
funciones (es decir, para comprender mas adelante lo que representa la

pendiente de una recta).

Domind de las diferencias con tres cambios: se inicia el juego con una
pieza y para colocar la siguiente deben cambiar tres cualidades, por
ejemplo: rectangulo amarillo, grande y delgado; rectangulo rojo, pequefio
y grueso (cambia el color, el tamario y el grosor); rectangulo azul, grande y
delgado (cambia el color, el tamario y el grosor); etc.

Figura 7. Algunos recursos Iudico-manipulativos para estudiantes de 8
a 12 afios
Fuente: Alsina (2019¢, p. 130-131)

422 Contextos intermedios: recursos literarios vy
tecnoldgicos para la ensehanza del dlgebra de 3 a 12
afos

Una vez que los estudiantes de las primeras edades
hayan tenido la oportunidad de empezar a comprender
conocimientos algebraicos ligados a contextos reales
o realistas, es recomendable seguir el itinerario de
ensefanza de estos conocimientos ofreciendo otros
contextos que permitan ir avanzando de manera
progresiva en la formalizacion o institucionalizacion
de los aprendizajes. En este sentido, los recursos
literarios y tecnolégicos pueden ser contextos ideales
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para hacer de puente entre las matematicas concretas
y las abstractas.

4.2.2.1. Recursos literarios

Para trabajar los contenidos de &algebra temprana
durante las primeras edades se pueden utilizar
distintos géneros literarios como cuentos y novelas.
Estos recursos, en especial los cuentos, habitualmente
se han usado para trabajar contenidos de numeracion
y calculo, geometria, etc. Sin embargo, como sefala
Torra (2012), la aportacion que hacen los cuentos al
aprendizaje de las matematicas va mas lejos de lo
que a primera vista se acostumbra a captar vy, si bien
es cierto que muchos de ellos inciden en aspectos
vinculados a la numeraciéon o a la geometria, la
verdadera aportacion es la presencia de patrones
que, como se ha indicado, abren la posibilidad de
predecir, de anticipar lo que va a suceder, de buscar
regularidades y de generalizar.

En los cuentos se pueden encontrar patrones de
repeticion, patrones de crecimiento/decrecimiento
e incluso estructuras de correspondencia entre
elementos de dos conjuntos:

- Los patrones de repeticion se encuentran en
cuentos clasicos, adecuados principalmente para
los estudiantes de los primeros niveles, como
por ejemplo “La ratita presumida” en el que la
estructura del cuento sigue siempre el mismo
patrén, pero con un cambio al final que advierte
que, aunque los patrones sirven para predecir o
anticipar lo que va a suceder, hay que estar atentos
a los cambios y comprobar si las predicciones se
cumplen o no.

- Los patrones de crecimiento/decrecimiento se
encuentran en cuentos con una estructura que
se caracteriza por una sucesion de personajes o
eventos que se presentan en orden ascendente o
descendente, respectivamente, y no lineal, como
en el caso de los patrones de repeticion. La suma
de estos personajes o eventos es lo que permite,
al final, conseguir el objetivo. Es el caso de
cuentos como por ejemplo “A qué sabe la luna”,
que presenta un patréon de crecimiento ya que la
estructura se basa en una secuencia de personajes
que, juntos, alcanzan la luna; o bien el cuento
“Cien hormigas hambrientas”, que presenta un
patron de decrecimiento ya que la estructura se
basa en una secuencia de sucesos centrados en
la descomposicion del 100 en sumandos cada vez
menores (dos grupos de 50; cuatro grupos de 25;
cinco grupos de 20; diez grupos de 10).

- Finalmente, la correspondencia entre elementos
de dos conjuntos se encuentra en cuentos cuya
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estructura se basa en un personaje que tiene una
misidon por cumplir, se presentan obstaculosy debe
buscar estrategias para superarlos, estableciendo
asi una correspondencia “obstaculo-solucién”,
como por ejemplo “El sastrecillo valiente” o bien
otras narraciones de héroes.

Es importante, pues, impulsar que los estudiantes
miren mas alld del nimero de personajes que
contiene un cuento o bien la trayectoria que hacen los
personajes o las formas geométricas que aparecen en
él. Hay que fomentar el analisis de la estructura interna
y descubrir los patrones, similares en todas las culturas,
para que los estudiantes avancen en habilidades tan
importantes como predecir y generalizar, que son
algunos de los principales objetivos cientificos.

A continuacién, se describe una posible gestion
para facilitar que los estudiantes descubran las
regularidades que se esconden en la estructura
interna de un cuento:

1. Explicar, visualizar o bien leer todo el cuento o
media parte del cuento.

2. Plantear algunas buenas preguntas vinculadas
a la estructura (ademas de cuestiones asociadas a
los elementos observables a simple vista), como,
por ejemplo: (en cudantas partes se divide la
historia?; ;ocurre lo mismo en cada parte?; ;qué
ocurre después de la primera parte?; ;qué ocurre
antes de la tercera parte?; ;qué piensan que va a
ocurrir al final?, ¢por qué?; etc.

3. Finalmente, sugerir a los estudiantes que
representen la historia: en los primeros niveles
las representaciones pueden ser concretas
(con dibujos, por ejemplo) y, progresivamente,
se puede invitar a los estudiantes a hacer
representaciones mas abstractas de los patrones
o correspondencias observadas (usando letras,
signos, etc.). A modo de ejemplo, en la figura 8
se muestran tres representaciones posibles de los
tres tipos de cuentos expuestos:

1+1+1 - s
o 7/
1
X “obstaculos”
Y “soluciones”
“El sastrecillo valiente”

1—=>1—>1..

“La ratita presumida” “A qué sabe la luna”

Figura 8. Representaciones de los patrones
Fuente: Alsina (2019¢, p. 134)

15 Revista Chilena de Educacion Matematica, Enero-Abril 2020, Volumen 12, N°1, 5-20



ITINERARIO DE ENSENANZA PARA EL ALGEBRA TEMPRANA

4.2.2.2. Recursos tecnoldgicos: calculadora,
applets y lenguajes de programacion visuales

Estos recursos, asociados a una metodologia en la
que el estudiante es el protagonista de su aprendizaje,
pueden ser muy utiles para facilitar la adquisicion de
conocimientos algebraicos. A continuacién, pues,
se ofrece una seleccion de actividades para seguir
trabajando conocimientos algebraicos en este nivel del
itinerario didactico, mas préximo ya a la abstraccion.

a) Calculadora

En Educaciéon Primaria, mas que en Educacion
Infantil, la calculadora puede ser un buen
recurso sobre todo para trabajar conocimientos
algebraicos asociados a los patrones. En concreto,
los estudiantes pueden explorar patrones
numeéricos y hacer conjeturas acerca de estos
patrones:

- Exploracién de patrones numéricos: muchas
calculadoras basicas, al teclear un numero
cualquiera (por ejemplo, el 2), el signo mas (+)
y a continuacion el signo igual (=) de manera
repetida, van presentando una progresion o
sucesion aritmética: 2, 4, 6, 8, 10, ... En el caso
de que la calculadora no tenga esta funcion, se
puede construir sumando repetidamente un
mismo digito: 2 +2 =4; 4 + 2 = 6; ... L6gicamente,
la exploracion de patrones numéricos con la
calculadora se puede complicar con numeros
mayores (por ejemplo, con un patron + 5; + 10;
+ 25; etc.) o bien también se pueden construir y
analizar progresiones o sucesiones geométricas,
donde el patréon se basa en un producto. En este
caso, al multiplicar un nimero (por ejemplo, el 2),
por un mismo producto de forma repetida (x 2),
se obtiene una serie de niumeros que progresa de
forma geomeétrica: 2, 4, 8, 16, 32, ...

- Realizacion de conjeturas a partir de patrones:
tomando como base las progresiones aritméticas
0 geométricas construidas, se pueden realizar
predicciones, como por ejemplo estimar qué
numero saldrd al teclear 10 veces el mismo
sumando (+ 2) en las progresiones aritméticas
o el mismo producto (x 2) en las progresiones
geomeétricas; asi mismo, en los niveles superiores
sepuedeplantearalosestudiantesque generalicen
a “n” casos y lo representen algebraicamente: en
los dos ejemplos presentados, serian +2 vy 2 n,
respectivamente.

b) Applets

Se pueden encontrar diversos applets muy
interesantes para trabajar contenidos algebraicos

en las distintas webs:

- NRICH (https://nrich.maths.org)

- llluminations (https://illuminations.nctm.org)

- Math Playground (http://www.mathplayground.
com)

- Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales
(http://nlvm.usu.edu/es/nav/vlibrary.html)

Aparte de estos recursos, existen también otras
paginas web especificas para trabajar conocimientos
algebraicos, como por ejemplo Visual Patterns (http://
www.visualpatterns.org), en la que hay centenares de
propuestas de patrones visuales para trabajar aspectos
numeéricos y de introduccidn al dlgebra temprana.

& Visual Pattewns
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Click on a pattern to see a larger image and the answer to step 43. What is the equation?

PET

1NN S
| [ T Ee

—
o
LFh
[]
ot ) CTTT

e
2 =
ok PR
. . g
AAA ®
AAAAA || BEREREE

Figura 9. Pdgina de inicio de “Visual Patterns”
Fuente: http://www.visualpatterns.org/

c) Lenguajes de programacion visuales

Scratch es un recurso valido tanto para crear
proyectos  focalizados en  conocimientos
algebraicos a partir de las funciones de los
bloques de este lenguaje de programacion, como
para practicar contenidos a partir de proyectos
previamente disefiados, simplemente buscando
el término que interesa: “algebra”, “patrones”,
“expresiones algebraicas”, etc.

En la secuencia de la figura 10, por ejemplo, se
muestra una forma sencilla de programar un
patréon de repeticion a través de un ciclo que
consiste en repetir 5 veces la secuencia “mover
50 pasos” y “girar 72° a la derecha”, lo que daria
lugar a la construccion de un pentagono regular.
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Figura 10. Ejemplo de un patrén de repeticion usando la funcién “repetir”
para construir un pentagono regular
Fuente: Alsina (2019¢, p. 138)

4.23. Contextos formales: recursos gréficos para la
ensefianza del algebra de 3 a 12 afios

En la recta final del itinerario de ensefanza, es
importante incidir principalmente en la formalizacién
de los conocimientos aprendidos en los contextos
preliminares, y mas tratdandose de conocimientos
algebraicos. De hecho, como se ha indicado, una de
las finalidades del dlgebra es poder expresar mediante
lenguaje simbdlico las ideas matematicas, usando
expresiones algebraicas que combinan numeros,
signos y letras siguiendo ciertas reglas.

Desde esta perspectiva, ademas de usar materiales
como libros de texto y fichas previamente
seleccionados para apoyar este tipo de aprendizaje,
se pueden también usar otros recursos que permitan
avanzar hacia la formalizacion. En este apartado
destacamos por su novedad, pero sobre todo por su
potencial, recursos como: Which One Doesn't Belong?
(WODB), creado por el profesor de matematicas
estadounidense Christopher Danielson (https://wodb.
ca/), que consiste en presentar a los estudiantes varias
situaciones distintas, habitualmente cuatro (figura
11), con el objeto de que comuniquen y argumenten
cual de ellas no pertenece al grupo, lo que fomenta
la presencia de procesos matematicos como el
razonamiento y la prueba (que se fundamenta en la
argumentacion y la comprobacion) y la comunicacion
(que se fundamenta en la interaccion, la negociacion,
el didlogo y el uso adecuado de lenguaje matematico).

arl il ;«:::'.:::::{

Figura 11. Distintos ejemplos de WODB
Fuente: https://wodb.ca/
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Otro recurso parecido es “Same but different”, de
Looney Math Consulting, disponible en  https://
www.samebutdifferentmath.com/about/, en el que
se presentan dos situaciones en lugar de cuatro,
pero igualmente los estudiantes deben argumentar
criticamente en qué son iguales y en qué son
diferentes. La seccion de algebra de este recurso
presenta parejas mayoritariamente para los niveles
superiores de la etapa de Educacion Primaria y para
etapas posteriores (figura 12):

Figura 12. Ejemplos de parejas de la seccion de dlgebra de Same but
different
Fuente: Alsina (2019¢, p. 139)

5. Consideraciones finales

En este articulo se ha fundamentado, descrito y
ejemplificadoel Enfoque delosltinerariosde Ensefanza
de las Matematicas (Alsina, 2018, 2019¢c) que, como se
ha argumentado, pretende contribuir a romper con la
vision tradicional de la ensefianza de las matematicas
asociada al uso del libro de texto como Unico recurso,
para avanzar hacia una vision mas respetuosa con las
necesidades reales de los estudiantes de las primeras
edades para aprender matematicas. Para ello, como se
indicado, este enfoque considera diversos contextos
organizados en tres niveles (contextos informales,
intermedios y formales). Ademas, se plantea la
necesidad de llevar a cabo una planificacion y gestiéon
de la practica matematica que se fundamente en la
resolucion de problemas, el razonamiento y la prueba,
la comunicacion, la argumentacion, las conexiones, la
modelizacion y la representacion, y todo ello basado
en el principio fundamental de que el conocimiento
debe ser siempre construido por el aprendiz a través
de la mediacién de un adulto, en lugar de transmitir un
conocimiento ya creado con anterioridad.

Enestaseccidnfinal, pues, queremos destacar el hecho
de que en el Enfoque de los Itinerarios de Ensefanza
se asume que el proceso de ensefanza-aprendizaje
de las matematicas no es una labor sencilla, puesto
que implica dominar una serie de conocimientos
tanto disciplinares (sobre las matematicas) como
didacticos (sobre formas de ensefar matematicas
y evaluarlas). Ello implica un esfuerzo importante
por parte de todos (Administracion Educativa,
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instituciones de Educacion Superior, organismos vy
expertos en materia de educacion en general y de
educacién matematica en particular, etc.) para que el
profesorado preocupado por mejorar sus practicas y
adaptarlas a las exigencias del siglo XXI pueda tener
acceso a estos conocimientos. Este acceso debe
promover, por un lado, que puedan reflexionar sobre
la necesidad de transformar su practica docente -
dejando de focalizar la enseflanza de las matematicas
exclusivamente en un libro de texto- para mejorarla
usando diversos contextos de ensefianza vy, por otro,
que se les facilite la labor aportando recursos que
sean factibles de ser usados, ya que como indican
Hargreaves, Earl, Moore y Manning (2001), “si el
profesor no esta dispuesto a hacerlo, no se puede
hacer” (p. 128); “si el profesor no sabe cémo hacerlo o
a la hora de la verdad no se siente seguro haciéndolo,
no se puede hacer” (p. 129); “si un docente no esta
dispuesto a hacerlo, no se puede hacer” (p. 132), y “si
el profesor tiene que hacer demasiadas cosas, no las
hara bien” (p. 134). Esperamos que la ejemplificacién
de un itinerario focalizado en la ensefianza del algebra
temprana haya contribuido a esta labor, e invitamos al
lector a consultar otros itinerarios referentes a otros
bloques de contenido en Alsina (2019c) y, sobre todo,
a lanzarse a disefar sus propios itinerarios con el
propodsito de mejorar la formacion matematica de los
estudiantes de las primeras edades.
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RESUMEN

Con el propodsito de estudiar la organizacion de datos e identificar la diversidad de representaciones construidas
en situacion de exploracion de datos auténticos, en un grupo de 56 estudiantes chilenos de tercer grado
de primaria, se diseid e implementd un plan de clases de estadistica, en el que se solicitd a los estudiantes
ordenar y organizar los datos para responder a un problema. Este articulo se centra en el estudio cualitativo de
las representaciones de datos producidas por los estudiantes durante la implementacion del plan de clases.
La exploracion de los datos realizada por los estudiantes sobre los alimentos que consumian en la escuela
(“colaciones”), los llevé a elaborar representaciones de datos (listas, estado intermedio de esquema tabular y
tabla de frecuencias). Se concluye que el contexto auténtico y la construccidon de representaciones propias
promovieron que los estudiantes construyeran preponderantemente listas (77%), aplicando con sentido la
particion, la clase y el cardinal. Se sugiere incorporar explicitamente en la ensefanza el formato lista, como
herramienta representacional y unidad basica de la tabla.
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Lista; tabla de frecuencia; representaciones de datos;
estadistica temprana; analisis exploratorio de datos.

ABSTRACT

With the purpose of studying the organization of data and identifying the diversity of representations constructed
in a situation of data exploration, a statistical lesson plan was designed and implemented in 56 Chilean students
in the third grade of primary school, in which students were asked to sort and organize data to answer a problem.
This article focuses on the qualitative study of the data representations produced by students during the
implementation of the lesson plan. The exploration of the data of the snacks eaten by students at school led them
to elaborate data representations (lists, intermediate state of tabular scheme and frequency table). It is concluded
that the authentic context and the construction of their own representations promoted that the students
predominantly built lists (77%), meaningfully applying the partition, the class and the cardinal. It is suggested to
explicitly incorporate the list format in teaching, as a representational tool and basic unit of the table.
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statistics; exploratory data analysis.
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1. Introduccioén

Listas y tablas aparecen en la vida cotidiana de los
ciudadanos. Estas representaciones externas actuan
como herramientas de aprendizaje (Pérez-Echeverria
y Scheuer, 2009), pues movilizan varios procesos de
orden superior que los seres humanos participantes
en los entornos sociales y culturales complejos
llevan regularmente a cabo, como la comunicacion,
la externalizacion de memoria, el aprendizaje y la
transmision, la explicitacién del conocimiento, entre
otras. Sin embargo, en educacion estadistica existe
escasa investigacion sobre el aprendizaje de las
representaciones de datos, como las listas y tablas, en
estudiantes de los primeros grados.

Este estudio indaga en la organizacion de datos y en
la diversidad de representaciones que construyen los
estudiantes enfrentados a una situacién con datos
auténticos. Especificamente, se analizan las distintas
representaciones de datos creadas por estudiantes
de tercer grado de primaria, enfrentados a una misma
situacion de analisis exploratorio de datos.

Si bien las tablas y graficos ocupan un papel central
en la practica cientifica y se usan ampliamente en
las aulas y en textos escolares de diversas materias,
su construccidon e interpretacion no es facil, y la
adquisicion de la habilidad de representar posee
ciertas complejidades (Estrella, Olfos, Morales y Vidal-
Szabd, 2017; Estrella, Olfos, Vidal-Szabo, Morales vy
Estrella, 2018). Investigaciones previas han sefalado
la especificidad de las tablas y la forma en que
tanto estudiantes como profesores las comprenden
(Brizuela y Alvarado, 2010; Brizuela y Lara-Roth,
2002; Dibble, 1997; Duval, 2003; Estrella, Mena-Lorca
y Olfos, 2017; Friel, Curcio y Bright, 2001; Gabucio,
Marti, Enfedaque, Gilabert y Konstantinidou, 2010;
Marti, Garcia-Mila, Gabucio y Konstantinidou, 2010;
Marti, Pérez y De la Cerda, 2010; Martinez y Brizuela,
2006; Wu y Krajcik, 20086).

Respecto al tratamiento de los datos, se ha investigado
que tanto la ordenacion desde un conjunto de datos a
unatabla, como lainterpretacion de las tablas, resultan
ser complejas para los estudiantes de edad escolar
(Estrella et al., 2017, 2018; Sepulveda, Diaz-Levicoy
y Jara, 2018). Lehrer y Schauble (2000) investigaron
la invencion y la convencion de estructuras de datos
para matematizar actividades de clasificacion en
estudiantes de primer a quinto grado. Estos autores
encontraron un sesgo en la organizacion de datos en
categorias disjuntas, y dificultades de los estudiantes
con una categoria que entrega informacion para cada
celda en una misma columna de una tabla. También,
encontraron que no es facil para los estudiantes

reconocer, desarrollar e implementar criterios para un
efectivo proceso de clasificacion.

El proceso de reorganizar datos numéricos en
frecuencias no es un proceso intuitivo en los nifios de
primer atercer grado (Nisbet, Jones, Thornton, Langrall
y Mooney, 2003), e insertar datos en una tabla provoca
una reorganizacion mental mas alld de la simple
enumeracion oral (Coutanson, 2010). En cuanto a la
habilidad de tabular datos, Pfannkuch y Rubick (2002)
sefalan que “esta era una habilidad que se estaba
desarrollando por todos los estudiantes, aunque
parece ser una habilidad mas sofisticada de lo que
habiamos pensado” (p. 13). Estas autoras consideran
que el proceso de comprension en el transito de los
datos a las tablas, abarca una abstraccion de variables
cuantitativas y cualitativas a partir del contexto vy,
ademas, observan que la tabulacion de datos es
una habilidad que requiere determinar la forma de
presentar esos datos con claridad y sin ambigliedad,
lo que implica alguna pérdida de informacion y el
uso de descriptores de la variable (entendida como
cualquier caracteristica medible de un conjunto de
datos que puede tomar distintos valores).

En este escenario, y considerando la complejidad del
aprendizaje de distintas representaciones de datos, se
propone analizar las formas tempranas de representar
los datos en estudiantes chilenos de tercer grado de
primaria, que reflexionan en torno a los alimentos que
consumen en la escuela, en adelante “colaciones”, e
infieren desde el comportamiento de los datos.

2. Marco conceptual

El paradigma del analisis exploratorio de datos (Tukey,
1977) considera la exploracion sin restricciones de los
datos en busca de regularidades interesantes, en que
las conclusiones son informales y se basan en lo que
se ve en los datos, aplicandose solo a los sujetos y a
las circunstancias para las cuales se obtuvieron dichos
datos (Moore y Cobb, 2000).

Estrella y colaboradores (2017, 2018) presentan un
enfoque que valora la variedad de representaciones
que dan sentido a descubrir, comunicar y razonar las
relaciones entre datos desde los primeros grados,
precisando algunas de las componentes de una
representacion grafica de datos (variable, frecuencia,
base-lineal y linealidad-grafica), componentes que
permiten la comparacién vy visualizacion de las
relaciones entre los datos.

Para estudiar los recursos que exhiben los estudiantes,
en esta seccion describimos algunas representaciones
de datos y sistemas de representacion.
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21.

Representaciones de datos (lista, tabla y

cuasitabla)

a) Listas. Consideramos las listas de datos
como aquellos conjuntos de datos organizados
sucesivamente en una dimension (horizontal o
vertical), caracterizadas por una sucesion de datos
(iconico o textual) uno tras otro, desplegados
en una sola direccion y separados por espacios
y/o puntuaciéon, que eventualmente pueden
presentar o no el cardinal. Ademas, las listas estan
constituidas por unidades escritas mas breves
que las frases.

b) Tablas. Consideramos las tablas simples
de datos como aquellas que poseen dos
dimensiones (horizontal y vertical) para almacenar
unidades de datos. Estrella (2014) especifica
en la representacion tabular que la variable
cualitativa esta claramente separada de la variable
cuantitativa, y eventualmente puede presentar el
trazado de filas y columnas. Ademas, los datos
de cada fila o columna son una categoria de
la variable, cuyo nombre de la categoria suele
aparecer explicito mediante una rotulacion verbal
escrita, grafica o simbolica especifica, en las filas o
columnas. Consideramos una tabla de frecuencia
como aquella en que se expresan -al menos-
una categoria de la variable categorica (por
ejemplo, colaciones sanas) y sus subcategorias
(por ejemplo, manzana), la cardinalidad de cada
subcategorial (frecuencia) vy, eventualmente,
el cardinal de la categoria de la variable (total
marginal).

Es posible distinguir un proceso entre listar
y tabular. La figura 1 ejemplifica, desde una
situaciéon de colaciones, las acciones requeridas
al representar datos, como clasificar, listar,
categorizar, tabular y contar los datos de la
variable en juego.

SOLEDAD ESTRELLA, PATRICIA ESTRELLA

Tre (ML
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Figura 1. Representaciones de datos en estadlistica,
de listas a tablas.

Fuente: Elaboracion propia.

listas y tablas, representaciones

Las
de datos, han sido estudiadas y definidas por
varios autores (por ejemplo, Estrella, 2014; Marti,
2009); adicionalmente a estas precisamos una
nueva representacion, a la que denominamos
“cuasitabla”.

como

Entenderemos una cuasitabla como una
representacion parecida a la tabla de datos,
aunque sin llegar a tener todas sus caracteristicas;
por ejemplo, muestra segmentos separadores,
pero presenta el ordinal en vez del cardinal.
Asimismo, aunque posee mas caracteristicas
que las establecidas para una lista, no alcanza a
tener las caracteristicas propias de una tabla de
frecuencia (ver ejemplos, mas adelante, en figura
4).

2.2. Sistemas de representacion

Desde la diversidad de formas en que se pueden
representar los datos, es posible establecer
categorias de acuerdo a si la representacion
presenta preponderantemente aspectos iconicos,
textos escritos y/o numéricos. Asi, entenderemos
tres sistemas de representacion: numeérico, aquel
referido a calculos con numeros explicitos, como
también a calculos implicitos mediante subitizacion?
o estimacion visual de la cantidad; iconico, aquel
referido a las formas iconicas; y textual, aquel referido
a las formas linglisticas escritas.

Es posible distinguir entre representar, sin y con
la frecuencia de la categoria de la variable, desde
la transicion entre representaciones. La figura 2
ejemplifica, desde una situacion de caramelos que

! Para este articulo se ha elegido la palabra subcategoria en vez de clase, debido a que clase se ha ocupado para curso de

estudiantes, o clase en que se implementa una leccion planificada.

2 Kaufman, Lord, Reese y Volkmann (1949) propusieron el término subitizacion para referirse a la determinacion de manera répida,
precisa y confiada de la cantidad de elementos de un grupo de seis 0 menos elementos presentados simultaneamente. Dichos

autores consideran a la estimacion como un juicio de cantidad sobre un conjunto de mas de seis elementos sin realizar un conteo
de los mismos.

23

Revista Chilena de Educacion Matematica, Enero-Abril 2020, Volumen 12, N°1, 21-34



REPRESENTACIONES DE DATOS EN ESTADISTICA: DE LISTAS A TABLAS

poseen nifas y nifos, la transicion a representaciones
sin escala (primer pictograma) a representaciones
con escala (los siguientes pictogramas, diagramas
de puntos -enmarcados a proposito- y graficos de
barra), junto a los cambios de registro de lo iconico,
numeérico y textual, asociados a las categorias de la
variable en juego.

B 1oti0trotret

1 vehrotretren
D wiretereniotiotion
D rotrotretionrotrone

y — " -
on escala debarra con escala grafico de barra vertical

3

Figura 2. Representaciones de datos en estadistica, transito entre
registros iconicos, numeéricos y textuales.

Fuente: Elaboracién propia.

En este estudio, se considera que el sistema de
representacion numeérico incluye la frecuencia de
los datos, esto es, el cardinal correspondiente a
cada subcategoria de la variable que, al componer
una representacion, esta separado de la variable
cualitativa. Ademas, la frecuencia puede construirse
desde los recursos de conteo, o de la subitizacion o
estimacion de cantidad sobre los datos iconicos o
escritos presentados repetidamente (por ejemplo,
en una lista). Por tanto, se ha considerado pertinente
categorizar la frecuencia, como el cardinal y la
repeticion de iconos o textos que daban respuesta
por conteo y subitizacion, respectivamente, en
contraposicion al ordinal, que no provee respuesta a
la situacion. Asimismo, se usa el concepto cardinal
de manera profusa, ya que el concepto frecuencia no
estd asociado a listas sino a tablas.

Puesto que estudiamos la diversidad de
representaciones que construyen los estudiantes
de tercer grado, enfrentados a una situacion de
exploracién de datos auténticos, nos preguntamos:
¢(Qué representaciones producen los estudiantes
cuando se enfrentan a una situacion de anélisis
exploratorio de datos? Con el fin de responder a esta
pregunta, hemos llevado a cabo un estudio cualitativo
descriptivo.

3. Metodologia
Este estudio adopta un enfoque cualitativo para

analizar las representaciones de los estudiantes, al
enfrentarse a una situacion de organizacion de datos.

3.1. Participantes

Participaron un total de 56 estudiantes de tercer
grado, cuyas edades fluctuaban entre 7 y 9 anos,
de dos escuelas chilenas, una ubicada en la ciudad
de Quilpué y otra en la ciudad de Vina del Mar. Los
participantes pertenecian a dos cursos de tercer
grado de primaria, quienes se encontraban cursando
su primer semestre en dos escuelas urbanas; estos
fueron elegidos por la accesibilidad a sus profesores.
Un curso se componia de 32 estudiantes de edades
entre 7 y 8 afos. El otro tenia 24 estudiantes, cuyas
edades fluctuaban entre 7 y 9 anos. El estudio ademas
contd con el consentimiento escrito de los directores
de ambos establecimientos, de los profesores,
apoderados y estudiantes.

3.2. Recogida de datos

Se implementd una situacion de analisis de datos
con papel y lapiz. La tarea disefiada se enmarca en
el eje Estadistica y Probabilidades de la asignatura
de Matematica de tercer grado del curriculo chileno
(Ministerio de Educacion de Chile, 2018), que solicita
clasificar y organizar los datos mediante tablas y
visualizarlos en graficos. Los datos recabados surgen
de las representaciones creadas libremente por los
estudiantes, enfrentados a la situacion de exploracion
de datos.

La recogida de datos considerd la videograbacion
de ambas lecciones y de las representaciones
de los estudiantes enfrentados a la situacion;
también se registraron fotograficamente todas las
representaciones finales desde los cuadernos de los
estudiantes.

3.3. Laleccion

El objetivo del plan de clases implementado fue
ordenar y organizar datos para obtener informacion.
En torno a este objetivo, un grupo de profesores ided
un contexto de interés para los estudiantes relativo a
sus colaciones, y construyo un plan de clases (Estrella,
Zakaryan, Olfos y Espinoza, 2020). En base a las propias
colaciones llevadas por los estudiantes el dia anterior
a la leccidn, los profesores disefiaron una lamina
de iconos relativos a los datos entregados por sus
estudiantes (figura 3), esto es, cada icono representa
la colacion llevada a la escuela previamente por cada
estudiante (por tanto, se disefiaron dos ldminas segun
sus datos para cada curso).
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Figura 3. Lamina con las 30 colaciones preferidas de uno de los cursos
de tercer grado.

Fuente: Elaborado por la profesora del curso de tercer grado

Después de motivar el tema de la necesidad de una
alimentacion saludable y las posibles enfermedades
por exceso de comidaode comidanosana, laprofesora
que implementa la lecciéon planificada propone el
problema mediante una pregunta y la escribe en la
pizarra: {De qué manera podemos ordenar y organizar
los datos de nuestras colaciones para saber si estamos
en riesgo de contraer alguna enfermedad? Luego
entrega la lamina de las colaciones del grupo curso
a cada estudiante, quienes debian trabajar con los
datos y representarlos.

3.4. Analisis

Los investigadores y dos ayudantes de investigacion
analizaron separadamente las representaciones
creadas por los estudiantes, segun las categorias
establecidas (listas y tablas) y otras levantadas en este
proceso (sistemas de representacion y cuasitabla).
A partir de la videograbacion y las representaciones
fotografiadas, se construyd y completd una matriz
con los formatos representacionales y sistemas de
representacion.

Al efectuar el anélisis de los datos, se clasificaron
las producciones en formatos representacionales:
lista, tabla y cuasitabla (esta ultima emergio desde
las producciones de los estudiantes). En cada
produccion se identificé la representacion y el
sistema de representacion predominante (numérico,
iconico, textual). Recogidos los datos, el analisis se
llevd a cabo, primeramente, con la identificacion y
clasificacion de la representacion de datos de cada
estudiante, y luego, por el sistema de representacion
y aspectos de frecuencia que presentaba la misma, y
que daban respuesta a la situacion.
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La triangulacién de datos se realizd en el analisis
consensuadoentreinvestigadoresdelarepresentacion
de cada estudiante, las videograbaciones de cada una
de las lecciones en que los estudiantes representaron,
y las notas de campo de los investigadores y ayudantes
de investigacion.

4, Resultados

En la resolucién, los estudiantes usaron registros
numeéricos, iconicos y textuales. En la figura 4 se
ejemplifican los tipos de representacion, listas
y cuasitablas de iconos o de textos (ndtese que
los numerales de las cuasitablas indican numeros
ordinales y no cardinales).

lista iconica lista texto cuasitabla iconica cuasitabla texto

565G w10
I

T
1| manzama

2| bebida,
|

mamzana, bebida,
-3 manzamas, | bebida,

Figura 4. Ejemplos reproducidos de listas y cuasitablas de iconos y de
texto creados por estudiantes de tercer grado.

Fuente: Elaboracién propia.

4. Analisis de las representaciones

De los 56 estudiantes, solo 2 de ellos (3,6%)
construyeron una tabla de frecuencia que permitia
responder a la pregunta de la situacion presentada;
27 de ellos (48,2%) crearon representaciones que
no servian para responder a la situacion, pues
no permitian comparar numeéricamente entre las
categorias de la variable, y los restantes 27 (48,2%)
crearon representaciones que eventualmente podrian
dar respuesta, mediante comparacion visual (Tabla 1).

Tabla 1
Porcentajes de las representaciones de 56 estudiantes seguin tipo de
formato representacional y aspectos de la frecuencia (cantidad de

estudiantes entre paréntesis)

lista icono lista texto i iconica i texto tabla frec.

sin con sin con sin con sin con con
repeticion _repeticion __repeticion __repeticion __repeticién _repeticién _cardinal _cardinal _cardinal

178 (10) 357(20) 16,07(9) 7(4) 74 3.6(2) 74 18(D) 3,6(2)
53,6 (30) 23,2 (13) 10,7 (6) 8.9 (5)
19,6 (11) 3.6(2)

76.8 (43)

Fuente: Elaboracion propia.
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REPRESENTACIONES DE DATOS EN ESTADISTICA: DE LISTAS A TABLAS

A continuacion, se presentan las categorias de
analisis consideradas: (1) formato representacional
(lista, cuasitabla, tabla) y sistema de representacion
(numérico, iconico, textual), y (2) aspectos asociados a
la frecuencia (cardinal, ordinal, repeticién) empleados
por los estudiantes, para dar respuestas a la situacion.

(1) Segun el formato representacional y sistemas de
representacion

De las 56 representaciones producidas, 43 son listas
(77%), 11 son cuasitablas (20%) y 2 son tablas de
frecuencia (3%).

a) Listas. De las 43 listas, 30 correspondian a
listas iconicas (con iconos) y 13, a listas de texto
(sin iconos). Estas se han clasificado segun
presenten repeticion o no del icono o del texto
escrito, ya que aun sin el cardinal explicito,
ayudan a dar respuesta a la situacion mediante
estimacion de la cantidad. Sin embargo, las listas
iconicas sin repeticion no permiten obtener
informacidn alguna de los datos, por tanto, no hay
interpretacion de la misma al no dar cuenta del
cardinal de la subcategoria (por ejemplo, utilizar
una manzana en una representacion, difiere de
aquella que repite el icono tantas veces como
manzanas existian).

b) Cuasitablas. De las 11 cuasitablas, 6 eran
iconicas y 5 de texto. Las cuasitablas iconicas se
clasificaron segun tuviesen repeticion o no del
icono y las cuasitablas de texto se clasificaron
segun presentaban o no el cardinal, aunque
ninguna de estas presentd repeticion del texto
como identificador del icono. De las 5 cuasitablas
de texto, 4 no presentaban cardinal y 1 si. Estas
cuasitablas no fueron categorizadas como tablas,
debido a que utilizaban el ordinal o respondian ala
situacién omitiendo el cardinal e imposibilitando
dar una interpretacion desde el conjunto de los
datos (ver ejemplo en figura 4).

c) Tablas. Solo hubo dos tablas de frecuencia, con
texto y con cardinal (frecuencia), aunque solo una
de estas tablas incluia el total marginal (cardinal
de la categoria). Estas tablas de frecuencia
resumieron todos los datos y entregaron respuesta
al problema (figuras 7y 9).

Ya que la situacion presentaba los datos en una lamina
con imagenes, era presumible que muchos de los
estudiantes ocuparan los iconos representantes de
sus colaciones, dibujados o recortados.

Para la misma situacion, las representaciones de los
estudiantes son a veces listas, a veces tablas. Aun

cuando el estudiante solo estaba en posesion de
la representacion tipo lista, al repetir el icono y/o
utilizar el cardinal, los usaba coherentemente para dar
respuesta al problema inicial.

(2) Segun aspectos de la frecuencia que permiten dar
respuesta a la situacion

El 48% de las representaciones sin repeticion,
tanto en las listas iconicas (17,8%), listas de texto
(16,07%), cuasitablas iconicas (7%), asi como en las
cuasitablas de texto sin cardinal (7%), los estudiantes
han ordenado y organizado en forma resumida los
datos, pero la ausencia del cardinal o la ausencia de
repeticion -de iconos o de texto- ha llevado a tal
pérdida de informacion, que estas representaciones
no permiten comparar ni dar respuesta a la situacion.

En cambio, en las representaciones con repeticion de
los datos (listas iconicas, listas de texto y cuasitablas
iconicas) es posible dar una respuesta al problema
en términos de estimacion numérica, mediante
estimacion de la cantidad de “repeticiones”, a modo de
subitizacion.

4.2. Andlisis de las representaciones involucradas
segun sistemas de representacion

Cada representacién se ha clasificado segun los
tres formatos representacionales, sus sistemas de
representacion y sus aspectos de la frecuencia: (i) las
listas (listas con iconos y sin cardinal; listas con texto
y sin cardinal; listas de iconos, con o sin repeticién de
elementos ordenada; y listas con iconos y con cardinal;
listas con texto y con cardinal), (ii) las cuasitablas
(tablas con iconos y sin cardinal; tablas con texto y sin
cardinal; tablas con iconos y con ordinal; tablas con
texto y con ordinal), y (iii) las tablas de frecuencias
(tablas con iconos y con cardinal; tablas con texto y
con cardinal).

A continuacion, se describen cinco representaciones
que resultan representativas de lo que se ha venido
argumentando: una lista, dos cuasitablas y dos
tablas de frecuencias (ver Apéndice, con ejemplos
de los registros reales). El analisis ha versado sobre
los sistemas: uno referido al conteo con numeros;
otro icdnico, referido a la representacién con signos
semejantes, y un ultimo textual, referido al texto
escrito.

4.21. Lista con texto y sin cardinal
La figura 5 muestra la representacion tipo lista para

la variable (tipos de colaciones) y sus categorias -
cosas saludables y cosas no saludables-, con datos
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presentados a través de texto escrito horizontalmente
y sin cardinal. Esta representacion es muy basica y no
permite dar respuesta a la situacion, pues al presentar
una secuencia de palabras sin cardinal ni repeticiones
(delapalabrarepresentante del dato) pierde elementos
fundamentales para comparar subconjuntos.

Por tanto, al no asumir un sistema de representacion
numeérico implicito, que le permitiese comparar que
un conjunto es subconjunto de otro mayor, debido
a que no puede ser corroborado por la inexistencia
del cardinal (o por la ausencia de repeticion de texto
escrito de cada elemento de dicha subcategoria),
no puede comparar por subitizacion o numerosidad,
respecto de un conjunto mayor versus un conjunto
menor de elementos escritos.

Cosan  saludables: yogur, leche, cereales,
d o

4/(}@@

narania, manaana, platans.
g 0 [

Q/VzU@i s, narania, 2analeria,
) 7

Figura 5. Reproduccion de formato lista, con texto y sin cardinal, del
cuaderno de un estudiante.
Fuente: Reproduccion de representacion real de la Figura AT (ver
Apéndice)

Para construir esta lista (figura 5), el estudiante
debid particionar el conjunto de los datos icénicos,
establecer las categorias de la variable y representar
cada icono por la palabra escrita equivalente. El
estudiante reconoce implicitamente la variable “tipo
de colaciones” y, dada la situacion, determina las
dos categorias de la variable, escritas como “cosas
saludables” y “cosas no saludables”, y en cada una de
ellas solo lista por extension los elementos.

4.2.2. Cuasitabla con texto y sin cardinal

La Figura 6 muestra una cuasitabla con las categorias
de la variable y subcategorias, los datos estan
presentados a través de texto con numero ordinal a
la izquierda de cada elemento de la subcategoria. En
este tipo de representacion visualmente con orden
y clasificacion y aparentes totales marginales, se
listan los elementos de las subcategorias, pero no se
cardinalizan.
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Satudable = 9
1yoqur | 3 manamjar | 6 juge 8 ceneal | 9. E,ww}»/v,a
2 leche | 4 mamzama, | 7 leche ‘\\
2 plates; | | odinalala

izquierda de la

T ook Chatarna = 5 ~ subcategoria

wocolate s

2 qalletas Tl

3 samdnsich T .

4 notel \\\\\ 5 es el ultimo

- = ordinal

5 panac fritas,
i(ocupado com
total marginal)

Figura 6. Reproduccion de formato cuasitabla, con texto y sin cardinal,
del cuaderno de un estudiante.
Fuente: Reproduccion de representacion real de la Figura A2 (ver
Apéndice)

El estudiante escribe cada categoria y subcategorias
en unarepresentacion que exhibe titulo, encabezados,
filas, columnas vy celdas sin cardinalidad (sin
frecuencia). Para la categoria “chatarra” de la variable,
presenta un formato cercano a la lista vertical, lo que
podria ser un indicador del estado intermedio de su
esquema tabular, que transita entre lista y tabla.

En esta cuasitabla, algunos subconjuntos no son
disjuntos (lacteos y liquidos), por tanto, el cardinal de
la categoria resulta erroneo. Ademas, en el sistema de
representacion numeérico, al escribir el ordinal como
el cardinal de la categoria “saludable” (aparente total
marginal), el estudiante pierde informacion de los
elementos de cada subcategoria, al no considerar el
cardinal respectivo, lo que no le permite responder
con mayor exactitud a la situacion, pues compara solo
los ordinales finales de cada categoria.

4.2 3. Tabla con texto y cardinal

La figura 7 muestra una tabla con las categorias de
la variable, datos representados a través de texto,
cardinal de cada subcategoria, total marginal de
cada categoria y trazado no explicito de segmentos
separadores.

Comida chatarra

papas jutas galletas chocolate pastel samdnsich

2 1 3

Hay 12 comidas chatorna =

I"Cardinal de cada
subcategoria
(frecuencia)

Cardinal de Ta
categoria de la
variable (total

marginal)

Figura 7. Reproduccion de tabla con texto y cardinal del cuaderno de un
estudiante.
Fuente: Reproduccion de representacion real de la Figura A4 (ver
Apéndice)

27 Revista Chilena de Educacion Matematica, Enero-Abril 2020, Volumen 12, N°1, 21-34



REPRESENTACIONES DE DATOS EN ESTADISTICA: DE LISTAS A TABLAS

Desde la videograbacion, se observa que el estudiante
ha unido los elementos de la subcategoria y luego
los ha contado todos, lo que equivale a contar los
elementos de la subcategoria y luego hacer la adicion
de los cardinales obtenidos con el conteo.

La ausencia de lineas delimitadoras no es impedimento
para una lectura fluida de la representacion de datos
usada: el orden espacial y el alineamiento de textos y
numeros permite inferir que utiliza titulo, encabezados,
filas, columnas y celdas del formato tabla, en la que
explicita los cardinales de la subcategoria (frecuencia)
y, en forma de texto lineal, presenta el cardinal de la
categoria de la variable (total marginal).

4.2 4. Cuasitabla con icono y con cardinal

La figura 8 presenta una cuasitabla con categorias
de la variable escrita “no saludable” y “saludable”,
cada subcategoria es representada por iconos y con
cardinal a la derecha, y un segmento trazado separa
las categorias.

Figura 8. Reproduccion de formato cuasitabla, con icono y cardinal, del
cuaderno de un estudiante.
Fuente: Reproduccion de representacion real de la Figura A3 (ver
Apéndice)

Aunque existe cardinal para cada subcategoria,
un segmento que delimita y texto escrito en el
encabezado, no se considera una tabla de frecuencia,
pues no existe un ordenamiento espacial que permita
una lectura secuencial vertical u horizontal, al no
delimitarse las filas o columnas, o celdas. Aunque
se observa que el icono representa la subcategoria
correctamente cardinada, y ocupa un segmento que
separa categorias, no lo ocupa para separar entre
subcategorias de la categoria de la variable.

4.2.5. Tabla con texto y con cardinal

Lo same Lo malo
mamzama 2 chocolate 2
W@WPS %‘;jx@{,@ 5
teche 3 pam 1
yoqun 1 bebida 1
'rwwmp 1

Figura 9. Reproduccion de tabla, con texto y cardinal, de registro de
cuaderno de una estudiante.
Fuente: Reproduccion de representacion real de un estudiante

La figura 9 presenta en los encabezados de cada
columna el nombre escrito de las categorias de
la variable, y en el cuerpo de datos de la tabla
asocia el nombre de la subcategoria y el cardinal
correspondiente (frecuencia). Los nombres de las
categorias de la variable estan claramente delimitados
por segmentos, al igual que la separacion entre las
subcategorias respectivas (el segmento de la base
no fue trazado por la estudiante). Cabe notar que
en la categoria “lo malo” la estudiante ha separado
espacialmente cada frecuencia de la categoria,
mostrando un cambio en lo que venia construyendo
en la primera columna (verificar la desalineacion de las
frecuencias entre la primera columna y la alineacion
de la segunda).

La representacion tabular de esta estudiante presenta
las dos categorias de la variable (“lo sano” y “lo malo”),
las subcategorias mediante las palabras escritas
asociadas a cada dato iconico, y el cardinal correcto
en cada una de las subcategorias (frecuencia).

Aunque no hay demarcacion entre cada subcategoria
(aspecto cualitativo nominal) y su frecuencia (aspecto
cuantitativo), al parecer la estudiante que construye la
tabla realiza una segmentacion espacial interna, pues
presenta primero el texto escrito y luego el nimero
(a la derecha) y también realiza una separacion fisica
alineada entre texto escrito y nimero.

5. Discusion

En las representaciones creadas por los estudiantes
se observa que realizan una particion del conjunto
de elementos (datos iconicos dados), aunque no
determinan explicitamente la variable “tipos de
colaciones”, sino mas bien su categorizacion “sanas” y
“nosanas”, o similares. La mayoria de estos estudiantes
recurren a su repertorio de procedimientos, entre los
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cuales no esta el tabular; al parecer, ni la tabla ni el
cardinal son herramientas cognitivas que permiten
resumir y comparar, para resolver la situacion
propuesta.

Los niflos que presentaron un concepto mas acabado
de como ordenar y organizar datos, se desempefnaron
mejor para responder correctamente al problema
que aquellos que no lo poseian. Solo dos sujetos de
los 56 estudiantes de tercer grado entregaron una
respuesta numérica y tabular a la situacion planteada,
los restantes estudiantes, o no dieron este tipo
de respuesta, o quizas utilizaron la percepcion de
numerosidad mediante subitizacion o estimacion, para
determinarla mayor o menor cardinalidad del conjunto.
Notese que las respuestas presentaron diferentes
cardinales, tanto por las diferentes categorizaciones
de la variable como por la inexactitud del cardinal, y
por tanto de la frecuencia, ello sugiere que los nifios
requieren mas oportunidades de aprendizaje para
comprender en profundidad y conexion el principio
de cardinalidad, las ideas de conteo, la comparacion
de elementos de conjuntos, el sucesor y antecesor, el
orden en los naturales, junto a las operaciones légicas
de clasificacion (Estrella e Isoda, 2020).

El proceso de socializacion de los significados de
listas y tablas, mediante sistemas colectivos de signos,
comienza antes de la entrada al sistema escolar, por
tanto, es natural asumir que los participantes de este
estudio que tienen al menos tres afios de escolaridad,
para representar datos, ya debiesen reconocer el
concepto lista o tabla, aunque presumiblemente
con significados diferentes. El desempefio de los
estudiantes en la resolucién de la situacion fue diverso,
lo que podria deberse al dominio previo de algunas
representaciones semiodticasy las situaciones similares
a las que se habian enfrentado con anterioridad.
Debido a que casi el 96% de los estudiantes no
tiene apropiada la tabla de frecuencia como una
herramienta representacional, consideramos que el
uso, significado y representacidén tabular requiere
explicitarse, para ser socializado y consolidado de
acuerdo al sistema de signos que los nifos aprenden
en el aula escolar.

Los datos del estudio han permitido identificar
aspectos relacionados a representaciones asociadas
a frecuencias, que incluyen desde los formatos de
listas iconicas, listas textuales sin cardinal, hasta las
tablas con cardinal y tablas de frecuencias con totales
marginales. Sin embargo, no es posible afirmar que el
proceso de organizacion de datos de cada estudiante
transite por cada uno de estos formatos descritos,
aunque es presumible que el dominio previo de
situaciones de organizacién de datos incide en los
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progresos, retrocesos y conexiones del conocimiento
que se producen durante el proceso de adquisicion de
representaciones de datos.

La situacion de analisis exploratorio de datos permitio
examinar los datos para indagar en el comportamiento
de ellos y sus relaciones, y obtener mas comprension
de los mismos. Como formato representacional, la
tabla no solo se usa para registrar, sino para buscar
y comparar datos, encontrar y mostrar relaciones en
ellos. Para la situacion propuesta, la construccion
de significados desde los datos solo puede resultar
pertinente si la categorizacién es adecuada y disjunta,
y es la cardinalidad de elementos de la subcategoria
-como de la categoria- la que permite responder a
la pregunta del problema inicial, esto es, el célculo y
comparacion de las frecuencias.

Las representaciones creadas para organizar datos
muestran diversidad, como las listas de texto sin
cardinal, las listas de texto con cardinal, tablas
con iconos y con o sin cardinal, tablas con texto
con cardinal y sin él, y las tablas con texto y sin
cardinal individual, pero con totales marginales.
Concordamos con Marti (2009) en que las listas
involucran identificar, segmentar y disponer los datos
pertinentes, permitiendo una percepcién mas directa
de las diferentes categorias de los datos.

El uso de la tabla en este grupo de estudiantes
permite vislumbrar un conjunto de tareas en la tabla
(registro, conteo, listado de elementos pertenecientes
a una subcategoria), las operaciones para obtener la
frecuencia de la clase (particion, establecimiento de
clases, cardinacion), y un conjunto de elementos de
las representaciones, como segmentos, segmentacion
fisica, filas, columnas, celdas, encabezados, lenguaje
escrito, iconico y numerales. La tabla, como sistema
de signos, integra la forma grafica con la reduccion de
espacio y de texto, permitiendo establecer relaciones
entre los objetos tratados, activando los esquemas
clasificatorios y los sistemas simbdlicos. Ello comporta
un modo de pensamiento de mayor complejidad, que
repercute en los procesos cognitivos involucrados
en su uso y en dificultades en el aprendizaje de las
tablas. Especificamente, la tabla, aunque familiar, es
un objeto complejo, y su ensefanza la ha limitado a
completarlas e interpretarlas; falta una ensefanza
que involucre las listas, que los estudiantes valoren
el nimero como cardinal y se les confronte con la
utilidad y limitaciones del numero ordinal, proveyendo
situaciones de construccion global de una lista o de
una tabla, mas que algunas compleciones obvias.

La lista y la tabla, como representaciones externas,
se las reconoce visual y simbodlicamente a través de
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las propiedades y relaciones espaciales que ostentan.
El analisis realizado nos lleva a conjeturar que los
nifnos podrian desarrollar progresivamente diferentes
esquemas para el concepto tabla, dependiendo de
las experiencias de aprendizaje con las que se hayan
enfrentado inicialmente, por ejemplo, construccion de
listas iconicas sin cardinal y con repeticion evidente
de elementos, y lecturas puntuales y secuenciales
asociadas a dichas listas. Confrontar a los nifios a
este tipo de experiencias, les permitiria apreciar las
ventajas de las tablas de frecuencias (demarcadas o no
con lineas), en las que sea evidente la diferenciacion
y el orden, para que activen procesos de busqueda
O procesos comparativos a través de lecturas
secuenciales (en filas y columnas), y el cardinal sea
una herramienta que ayude a resolver el problema.

6. Conclusiones

Para conocer las representaciones que producen los
estudiantes cuando se enfrentan a una situacion de
analisis exploratorio de datos, este estudio indagd
en la organizacion de datos y en la diversidad de
representaciones que construyenestudiantesdetercer
grado, enfrentados a una situaciéon de exploracion de
datos en el marco de la estadistica temprana. De modo
similar a otras investigaciones (Nisbet et al., 2003),
constatamos que no es facil para los estudiantes
reconocer e implementar criterios para un efectivo
proceso de clasificacion vy, al parecer, les es poco
intuitivo el proceso de reorganizar datos numeéricos en
frecuencias. Sin embargo, debido a que en el proceso
de organizacion de datos se identifican diferentes
representaciones, al observar los formatos creados por
los dos grupos de estudiantes de diferentes escuelas y
ciudades, se observa que no varia la organizacion de
la actividad, pues se identifican regularidades entre
las representaciones de un mismo grado, en la manera
que abordan y desarrollan la resolucion de una misma
situacion, utilizan la particion, la clase y el cardinal.

Un factor recurrente en las representaciones de
estos estudiantes fue la repeticiéon con orden o sin
orden de los elementos de la subcategoria, ello hace
presumir que el ordenamiento de los elementos
repetidos facilitaria la estimacion cuantitativa visual
y, en consecuencia, facilitaria el conteo (o estrategias
de conteo), luego la cardinalidad y la eficiencia en los
procesos de busqueda visual.

Consideramos, bajo los hallazgos de este estudio, que
es pertinente proponer una introduccion curricular de
las listas y luego de las tablas, como secuencia en el
desarrollo de la habilidad de representar, que podria
considerarse por los desarrolladores curriculares, de
textos y profesores. Estas representaciones de datos

son la parte visible de la conceptualizacién de la
organizacion de datos de los estudiantes de primaria,
y reconocer los distintos estados permite distinguir
las comprensiones diferentes de los estudiantes.

El analisis realizado sugiere que, para conformar
trayectorias de aprendizaje que involucren listar y
tabular, se requiere: (1) consolidar las capacidades
de asociaciéon vy diferenciacidon, estrategias de
ordenamiento y conteo (puesto que se revelan errores
en el conteo que no permitieron dar el cardinal
exacto); (2) proveer experiencias con el concepto lista,
considerandola como unidad basica de la tabla, y sus
disposiciones verticales u horizontales que permiten
lecturas espaciales diferentes; (3) explicitar, confrontar
y valorar los componentes comunicativos, creados
en forma reducida (encabezados con nombre de la
variable, sus categoriasy subcategorias); (4) considerar
situaciones variadas que provoquen la necesidad
de construccion de representaciones, que permitan
diferentes sistemas de representacion (numeérico,
iconico, textual); (5) admitir representacionestabulares
con y sin demarcaciones fisicas, considerando que las
segmentaciones mentales facilitan lecturas puntuales
(celdas), secuenciales (filas -horizontalmente- y/o
columnas -verticalmente-) o globales (tabla completa
o partes de la tabla); y (6) diversificar y especificar las
situaciones de lectura y escritura de listas y tablas,
de modo de proveer situaciones de construccion
de representaciones diferenciadas de aquellas
de complecién, y situaciones de interpretacion
diferenciadas de las de evaluacion.

Listas y tablas son un tipo de recodificacion lingUistica
que activa procesos de pensamiento, ello facilita
ampliamente la clasificacion de los datos. Nuestro
estudio en el tercer grado, al igual que el de Marti
(2009) en segundo y quinto grado, encuentra que, en
situacion de organizacion de datos, los estudiantes
producen mas listas que tablas. La lista escrita puede
ser leida en distintas direcciones, tiene comienzo
y final precisos, un limite. Al listar, los datos son
sustraidos de su contexto inmediato y se posibilita
su reorganizacion y ordenamiento, incrementando la
visibilidad y definicién de clases.

Las listas y tablas de frecuencia, como herramientas
representacionales, requieren de una ensefanza
explicita en su diversidad de modos, en su forma y
contenido, para que realmente puedan ofrecer a los
nifos la oportunidad de obtener comprensién de los
datos con los que interactuan.

Puesto que los estudiantes han utilizado profusamente
la lista como una herramienta para responder a una
situacion de analisis de datos, una de las proyecciones
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de este estudio es investigar sobre su uso, aprendizaje
y ensefanza, y su significacion en la conceptualizacion
de la organizacion de datos en la iniciacion temprana
al pensamiento estadistico.
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Apéndice: Registros reales de cuadernos

Figura Al. Registro de cuaderno de formato lista, con texto y sin cardinal.

Figura A4. Registro de cuaderno de tabla con texto y cardinal.

Figura A2. Registro de cuaderno de formato cuasitabla, con texto y sin
cardinal.

Figura A3. Registro de cuaderno de formato cuasitabla, con icono y
cardinal.
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RESUMEN

¢Cuales son las condiciones que activan la argumentacion del profesor de Matematicas durante la discusion de
tareas en clase? En este articulo se presentan posibles respuestas a esta pregunta, en el marco de un estudio
que pretende comprender la argumentacion del profesor de Matematicas en un ambiente habitual de clase.
Para ello se presenta una fundamentacion tedrica sobre la argumentacion en la clase de Matematicas. Los datos
forman parte de un estudio mas amplio, los cuales se tomaron durante lecciones de clase de décimo grado
(estudiantes de 15 a 16 afos), mientras la profesora y sus estudiantes discutian tareas sobre trigonometria. Se
discuten fragmentos de episodios de clase, donde se describen indicadores de las condiciones que podrian
activar la argumentacion del profesor.
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ABSTRACT
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this, a theoretical background is presented regarding the argumentation in mathematics classrooms. The data
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1. Introduccioén

En los ultimos anos, la argumentacion ha sido puesta
en consideracion por la comunidad de Educacion
Matematica (Stylianides, Bieda y Morselli, 2016),
por cuanto es esencial en la construccion del
conocimiento (Metaxas, 2015) en la que se tiene en
cuenta una apreciacion individual y una contribucion
a un proceso de comunicacion (Knipping y Reid,
2015). También ha recibido atencién por parte
de instituciones encargadas de la organizacion vy
planeacion de estandares. Por ejemplo, los Common
Core State Standards for Mathematics (Common Core
State Standards Initiative [CCSSI], 2010) han descrito
ocho estandares para la practica matematica, uno
de los cuales plantea “construir argumentaciones
correctas y criticar el razonamiento de otros” (CCSSI,
2010, p. 6). Este estandar invita al profesor a promover
en sus estudiantes el planteamiento de conjeturas,
el reconocimiento y uso de contraejemplos, la
justificacion y comunicacion de conclusiones, la
comparacion y la eficacia de argumentos plausibles,
y la construccion de argumentos usando referentes
concretos tales como objetos, dibujos, diagramas,
acciones, entre otros.

Considerar estas declaraciones indica que la tarea del
profesor es cada vez mas compleja (Selling, Garcia y
Ball, 2016). Algunas investigaciones han tenido como
propodsito estudiar como el profesor de Matematicas
puede acercarse a tal fin. Por ejemplo: como los
profesores pueden apoyar la argumentacioén colectiva
a través de contribuciones a los componentes de
un argumento (en el sentido del modelo de Toulmin,
2007); qué preguntas plantean para impulsar estos
componentes y las acciones de apoyo que utilizan
para facilitar el desarrollo de un argumento (Conner,
Singletary, Smith, Wagner y Francisco, 2014); como
pueden orquestar la discusién en clase a través del uso
de tareas matematicas guiadas por la argumentacion,
de manera que la “cultura de la argumentacion” pueda
formar parte del contexto de clase (Boero, 2011);
como pueden ser estratégicos con sus elecciones,
de manera que aprovechen la argumentacion como
practica profesional y ofrezcan a los estudiantes
oportunidades para desarrollar una comprension de
la argumentacion como una practica de aprendizaje
(Staples y Newton, 2016); como pueden gestionar
sus clases para promover la argumentacion (Solar,
2018); como pueden disenar tareas teniendo en
cuenta diferentes elementos para crear una situacion
conflictiva, crear una situacién de colaboracién y
proporcionar un dispositivo para verificar conjeturas,
pues aunque la argumentacién es de ayuda para el
aprendizaje, es dificil de sostener (Prusak, Hershkowitz
y Schwarz, 2012), y como utilizan la nocion de

esquemas de argumentacion junto con el modelo de
Toulmin (2007) para analizar sus argumentos y dar
pistas sobre el conocimiento profesional (Metaxas,
Potari y Zachariades, 2016).

De esta forma se reconocen avances respecto al papel
del profesor, tales como apoyar la argumentacion,
orquestar la discusioén, brindar oportunidades, disefar
tareas o analizar la estructura de los argumentos.
No obstante, se considera que poco se conoce aun
sobre aspectos asociados a la argumentacién del
profesor. Cuestiones como ¢/podria hablarse sobre
qué argumenta el profesor en clase?, ;cuéles son las
caracteristicas de la argumentacion del profesor?,
o ¢cudles condiciones activan la argumentacion
del profesor de Matematicas en clase?, intentan ser
abordadas en la investigacion de la cual desprende
este articulo. Respecto a las dos primeras preguntas,
algunos resultados han sido discutidos en otras
contribuciones (Toro y Castro, 2019a, 2019b) vy la
tercera pregunta es la que dirige el presente articulo.
De manera especifica, en este documento se
muestra como identificar condiciones que activan la
argumentacion del profesor de Matematicas durante
la discusion de tareas en clase. A partir del analisis de
episodios de una leccidn de clase de trigonometria de
una profesora de décimo grado (estudiantes de 15 a
16 anos) en la ciudad de Medellin (Colombia) se hace
ilustracion de tales condiciones.

2. Fundamentacion teérica

En este trabajo se considera la argumentaciéon en
la clase de Matematicas como un acto complejo
destinado a resolver una diferencia de opinion, en el
cual interesa convencer acerca de la aceptabilidad
de un punto de vista a través de la justificacion o
refutacion; advierte una dimensidon comunicativa, una
interaccional y una epistémica, y tiene lugar cuando
profesor y estudiantes discuten tareas durante el
desarrollo de la leccion. Considerar la argumentacion
bajo ese supuesto, consiste en concebirla como
un tipo de actividad con propdsito o intencionada,
de modo que la actividad es reconocida como un
proceso cuya representacion es el uso del lenguaje;
en ese sentido, la estructura de la constelacion de los
productos especificos debe analizarse como actos de
habla que hacen parte de la resolucion de diferencias
de opinidn (Santibanez, 2015).

La argumentacién surge en respuesta a, o en
anticipacion a, una diferencia de opinion, la cual no
necesariamente toma la forma de un desacuerdo,
disputa o conflicto, sino que hay una parte que tiene
una postura y otra parte que tiene dudas sobre si
aceptar o no dicha postura (van Eemeren et al., 2014).
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En la clase de Matematicas, la diferencia de opinion se
reconoce cuando hay dudas o preguntas sobre una
aseveracion, indicacion o explicacion del profesor, o
dudas sobre una respuesta o procedimiento diferente
al presentado por el profesor, o diferentes respuestas
a una tarea en el trabajo de los estudiantes.

A diferencia de otros actos de habla complejos
como los de aclarar, amplificar o explicar, en la
argumentacion interesa la aceptabilidad (van
Eemeren y Grootendorst, 2011), es decir, el
argumentador defiende un punto de vista, que
alude a cierto conocimiento de las matematicas,
ante un destinatario que tiene dudas respecto a la
aceptabilidad o que tiene un punto de vista diferente,
y busca convencerlo recurriendo a la justificacion o a
la refutacion. Se proponen, ademas, tres dimensiones
y acciones especificas: la comunicativa, referida a
acciones que involucran aseveraciones, preguntas,
gestos y expresiones; la interaccional, expresada en
acciones que incluyen la participacion, los medios y
normas de clase, convencer y discutir; y la epistémica,
indicada en acciones como el tratamiento del objeto
matematico, conceptos y definiciones, retomar otras
lecciones, tratamiento de errores, procedimientos y
respuestas, justificar y refutar.

Para identificar episodios de lecciones de clase
de Matematicas donde se pueda reconocer la
argumentacion del profesor, se ha dispuesto del
uso de los términos intervencion argumentativa y
cierre. La intervencion argumentativa marca el inicio
del episodio en donde se explicita la diferencia de
opinién por parte del profesor o de un estudiante, y
en el cierre se concluye la diferencia de opinion por
parte del profesor. En el episodio, el profesor busca
convencer a sus estudiantes a partir de su punto
de vista, cuando recurre a su conocimiento y a su
experiencia profesional.

Adicional a lo anterior, se retoman las condiciones
que deberian darse en la clase de Matematicas para
el desarrollo de la argumentacion de los estudiantes
(Solar y Deulofeu, 2016). A través de analisis de clases
de profesores, Solar y Deulofeu (2016) concluyen
que minimamente deberian darse tres condiciones:
estrategias comunicativas, tarea matematica y plan
de clase. Respecto a las estrategias comunicativas,
refieren a las oportunidades de participacion, la
gestion del error y el tipo de preguntas. Sobre la
tarea matematica, comentan la importancia de tareas
abiertas, donde no necesariamente haya un unico
resultado o donde el procedimiento de solucidn
requiera de diferentes estrategias, no solamente
formales, de manera que se puedan promover
distintos puntos de vista y discusion entre los
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estudiantes; difieren con las tareas cerradas, pues al
haber un algoritmo estandar, se podria dificultar la
argumentacion. Y respecto del plan de clase, exponen
que no solo basta con una tarea matematica abierta,
sino que se requiere de la gestidon del profesor, el
cual debe prever la discusidon e intervenir a través
de acciones especificas y preguntas; la anticipacion
de respuestas, los procedimientos o posturas
de los estudiantes, la anticipacion de procesos
argumentativos y las acciones del profesor, forman
parte de los indicadores de esta condicion.

Dado el propdsito y objeto investigativo del
presente articulo, se retoma la idea general de
la propuesta de Solar y Deulofeu (2016), pero
haciendo algunas adaptaciones e incluyendo una
cuarta condicion, resultado de analisis previos vy
que refiere al conocimiento profesional en términos
de conocimiento didactico-matematico (Pino-Fan,
Assis, y Castro, 2015). El profesor es una variable muy
importante en la gestion de laargumentacion en clase,
y debe recurrir tanto a su conocimiento como a su
experiencia para gestionar la formacién matematica
de los estudiantes. De esta forma, se reconocen las
siguientes condiciones que activan la argumentacion
del profesor durante la discusion de tareas en clase:
estrategias comunicativas e interactivas, enfoque
de la leccion, enfoque de la tarea y conocimiento
profesional. Los indicadores de cada dimension
emergen del analisis respectivo.

Finalmente, la preocupacion por la discusién y la
participacion en la clase de Matematicas, en particular
por la discusion de tareas, esta asociada a la forma en
como se concibe el aprendizaje en esta investigacion,
esto es, desde una perspectiva participacionista
(Krummheuer, 2011; Sfard, 2008), en la cual el
aprendizaje se conceptualiza como la participacion
en el discurso de clase, donde las personas pasan
de la participacion en actividades implementadas de
manera colectiva, a formas similares realizadas sin
ayuda.

3. Método

El presente articulo forma parte de un estudio mas
amplio, el cual corresponde a una investigacion con
un enfoque interpretativo de corte cualitativo, en
el cual se utiliza la observacion como herramienta
para la recoleccion de los datos. Lo anterior significa
que se pretende explorar y describir ambientes vy
situaciones en la clase de Matematicas, asi como
producir interpretaciones en profundidad, de manera
que se puedan analizar las acciones individuales y
colectivas del profesor y sus estudiantes mientras
discuten tareas en clase.
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Los episodios aqui reportados tuvieron lugar en una
clase con 32 estudiantes de sexo femenino de décimo
grado, de unainstitucion educativa de caracter publico
en la ciudad de Medellin (Colombia). La profesora,
protagonista de la investigacion, en adelante Emma
(seuddnimo), estuvo de acuerdo en ser parte del
estudio. Ella cuenta con diez afos de experiencia
en la ensefanza de las matematicas y cuenta con
formacion en magister en Educacion Matematica. Los
estudiantes suelen estar acostumbrados a participar
en las lecciones de clase y no era la primera vez que
formaban parte de un estudio empirico con un interés
investigativo. El primer autor actué como observador
no participante y no colaboré en la planificaciéon
de las tareas presentadas durante las lecciones de
clase observadas. Emma conté con autonomia en
la preparacion de sus lecciones, pues se pretendia
observarla en su ambiente habitual de clase. Las
lecciones de clase fueron grabadas en audio y video,
la camara de video tuvo siempre en primer plano a
Emma, bien cuando se dirigia a todos los estudiantes
o bien cuando trabajaba con un pequefio grupo de
estudiantes.

En este articulo se presenta, a manera de ejemplo, el
analisis de cuatro episodios durante una leccion de
clase, los cuales tuvieron lugar mientras Emma vy las
estudiantes (se utilizan seudonimos) discutian la tarea:
Con ayuda de la calculadora y con el circulo unitario,
calcula el seno, coseno y tangente de 70°y 80°. El interés
investigativo esta en la argumentacion, por lo que los
datos obtenidos constituyeron las transcripciones de
las discusiones de todas las lecciones. Cada leccién
fue transcrita y discriminada por turno, participante e
intervencion. Para identificar los episodios de analisis
en cada una de las lecciones se hizo un rastreo en
cada uno de los turnos, tanto del profesor como de
los estudiantes, de las intervenciones argumentativas
y de los respectivos cierres a estas, lo cual indica el
inicioy el fin de la argumentacion. Luego se procedid a
identificar qué condicionesactivaron laargumentacion
de Emma en los diferentes episodios, para ello se
realizd un rastreo por las diferentes intervenciones
en el episodio, para reconocer alli alguna de las
cuatro condiciones descritas en la fundamentacion
tedrica. Ademas, se considerd oportuno indicar en
cada episodio las intervenciones argumentativas, los
cierres y las diferencias de opinion, para que lograran
ser representativos de la argumentacién. Lo anterior
sera presentado en el siguiente apartado y permite
dar cuenta del objetivo aqui propuesto.

4. Analisis de datos y resultados

A continuacion, se presentaran los episodios,
acompanados de la respectiva interpretacion, que

permitird presentar algunos resultados sobre el
objetivo del articulo. El primer episodio tiene lugar
mientras Emma da indicaciones sobre la manera
de proceder en la tarea, hay una pregunta de una
estudiante que parece sorprenderla y es interesante
discutir su reaccion. Vale la pena mencionar que otras
tareas habian sido desarrolladas antes en la misma
leccion.

[81] Emma Luisa, me lees por favor el cuarto
punto de la actividad, que es
lo que nos falta por hacer...
Devolvamonos a la actividad,
todas, ;qué es lo que nos hace
falta por hacer? Ya completamos
la tabla, hicimos la construccion
de los dos triangulos, iqué es lo
que nos hace falta?

[82] Luisa [Leyendo de su cuaderno] “Con
ayuda de la calculadora y con el
circulo unitario, calcula el seno,
coseno, tangente de Cy D”.

[83] Emma Listo, entonces por aca Luisa nos
ayudo, vamos a hacer todas un
plano cartesiano.

[84] Ana ¢;De cuanto?

[85] Emma Cada una dice de cuanto lo quiere
hacer, perolaideaes que portodos
lados mida lo mismo. Usted lo va a
hacer del tamafio que quiera, vas
a hacer un plano cartesiano del
tamafio que quieras, /jtU quieres
que llegue hasta 5? Que llegue
hasta 5... que llegue hasta 6... o
sea del tamafo que tu lo desees.
[Procede a realizar la construccion
en el tablero].

La intervencidon argumentativa se reconoce en [84]
en una pregunta de una estudiante que plantea una
duda respecto a la indicacién dada por la profesora,
y el cierre se identifica en [85], en donde Emma,
ademas de responderle a la estudiante, hace algunas
precisiones respecto al plano cartesiano. Es un
episodio donde se identifica la argumentacion, pues
hay una diferencia de opinién enunciada a través
de una duda presentada por Ana en [84], a la que
sigue una intervencion de Emma, no solo dirigida a la
estudiante que hizo la pregunta sino a toda la clase.

En relaciéon con las condiciones que activaron la
argumentacion del profesor en este episodio, se
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resaltan en un primer momento las estrategias
comunicativas e interactivas a través de una pregunta
de una estudiante que manifiesta tener dudas
respecto a la indicacion dada por Emma, y en un
segundo momento, el enfoque de la leccion, pues la
profesora parece estar atenta a las preguntas de las
estudiantes y en como utilizarlas como pretexto para
discutir como debe construirse un plano cartesiano.
La expresion “usted lo va a hacer del tamafo que
quiera”, parece sugerir una intencion educativa de
la profesora, promover la toma de decisiones en sus
estudiantes, y la expresion “la idea es que por todos
lados mida lo mismo” advierte una posible norma
consensada en clase.

Un segundo episodio, el cual tiene lugar algunos
turnos después del anterior, ilustra una situacion que
suele ser comun en la clase de Matematicas: “mi figura
no es igual a la de la profesora”.

[106] Emma [...] Lo que pasa es que yo
entiendo la confusion de algunas,
hay algunas que esta linea
[indica un lado del triangulo en
el tablero], este lado del triangulo
no les estd coincidiendo con la
cuadricula, eso no quiere decir
que el tridngulo esté malo, todas
van a tener medidas diferentes,
¢lo Unico que vamos a tener todas
en comun qué es?

[107] Estudiantes El triangulo [risas].

[108] Emma Todas estamos construyendo

un triangulo, pero ¢;qué cosas

del triangulo?... El angulo, todas
vamos a tener en comun el
angulo porque partimos del

angulo de 70°, ya algunas van a

tener el tridngulo mas grande,

mas pequefiito, a algunas les va

a coincidir con la cuadricula y a

otras no [...]

En este episodio la diferencia de opinion puede
inferirse de la intervencién de Emma en [106], quien
parece haberse percatado de algunas dudas de
las estudiantes respecto a la construccidon que han
realizado. Esa misma intervencion coincide con la
intervencion argumentativa, donde Emma trata de
hacer explicito cuestiones que ameritan cuidado en la
clase de Matematicas, lo cual se infiere de la pregunta
¢qué cosas? ((qué es un triangulo?, ;qué es un angulo?,
¢{como construir un angulo?), para llamar la atencion
sobre los diversos objetos matematicos que estan
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implicitos en un triangulo y que deben ser reconocidos
y nombrados para determinar los referentes comunes
sobre los cuales se basa la discusion. Puede hablarse
de una argumentacion por parte de la profesora, pues
se reconoce su interés no solo por presentar una
explicacion, la cual segun la postura tedérica asumida
aca dista de una argumentacion, sino por tomarse el
trabajo de prestar la atencion y el cuidado necesario
a situaciones de clase donde las estudiantes parecen
mostrar inquietud, en este caso en [106].

Elenfoque de lalecciony de la tarea, y el conocimiento
profesional, se reconocen en este episodio como
las condiciones que activaron la argumentacion de
Emma. La intervencidon argumentativa de Emma se
debe a que ella es capaz de identificar la necesidad
de poner en discusion cuestiones que causan dudas
en las estudiantes. La profesora reconoce que la
figura hecha por las estudiantes y su ubicacion en
relacion con la cuadricula puede estar causando un
conflicto de significado para ellas;el procedimiento de
solucién de la tarea que se ha llevado, en este caso la
construccion de un angulo especifico en donde surgen
dudas en las estudiantes, es considerado un indicador
del abordaje de la tarea; vy el tratamiento de objetos
matematicos -angulo, medida, construccion de
triangulos-, en donde manifiesta que es conveniente
establecer los términos de referencia y determinar
las comprensiones de los estudiantes como requisito
para establecer los términos de discusion.

Se pasa ahora a un tercer episodio, en el cual una
respuesta de una estudiante, que no es la esperada
por la profesora, marca el inicio de una situacion de
clase en donde se reconoce la argumentacion.

[108] Emma [...] Listo muy bien, asi rapido sin
pensar mucho, jcuanto tiene que
medir este angulo? [Senala un
angulo en el tablero].

[109] Clara 90°

[110] Emma iOigan!

[111] Estudiantes [Risas].

[112] Estudiantes [Algunas dicen 45°, otras 70° y

otras 30°].
[113] Avril 20°
[114] Emma 20°. ;Por qué?
[115] Avril Porque 70° mas 90° serian 160° y

20° es 180°
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[116] Emma Muy bien [...]

En este episodio hay dos intervenciones de Clara y
Emma, [109] y [110], que podrian ser consideradas
como la intervencion argumentativa, y las
intervenciones [115] y [116] corresponderian al cierre.
Se puede observar una argumentacion que, aunque
liderada por Emma, cuenta con la participacion de las
estudiantes. De hecho, una justificacion es presentada
por Avrily Emma actiacomo validadorade lamisma. Se
identifica una diferencia de opinion en la intervencién
de Clara en [109] y luego de algunas estudiantes en
[112], que no presentan la respuesta esperada por la
profesora. Parece que algunas expresiones propias
de la profesora en particular (“jOigan!”), son alertas
para las estudiantes, quienes sefalan que algo no
estd bien en la respuesta de Clara. Dicha expresion
parece indicarles a las estudiantes que hay un error,
sin necesidad de que sea expresado por Emma en una
aseveracion. Ello parece evidencia de un refutador no
explicito, cuya naturaleza y estudio no forman parte
de este articulo.

En el turno [113], Avril plantea la respuesta correcta,
lo cual es seguido por una aprobacién por parte
de la profesora, pero parece ser importante para
Emma que las estudiantes se convenzan de dicha
respuesta, razén por la cual pide una justificacion.
Este episodio permite conjeturar que si bien puede
identificarse la argumentacion de la profesora en
diferentes situaciones, también puede reconocerse
argumentacion por parte de los estudiantes y, aunque
el interés del estudio no era indagar sobre cémo el
profesor favorece la argumentacion, se reconoce
un vinculo entre lo que la profesor expresa en su
discurso relacionado con la argumentacion y en como
ese mismo discurso tiene un interés educativo de
favorecer la argumentacion en lecciones de clase. Son
indicio de lo anterior la intervencion presentada en
[110], en la cual hay ciertas expresiones que parecen
advertir un error e invitan a las estudiantes a presentar
otras respuestas; la intervencion dada en [114], en la
cual Emma aprueba vy solicita una justificacion, y la
intervencion [116], en la cual valida lo expresado por
las estudiantes.

Las estrategias comunicativas e interactivas
representadas porlagestiondel errory el conocimiento
profesional representado en las formas de justificar
y refutar, se reconocen como condiciones que
activaron la argumentacion en este episodio. Sobre la
gestion del error, se identifica en la intervencién [110]
y [114] una expresion y una pregunta, que funcionan
como indicacion de un error y superacion de este,
respectivamente. Parece ser importante para Emma
no solo declarar un error, sino que sean las estudiantes

mismas quienes presenten la respuesta esperada y la
justificacion a dicha respuesta. Y en relacion con las
formas de justificar y refutar, se identifica que no es
Emma la que presenta la justificacion y que diferentes
expresiones pueden servir de refutador en una leccion
de clase.

Finalmente, en un cuarto episodio, el cual es
particularmente interesante, Emma parece
adelantarse a una situacion que podria presentarse en
el procedimiento de solucion de la tarea, pues ella ha
observado que las estudiantes se confunden cuando
no obtienen la misma figura, como sucedié en los
episodios uno y dos.

[138] Emma Listo, entonces voy a suponer el
siguiente caso. Resulta que, en
mi construccion, yo voy a hacer...
entonces... el seno de 70°. En
mi construccion con mi regla a
mi me midié 3.8 centimetros,
supongamos, el lado opuesto y
la hipotenusa, que en este caso
seria el radio... seria 4. Con mis
medidas, entonces, yo me voy
a mirar el seno de 70°, va a ser
igual... ¢qué tengo que hacer?...
La division entre 3.8 y 4, entonces
hacemos las divisiones, 3.8 divido
4. Lo vamos a convertir a numeros
enteros, ientonces me quedaria
cuanto?

[139] Ana 38 dividido 40.

[140] Emma 38 dividido 40. ;Cuéantas veces
estd el 40 en el 387... Tengo
que agregarle un 0, pero eso
me genera el O en el cociente
y la coma, entonces, ciel 40
cuantas veces esta en el 3807...
Ya cada una tiene que hacer las
operaciones con los datos que
tienen.

[141] Sara Profe, ¢y si los dos me dan lo
mismo? O sea, cateto opuesto y la
hipotenusa...

[142] Emma Debes ser muy precisa, medir
exactamente, porque aqui el
milimetro hace la diferencia.
Muéstrame [Emma se acerca a
Sara a verificar su procedimiento
y las demas contindan haciendo
la tareal. Ahi la diferencia es de
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2 milimetros. [Dirigiéndose a
todas] Estudiantes, pilas con esto,
porgue aca tenemos que ser muy
precisas, no es que “ah es que
la diferencia es 1 milimetro”, el
milimetro hay que contarlo, listo.
[...] éComo sabemos que si esta
bien hecha la operacion?

[143] Estudiantes Con la calculadora.
[144] Emma Con la calculadora, ¢qué vamos
a poner en la calculadora?... El

seno de 70° [...] (Cuanto les dio la
operacion en la calculadora?

[145] Estudiantes [Unas dicen 0.91, otras 0.95 y
otras 0.97].

[146] Emma [Se dirige al puesto de algunas
estudiantes] [...] Tengan en cuenta
lo siguiente: la calculadora me da
a miun valor... pues no es un valor
exacto, porque ese es un decimal
infinito no periédico, es un
numero irracional. Sin embargo,
ustedes lo estan haciendo a partir
de las aproximaciones, estamos
aproximando los niumeros a partir
de lo que les muestran a ustedes
los instrumentos de medida. Pues
la idea es que el resultado de esta
division a usted le dé algo cercano
alo que aparece en la calculadora,
si la calculadora a usted le estd
mostrando que es 0.94 [respecto
al valor exacto de Sen70°]... si
hacemos la aproximacién y a
usted le dio 0.70, ;sera que lo tiene
bueno? No, estd malo, entonces
hay que devolverse a ver cuales
fueron las operaciones que se
hicieron malas o las mediciones.

Inicialmente hay una primera intervencion
argumentativa en [138] declarada por Emma, quien
ambienta una situaciéon hipotética que parece situar
a las estudiantes en un posible procedimiento de la
tarea, y en la siguiente intervencién en [140] presenta
un primer cierre a dicha intervencion; pero a partir de
dicho cierre hay una pregunta de una estudiante en
[141], a la cual Emma presenta un nuevo cierre en [142];
y luego hay una tercera intervencion argumentativa
por parte de las estudiantes en [145] que origina un
tercer cierre en [146], el cual recoge los cierres e
intervenciones anteriores. La diferencia de opinidn
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es reconocida en tres intervenciones, la primera en
[138], en la que Emma se adelanta a prever posibles
errores pues ha observado ciertas dificultades de las
estudiantes (episodios 1, 2 y 3), la segunda en [141],
en una pregunta de una estudiante que manifiesta
tener una duda sobre una posible respuesta y la
tercera en [145], en diferentes respuestas a un mismo
procedimiento de solucidn.

Respecto a las condiciones que activaron la
argumentacion en este cuarto episodio, se sefala: (1)
el conocimiento profesional a través del tratamiento
de objetos matematicos [138, 141, 145], en este
caso numero entero, numero irracional, tridngulo
rectangulo y razon trigonométrica; (2) el enfoque de
la tarea a través del procedimiento de solucion de
la tarea [138], y (3) las estrategias comunicativas e
interactivas a través de una pregunta de una estudiante
en [141] y de Emma en [142], y de la gestidn del error
en [145]. Cuando se afirma que la profesora pone en
juego su conocimiento profesional nos referimos al
conocimiento que la profesora ha adquirido a través
de los afos y que le permite determinar posibles
errores, confusidn en los términos, falta de precision
en los calculos, o hacer afirmaciones sin tener los
elementos suficientes para soportarlas.

5. Conclusiones

Se hace notar la forma en cémo fueron analizados
los episodios, que ademas de ser el reflejo de
un ambiente habitual de una leccién de clase de
Matematicas donde una profesora discute tareas
con sus estudiantes, permite poner en consideracion
aspectos que ameritan un tratamiento especial en
la investigacion, en este caso la argumentacion. Un
experto en analisis de la estructura de un argumento,
en particular del modelo de Toulmin (2007), podria
aseverar que no hay argumentacion. Sin embargo,
lo que se ha presentado en los analisis de los datos
y en la interpretacion de estos, permite plantear y
presentar a la comunidad de Educacion Matematica
otra forma de analizar la argumentacion que
despliega un profesor en una clase de Matematicas,
asi como también asumir la argumentacion en la
clase de Matematicas, en este caso con el pretexto
de indagar por cuestiones asociadas al profesor. Los
resultados permiten afirmar que en dicho proceso de
argumentacion intervienen aspectos comunicativos,
interaccionales y epistémicos, ademas de intenciones,
propositos educativos, asi como aspectos asociados a
condiciones contextuales.

Uno de tales aspectos refiere a las creencias que la
profesora tiene sobre la ensefianza de la Matematica.
Si bien en esta investigacion no se estudia, es una
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caracteristica que ha surgido durante el estudio y
que amerita ser reconocida y puesta en relacion
con los aspectos comunicativos, interaccionales vy
epistémicos. Un profesor con una postura no formal
sobre las matematicas, o “no transmisionista”,
“promueve que los estudiantes resuelvan los
problemas con sus propios métodos y los discutan
con sus compaferos” (Schoen, LaVenia y Ozsoy, 2019,
p. 6). La argumentacion en la clase de Matematicas
no tiene existencia por si misma, tan solo se activa
si se dan condiciones especiales tanto por parte
de los estudiantes como por parte del profesor.
Las condiciones que activan la argumentaciéon del
profesor se han estudiado en este documento, pero
aun han de investigarse las condiciones que activan la
argumentacion por parte de los estudiantes.

Respecto al objetivo de la investigacion, los
episodios que sirvieron de ilustracion permiten
identificar al menos cuatro condiciones que activan
la argumentacién del profesor: las estrategias
comunicativas e interactivas, con indicadores
como preguntas, oportunidades de participacion
y gestion del error; el enfoque de la leccion, con las
intervenciones argumentativas como indicador; el
enfoque de la tarea, con el procedimiento de solucion
de la tarea como indicador, y el conocimiento
profesional, con indicadores como el tratamiento de
objetos matematicos, retomar o prever lecciones, y
las formas de justificar y refutar.

El interés por el estudio de la argumentacion del
profesor de Matematicas va mas alla de describir la
argumentacion: busca comprender sus componentes
y las condiciones que la activan y que la distinguen
de otras acciones tales como la comunicacion, la
interaccion y la evaluacion, y que una vez conocidas
puedan ayudar a comprender el papel que tienen en
la formacidén matematica de los estudiantes. En este
documento intentamos hacer un analisis del discurso,
propio para cada episodio; se aprecia que es dificil
contrastar un episodio con otro, hay intervenciones
ligadas con otras o propdsitos de la profesora en
comun, por ejemplo, atender a una pregunta o un
error cometido -o que podrian cometer- varios
estudiantes.
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